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内 容 简介 
本 书 是 苏联 数学 界 普及 数学 知识 的 一 部 名 著 。 全 书 共 二 十 章 , 分 三 卷 


出 版 。 书 中 不 仅 介绍 了 近代 数学 的 各 个 分 支 ,还 介绍 了 数学 的 哲学 、 历 史 发 
展 及 其 在 物理 学 和 工程 技术 方面 的 应 用 。 本 书 每 章 都 由 苏联 第 一 流 的 学 者 
控 著 , 有 较 高 的 学 术 水 平 。 同 时 ， 本 书写 得 深入 法 出 , 只 要 具备 高 中 数学 知 
识 ,就 可 以 理解 。 在 努力 实现 四 个 现代 化 的 今天 , 这 部 书 必 将 帮助 我 国 广大 
读者 扩大 眼界 , 找到 解决 问题 的 数学 工具 。 本 卷 共 十 章 ， 包 括 微分 方程 \ 变 
etre 数论 、 概 率 论 、 函数 襄 近 、 计 算 方法 和 电子 计算 机 等 方面 


本 书 可 供 大 学 数学 系 师 生 、 中 学 教师 、 具 有 高 中 以 上 文化 程度 的 学 生 、 


有 关 方面 的 科技 人 员 及 数学 爱好 者 网 读 .。 
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第 五 章 常 微分 方程 


§1. 绕 论 


微分 方程 的 例子 ”在 前 几 章 中 我 们 所 过 到 的 方程 主要 是 求 某 
几 个 量 的 数值 。 例如 在 求 函数 的 极 大 值 和 极 小 值 时 ,我 们 需要 解 
方程 去 求 函 数 的 变化 率 为 零 的 点 ; 又 如 在 第 四 章 ( 第 一 卷 ) 中 研究 
求 多 项 式 的 根 的 问题 等 等 .所 有 这 些 情 形 都 是 在 求 个 别 的 数值 , 但 
是 在 数学 的 应 用 中 ， 时 常 遇 到 性 质 上 完全 新 的 问题 ， 在 这 类 问题 
中 , 函数 本 身 是 未 知 的 ,一 些 变数 对 另 一 些 变数 的 依存 规律 本 身 是 
未 知 的 。 例如 研究 物体 的 冷却 过 程 , 我 们 要 确定 它 的 温度 如 何 随 
时 间 而 变化 ; 在 决定 行星 或 星球 的 运动 时 ,我 们 要 决定 它 的 坐标 与 
时 间 的 依存 关系 等 等. 

对 于 所 要 找 的 未 知 函 数 , 我 们 时 常 可 以 作出 它 的 方程 ,这 类 方 
程 称 为 泛 函 方程 , 一 般 说 ,， 泛 函 方程 的 性 质 可 以 是 各 种 各 祥 的 ( 研 
究 稳 函数 的 问题 可 以 说 是 我 们 已 经 过 到 过 的 最 简单 最 原始 的 泛 函 
方程 ). 

在 第 五 .六 及 八 章 中 , 将 研究 未 知 函 数 的 寻求 问题 、 在 这 一 章 
及 下 章 中 要 研究 未 知 范 数 的 方程 中 最 重要 的 方程 ， 即 所 涡 微 分 方 
程 .从 这 个 名 称 就 可 以 知道 , 这 个 方程 中 不 只 出 现 函 数 本 身 , 而 且 
还 出 现 它 的 某 些 阶 的 微 商 . 

下 面 的 等 式 可 以 作为 微分 方程 的 例子 : 

名 +P(OW2-QO, tm dinot 
dp ss Hou Fu Ou 
a "0 2 0 
器 + 党 -0 上 





前 面 三 个 方程 用 #* 记 作 未 知 函数 , 而 二 记 作 独 立 变数 : 后 面 三 
个 方程 用 炎 记 作 未 知 函 数 ， 这 些 函 数 依赖 于 两 个 变数 二 与 上 或 和 
与 4 

对 于 数学 ,特别 是 对 于 数学 的 应 用 ,微分 方程 所 具有 的 重大 意 
文 主要 是 在 于 : 很 多 物理 问题 与 技术 问题 的 研究 可 以 化 因为 这 类 
方程 的 求解 问题 . 

电子 计算 机 及 无 线 电 装置 的 计算 , 弹道 的 计算 , 飞机 在 飞行 中 
稳定 性 的 研究 ,或 者 化 学 反应 过 程 的 稳定 性 的 研究 ,所 有 这 些 都 可 
以 化 为 微分 方程 求解 的 问题 来 进行 ， 

某 些 物理 现象 所 要 从 的 物理 规律 可 用 微分 方程 表现 出 来 ， 而 
这 些微 分 方程 则 是 这 些 规 律 的 准确 的 量 的 (数值 的 ) 表 示 的 工具 ， 
这 种 情形 是 经 常 最 易 避 到 的 。 读者 在 下 一 章 中 将 会 看 到 , 例如 用 
微分 方程 之 形式 表示 出 质量 守 伍 定 律 与 热能 守恒 定律 借助 于 微 
分 方程 ， 牛 顿 所 发 现 的 力学 规律 可 以 用 来 研究 所 有 力学 系统 的 运 
动 . 

我 们 用 简单 的 例子 来 说 明 这 一 点 。 设 所 研究 的 质点 具有 质量 
m, 在 Oz 轴 上 运动 , 在 时 间 t 它 的 从 标 用 2 来 表示 . 

当 质 点 运动 时 , 它 的 坐标 2 也 在 随时 间 而 变化 , 而 要 知道 质点 
的 运动 也 即 是 要 知道 2 对 于 时 间 + 的 函数 依存 关系 ， 设 运动 是 在 
力 二 作用 下 二 和 又 设 力 环 是 与 用 坐标 = 所 定义 的 质点 的 位 置 ， 


与 运动 的 速度 2 一 字 及 与 时 间 * 有 关 的 , 即 是 一 F(z, 各 ,1). 
依 提 力 学 规律， 作用 于 质点 上 的 方 了 将 引起 运动 的 各 吕 认 
ww 一 2 和 ,使 得 质点 的 质量 m 乘 这 个 加 速度 确切 地 等 于 作用 力 的 
大 小 , 也 即 是 , 在 运动 的 任何 时 他, 等 式 
me :) (2) 

是 六 该 满足 的 . 

这 使 是 撒 述 质点 运动 过 程 的 函数 人 所 应 满足 的 微分 方程 
式 . 它 是 上 述 力学 规 条 前 简单 的 找 述 ， 它 的 意义 在 于 可 以 把 决定 


2 


质点 运动 的 力学 问题 化 为 微分 方程 求解 的 数学 问题 , 

下 面 读者 可 以 找到 其 他 的 例子 ， 说 明 各 种 不 同 的 物理 过 程 的 
研究 如 何 可 以 化 为 微分 方程 的 研究 . 

微分 方程 理论 在 十 七 世纪 的 末年 开始 发 展 起 来 ， 差 不 多 是 与 
微分 及 积分 的 计算 同时 产生 的 .现在 微分 方程 已 经 成 为 研究 自然 
现象 的 强 有 力 的 工具 。 在 力学 、 天 文学 .物理 学 及 技术 科学 中 借助 
于 微分 方程 已 经 取得 了 巨大 的 成 就 . 牛顿 碘 究 天 体 运动 的 微分 方 
程 , 从 理论 上 得 到 行星 运动 规 健 , 耐 这些 规律 原来 只 是 由 遍 普 勒 实 
验 中 得 到 的 ， 勒 未 累 在 1846 年 预言 海王 星 的 存在 ,并 在 这 个 微分 
方程 数值 分 析 的 基础 上 ,决定 海王 星 在 天 空中 的 位 置 . 

为 了 说 明 微 分 方程 理论 的 一 般 符 点 , 首先 要 指出 ,一 般 说 来 ， 
每 一 个 微分 方程 不 只 有 一 个 解 而 是 有 无 限 多 个 解 ， 而 是 有 无 腿 多 
个 函数 油 足 这 个 方程 ， 例 如 , 在 前 面 所 说 的 力学 例子 中 ,不 论 开始 
时 质点 所 在 的 位 置 如 何以 及 开始 时 的 速度 如 何 ， 只 要 在 同样 的 画 


数 .Zn 罗 ，!] 所 家 示 的 力作 用 下 ,所 有 的 运动 都 必须 满足 前 述 的 


质点 运动 的 方程 ,对 应 于 每 个 运动 有 一 个 2 对 时 间 + 的 依存 关系 ， 
因为 在 力 作用 下 的 运动 可 以 有 无 展 多 个 , 微分 方程 (2) 也 将 有 
无 限 多 个 解 . 

一 般 说 来 ， 每 一 个 微分 方程 确定 一 整 族 的 满足 它 的 函数 微 
分 方程 理论 的 基本 问题 是 研究 满足 这 个 微分 方程 的 函数 .微分 方 
程 理论 使 得 有 可 能 充分 全 面 地 表达 出 满足 方程 的 所 有 函数 的 性 
质 ， 这 在 自然 科学 的 应 用 上 是 特别 重要 的 ， 此外, 如果 需要 计算 ， 
微分 方程 理论 应 保证 有 办 法 算出 函数 的 数值 ， 如 何 做 到 这 些 , 下 
面 将 会 谈 到 ， 

如 果 未 知 函数 只 与 一 个 变数 有 关 ， 这 种 微分 方程 称 为 常 微分 
方程 而 当 未 知 函 数 与 几 个 变数 有 关 ， 方 程 中 又 出 现 未 知 函 数 对 
几 个 变数 的 微 商 , 这 种 微分 方程 称 为 篇 微分 方程 在 (了 ) 中 前 三 个 
方程 是 常 微分 方程 ,后 三 个 是 偏 微 分 方程 . 

偏 征 分 方程 理论 具有 本 质 上 与 常 微分 方 恕 理论 不 同 的 许多 固 

Be 





有 特点 。 有 关 偏 油分 方程 的 基本 概念 将 在 下 一 章 中 述 及 ; 本 章 中 
我 们 只 谈 到 常 微分 方程 . 

现在 看 看 下 面 几 个 例子 

例 1 镭 训 变 的 规律 是 : 毫 变 速度 与 锁 所 存 余 的 量 成 比例 . 设 
已 知 在 某 一 时 间 4 一 如 有 丁克 的 销 。 要 确定 在 任何 时 间 上 + 镭 的 
量 。 


设 RD) 是 在 时 间 尚未 天 变 的 赁 的 量 , 误 变速 度 用 是 一- 
来 计量 ,因为 速度 与 有 成 比例 ,我 们 得 到 
-机 - 刀 G@) 


式 中 天 是 一 个 常 基 .。 
要 解决 我 们 的 问题 便 要 直方 程 (3) 次 定 函 数 为 此 , 注意 到 
RR() 的 倒 务 数 满足 方程 
dt 1 
-aR hh, 外 
1 


为 要 ， 
因为 -入 一 十 和， 由 积分 计算 知道 具有 形式 


三 
t= -到 InR+O 


的 任意 函数 都 满足 方程 (4), 式 中 0 为 任意 常数 。 由 此 关系 , 我 们 
定 出 二 的 函数 五 ， 我 们 有 
B=e +2 Oem. (5) 
由 方程 (3) 的 所 有 的 解 ( 本 中 要 提出 在 4 一 bo 时 取 如 值 的 那个 解 ， 
如 果 将 Ci 一 Foe” 代入 (5) 我 们 就 得 到 了 这 个 解 . 
从 数学 的 观点 看 来 , 方程 人 3) 是 函数 五 变化 的 非常 简单 的 规 


律 的 措 述 ,也 就 是 说 ,函数 忆 的 减少 过 度 一 -9 与 本 数 也 本 身 的 


值 成 比例 。 不 仅 在 放射 任 误 变现 象 中 而 且 在 许多 其 他 物理 现象 
中 ,满足 这 种 函数 变化 的 规律 . 
例如 ， 我 们 在 物体 冷却 的 研究 中 也 遇 到 函数 变化 的 同样 的 规 





和 禄 ， 此 时 物体 中 的 热 最 的 减少 是 和 物体 的 温度 与 其 周围 介质 的 没 
上 度 之 差 成 比例 ,在 许多 其 他 物理 过 程 的 研究 中 ,也 有 这 类 规律 。 因 
此 , 虽然 我 们 由 镭 的 误 变 引出 方程 (3), 侣 方程 (3) 应 用 的 范围 比 锅 
的 衰变 这 个 特殊 问题 更 有 无 比 的 广泛 狂 . 

例 23 设 具 有 质量 m 的 质点 沿 水 平 轴 Oz 运动 于 有 阻力 的 介 
质 中 , 例如 在 液体 或 气体 中 , 受到 依 虎 克 定 律 作 用 的 两 个 弹簧 的 弹 
性 力 的 影响 (图 1)。 这 个 定律 即 是 弹力 向 平衡 位 置 起 作用 并 与 离 
平衡 位 置 之 伪 差 成 比例 。 设 平衡 位 置 在 点 2 一 0。 则 弹性 力 等 于 
—br(6>0). 





设 介质 眼力 与 运动 之 速度 成 比例 ， 即 等 于 全 ,其 中 o>0， 


又 负 号 表示 介质 阻力 的 方向 与 运动 速度 的 方向 相反 , 当 速 度 小 时 ， 
关于 介质 限 力 的 这 个 假设 与 实验 很 符合 . 

基于 牛顿 定律 质点 的 质量 乘 其 加 速度 等 于 加 于 此 质点 的 力 的 
和 , 即 是 


mio-e 旦 . (6) 


因此 ， 在 任何 时 间 + 表示 质点 运动 位 置 的 函数 c(t) 满足 微分 方程 
《6)， 我 们 将 在 后 面 的 一 节 中 研究 这 个 方程 . 

如 果 除 了 上 述 各 力 外 , 还 对 质点 施 以 外 力 卫 , 则 运动 的 微分 方 
程 (6) 将 采取 以 下 形式 : 


ht (67 
例 3 数学 颖 即 是 一 个 质量 m 的 质点 系 于 一 个 长 度 为 1 的 


线 上 (图 人)。 我 们 候 设 在 任何 时 候 这 个 摆 都 在 同一 平面 上 一 一 即 
图 面 所 在 的 平面 上 . 作用 于 质点 的 重力 mg 是 将 摆 拉 回 平衡 位 置 


04 的 力 。 摆 在 任何 时 间 上 的 位 置 可 以 用 它 与 垂 线 O4 相差 的 角 
9 来 确定 。 反 时 钟 运动 的 方向 作为 9 角 计算 的 正方 向 ， 设 质点 由 
平衡 位 喃 4 所 经 的 道路 为 
缀 44'~ip， 速 度 o 将 是 沿 
网 的 切线 方向 并 将 取 以 下 的 
数值 


本 
村 生计 


为 了 作出 运动 的 方程 ， 
把 重力 mg 分 为 两 个 分 景 @ 
与 卫 ， 第 一 个 分 量 沿 着 04" 
举 径 方向 ， 第 二 个 分 量 浴 着 
圆周 的 切线 方向 . 分 量 @ 不 
会 引起 速度 "的 数值 的 改 
误 划 变 ， 因 为 它 与 相反 方向 的 拉 
为 04' 相抵 消 。 只 有 分 量 P 引起 速度 % 的 数值 的 变化 。 它 总 是 
向 着 平移 位 置 4 起 作用 , 即 是 当 角 mw 为 正 时 ,向 减 小 4 的 方向 , 当 
角 多 为 负 时 ,向 增加 9 的 方向 . PP 的 数值 等 于 一 mg sin wo 因此 摆 
的 运动 方程 是 





或 
Fp —§ sing. 人 


有 趣 的 是 , 这 个 方程 的 解 不 能 用 有 限 形式 吉 示 为 初等 函数 . 其 
至 就 数学 摆 的 振动 这 类 人 简单 的 物理 过 程 来 说 ， 要 想 用 初等 函数 来 
给 出 它 的 准确 表达 式 ， 也 已 经 表示 出 初等 函数 所 包含 的 范围 是 很 
贫乏 的 。 后 面 我 们 要 看 到 , 用 初等 函数 可 求解 的 微分 方程 是 不 多 
的 .常常 会 有 这 样 的 情形 , 在 物理 或 力学 中 遇 到 的 一 些微 分 方程 
的 研究 迫使 我 们 引入 新 的 函数 ， 对 这 些 承 数 进 行 研究 ， 从 而 将 解 
决 应 用 间 题 时 所 用 的 函数 的 范围 加 以 扩大 .。 


"0. 





现在 我 们 只 研究 摆 的 微小 振动 ， 即 当 忽视 微小 的 误差 后 ， 把 
44 弧 看 作 它 在 Oz 加 上 的 投影 s， 把 gp 代替 sing 的 情况 ， 则 


2xainp 一 车 及 提 的 运动 方程 取 更 简单 的 形式 


Ca 外 
下 面 我 们 要 说 明 , 这 个 方程 可 用 三 角 函 数 来 解 , 由 此 可 能 相当 
准确 地 描述 押 的 “微小 振动 ”. 了 


例 & 赫 尔 姆 替 尔 艾 的 声学 共振 器 
(图 8) 是 由 容积 为 "的 充满 空气 的 容器 
六 和 圆柱 形 的 颈 部 了 记 组 成 . 近似 地 
可 将 颈 部 玉 中 的 空气 的 质量 看 作 具 有 
质量 om 的 福子， 

m=py, (9) 

式 中 pp 为 空气 密度 ,s 为 项 部 的 模 被 再 ,? 
为 其 长 度 . 生计 

设 空气 从 平衡 位 置 移动 的 大 小 为 <, 则 其 有 容积 "的 容 加 的 
空气 压力 由 初始 压力 变化 一 些 ， 以 如 记 此 变化 . 

假设 压力 2 与 体积 ?由 绝热 变化 规律 pw* 一 0 相 联系 ， 则 如 
果 咯 去 高 阶 的 小 量 , 我 们 得 到 

bp Wp du 一 0 


及 
09 
《在 我 们 这 种 情形 如 一 sz) ， 在 棋 部 中 空气 的 运动 方程 可 以 写成 
Ea 
mhps, (11) 


dp 


式 中 如 's 是 在 容量 中 的 气体 加 于 绒 部 中 的 空气 柱 的 压力 , 由 关系 
(10) 及 (11) 我 们 得 到 


式 中 p, p, v9, 4 3 都 是 常数 . 


例 5 在 最 简单 的 振动 回路 中 的 电 振 葛 的 研究 也 化 为 形式 
《6) 的 方程 ， 这 个 回路 的 图 式 如 图 4 所 表示 .这 里 左边 表示 电容 
[4 为 0 的 电容 器 , 它 的 极 板 和 自 
感 工 及 电阻 及 串联 成 闭合 回 
路 . 设 在 某 一 时 刻 电 容器 得 到 
2 人 一 个 电位 差 ， 此 后 其 电源 即 切 
断 。 如 果 回 路 中 不 存在 自 感 ， 
则 电流 就 流动 到 电容 器 内 不 在 

轩 4 在 电位 差 时 为 止 . 
当 有 自 感 存在 时 ， 则 过 程 便 完全 两 样 、 在 回路 中 产生 电 振 药 。 
为 要 引出 这 个 振荡 的 规律 , 以 或 简单 地 用 * 胡 示 在 时 间 t 电 
容器 极 板 上 的 电位 差 , 以 了 () 表 示 在 时 间 t 的 电流 强度 , 以 五 表 
示 电 阻 。 由 势 知 的 物理 规律 ,在 任何 时 间 了 (人 )B 均等 于 全 部 电动 
势 ， 而 后 者 包括 电容 吕 极 板 上 电位 差 所 产生 的 电动 势 一 4 ( 幻 以 及 


自 感 电动 势 ~- 工 四 -， 由 此 有 有 


TPR- -oD (13) 
以 Q@() 记 在 时 间 t 电容 器 上 的 电量 ， 则 在 回路 上 每 时 的 电 


流 强度 等 于 -q2 ， 电 容器 极 板 上 的 电位 差 w (等 于 入 5. 因此， 
IT 只 -0 加 ,等 式 (13) 则 改写 为 
ea 
例 6 图 5 中 所 类 示 的 为 电磁 振 药 的 真空 管 扣 跨 器 的 线路 
图 ,由 电容 0, 电阻 及 自 感 所 组 成 的 所 葛 回 路 作为 基本 折 东 
系统 。 线 图 及 在 图 5 中 心 所 示 的 真空 入 组 成 所 调 的 反馈 ， 电 
字 万 是 和 五 及, 0 六 联 的 能 源 ,s 是 真空 管 的 天 家 ,4 为 用 极 , 
为 栅 极 。 在 这 种 线路 图 中 ， 在 荆 ,RR, 0 回路 中 产生 “自拔”"， 在 所 
有 的 实际 的 系统 中 ,在 振动 的 过 程 ,能量 必 变 成 范 或 用 其 他 形式 传 
Be 
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到 周围 的 物体 上 去 ， 因 此 ,为 要 保持 振动 的 驻 定 状况 ,为 了 保持 振 
幅 ， 每 一 个 实际 的 振动 系统 必须 从 外 面 取得 能 量 . 自 振 与 其 他 振 
动 过 程 的 区 别 在 于 , 为 了 保持 这 个 系统 的 驻 定 振动 状况 , 外 抗 不 必 
是 周期 的 。 自 振 系统 的 装置 要 有 个 经 常 的 能 源 , 在 我 们 的 例子 中 
电池 交 保 持 驻 定 振动 状况 ， 钟 类、 电 铃 .音乐 家 手中 的 弦 与 纪 、 人 
的 声带 及 其 他 例子 都 是 自 振 系统 . 





图 5 
在 工 R, 0 振动 回路 中 的 电流 强度 了 (满足 方程 





C5) 


式 中 v2() 是 在 时 间 ;电容 器 极 板 上 的 电位 差 ， To( 引 是 通过 线 
圈 之 阳极 电流 ; MM 是 线 图 工 与 二 之 间 的 互感 系数 ,方程 (15) 


比方 程 (19) 只 多 了 一 项 帮凶 2、 


可 设 阳 极 电流 J.() 只 和 真空 
管 的 概 极 8 与 阴极 之 间 的 电位 差 有 
关 , 即 是 忽略 了 阳极 的 反作用 ; 在 这 
个 假定 下 ， 这 个 电位 差 等 于 电容 器 
0 极 板 上 的 电位 差 (人 ). 在 图 6 中 
表示 了 J 与 “的 函数 相关 的 竺 性 v 
曲线 通常 用 三 次 抛物 线 来 表示 这 个 
曲线 ， 近 似 地 可 写成 图 6 


如 


了 一 ciy 十 ao 十 cat8 
将 此 式 代入 方程 (15) 的 右边 ,又 利 用 


我 们 得 到 。% 的 方程 


I CR 一 Max+aao+aooo] 生 二 on0. 《16) 


在 这 些 例子 中 ,对 于 已 给 的 物理 过 程 ,寻找 其 示 性 的 物理 量 的 
向 题 均 化 为 求 常 微分 方程 解 的 问题 . 
微分 方程 论 的 问题 “现在 来 给 出 确切 的 定义 在 变数 «与 值 


OR AE 


之 间 的 形 如 
下 [mm gm yo), yD), ,yo)] 0 (nD 
的 关系 式 ， 称 为 一 个 未 知 函 数 y 的 各 阶 的 常 微分 方程 。 被 分 
方程 中 ， 出 现 的 未 知 函数 的 最 高 次 微 商 ， 称 为 微分 方程 的 阶 ， 因 
此 ,在 例 1 中 所 得 到 的 微分 方程 是 一 阶 ,在 例 2.8、4、5.6 中 的 是 二 
院 ， 
如 果 将 函数 pC2) 代 才 ( 均 ) 中 的 yy/ (2) 代 殉 Y，…， pm 人) 
代替 ym, 使 得 (17) 变 成 恒等式 , 则 函数 p(e) 称 为 微分 方程 (17) 的 
解 . 
物理 与 技术 的 问题 时 常 化 为 常 微分 方程 组 ， 其 中 含有 几 个 依 
赖 村 同一 个 独立 变 教 的 未 知 函数 以 及 它们 的 微 商 . 
为 了 说 得 更 具体 起 见 ， 以 下 主要 只 谈 一 个 未 知 函数 的 不 超过 
二 阶 的 常 微分 方程 , 用 这 个 例子 来 说 明 , 所 有 的 常 微分 方程 及 未 知 
函数 的 个 数 , 等 于 方程 的 个 数 的 方程 组 的 基本 性 质 . 
上 面 我 们 已 经 说 过 ,每 一 个 常 油 分 方程 不 是 只 有 一 个 解 , 而 是 
有 无 限 多 个 解 。 现在 回 到 这 个 问题 上 来 , 首先 用 前 面 2 到 6 的 例 
子 来 说 明 一 些 明显 的 看 法 .在 每 个 例子 中 所 研究 的 与 物理 系统 对 
应 的 方程 , 只 是 由 这 个 系统 的 结构 所 完全 确定 。 但 在 这 些 系统 的 
每 一 个 当中 , 可 以 发 生 不 同 的 过 程 、 例 如 ,十 分 显然 , 依照 方程 (8) 
.10 。 


运动 的 探 可 以 作 非 常 不 相同 的 振动 。 扣 的 每 一 个 振动 与 方程 (8) 
前 一 个 解 相 对 应 ,因此 必 有 无 限 多 个 这 样 的 解 。 可 以 验证 , 形 如 
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的 任何 函数 都 满足 方程 (8), 其 中 0: 与 0 是 任意 常数 ， 
物理 上 也 是 很 明显 的 ,只 有 当 我 们 在 某 一 个 时 间 如 给 定 2 等 
子 m 的 (初始 ) 值 ( 即 物质 质点 与 平衡 位 置 最 初 的 偏离 ) 以 及 运动 


的 初始 速度 %- 安 ja 时 , 摆 的 运动 才 是 完全 确定 的 ， 用 这 些 初 


始 条 件 可 以 决定 公式 (18) 中 的 常数 04 与 Oa. 

我 们 在 其 他 例 中 所 得 的 微分 方程 完全 同样 会 有 无 穷 多 个 解 . 

关于 具有 一 个 未 知 函 数 的 n 阶 的 微分 方程 (17)， 一 般 在 很 广 
下 的 假定 下 可 以 证 明 有 无 数 多 个 解 。 更 确切 地 说 , 如 果 对 于 独立 
变数 的 某 个 “初始 值 ”我 们 给 定 未 知 函 数 及 其 直到 n 一 1 次 微 商 的 
“初始 值 ”, 则 可 找到 方程 (17) 的 满足 这 些 “给 定 初始 值 ”的 解 . 也 可 
以 证 明 , 用 这 些 初始 条 件 完全 决定 了 解 ,只 存在 一 个 满足 上 面 已 给 
初始 条 件 的 解 。 关 于 这 些 我 们 后 面 将 要 更 详细 地 讲 到 ， 现 在 我 们 
的 目的 是 要 指明 ， 函 数 及 其 % 一 1 个 导数 的 初始 值 是 可 以 任意 给 
的 .我 们 可 以 任意 选择 , 作为 所 求解 的 “ 初 如 状态 ”的 个 量 . 

设 有 可 能 性 ， 我 们 把 某 个 " 阶 微分 方程 的 所 有 的 解 用 一 个 公 
式 志 示 出 米 , 则 这 种 公式 中 必定 包含 刚好 个 独立 任意 常数 , 出 这 
些 数 的 选取 我 们 可 以 满足 m 个 初始 条 件 . 于 阶 微分 方程 的 这 种 包 
含有 ”个 独立 常数 的 解 普通 常 称 为 这 个 微分 方程 的 通 解 、 例 如 方 
程 (8) 的 通 解 为 公式 (18), 其 中 有 两 个 任意 常数 , 由 公式 (5) 得 到 方 
程 (3) 的 通 解 

现在 我 们 来 看 微分 方程 理论 所 过 到 的 问题 的 最 一 般 的 特点 , 
它们 是 各 种 各 样 的 ， 我 们 来 读 其 中 最 主要 的 . 

设 对 微分 方程 再 加 上 初始 值 ， 则 微分 方程 的 解 便 完全 确定 
了 . 要 求 明显 地 玫 出 解 的 公式 ,是 微分 方程 理论 的 首要 问题 之 一 . 
只 有 在 最 简单 的 情形 才能 得 到 这 种 公式 , 但 如 果 找到 了 这 种 公式 ， 
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则 对 解 的 计算 与 研究 都 有 很 大 的 帮助 . 

理论 应 当 对 于 形成 解 的 特性 的 概念 提供 可 能 性 ， 解 是 否 是 单 
调 的 或 是 振动 的 ? 是 否 是 周期 的 或 趋 近 于 局 期 的 等 等 

很 明显 , 当 我 们 将 未 知 画 数 及 其 微 商 的 初始 值 加 以 变动 时 ( 即 
被 研究 的 系统 的 初始 状态 被 改变 ) 则 解 本 身 也 将 改变 (即将 换 为 另 
一 个 过 程 )。 微分 方程 理论 应 当 保证 我 们 有 可 能 讨论 这 种 变化 
是 怎样 的 ， 特 别 是 ， 对 于 初始 值 的 微小 变化 ， 解 本 身 的 变化 会 不 
会 是 很 小 的 ， 因 此 , 解 在 这 种 情形 下 会 不 会 是 稳定 的 , 或 者 初始 
值 的 微小 变化 可 能 引起 解 本 身 的 强烈 的 变化 ， 即 它 是 不 稳定 
的 . 

我 们 也 应 当 不 只 是 对 于 方程 的 每 个 单独 的 解 ， 而 是 对 于 它 的 
所 有 的 解 的 全 体 得 出 定性 的 以 及 如 果 可 能 时 得 出 定量 的 分 布 图 
形 。 在 设计 时 常常 发 生 选 取 参 数 的 问题 ， 这些 参 数 是 仪器 或 机 械 
的 表征 ， 选 出 它 以 保证 工作 的 良好 进行 ， 仪器 的 参数 是 在 描述 这 
种 仪器 工作 的 微分 方程 中 以 某 种 形式 的 量 出 现 ， 理 论 应 当 帮 助 我 
们 说 明 ,如 果 我 们 变化 方程 本 身 (变化 其 中 出 现 的 仪器 参数 )〈 仪 
器 工作 的 ) 解 将 发 生 些 什么 影响 . 

最 后 , 当 需 要 进行 计算 时 , 即 要 用 数值 计算 来 求 微分 方程 的 解 
时 ， 理 论 应 当 提 供给 工程 师 及 物理 学 家 以 可 能 更 经 济 的 与 更 快速 
的 解 的 计算 方法 。 


§2。 常 系数 线性 微分 方程 


常 微分 方程 中 有 一 些 重要 的 类 型 ， 其 通 解 可 以 用 简单 的 已 经 
很 好 的 研究 过 的 函数 表示 上 出来， 这 些 类 型 中 的 一 类 是 对 于 未 知 函 
数 及 其 微 商 是 线性 的 (简称 为 线性 的 ) 常 系数 微分 方程 。 例如, 微 
分 方程 (3), (6), (8), (14) 便 是 这 种 类 型 。 如 果 方 程 中 不 具有 与 未 
知 函 数 无 关 的 项 , 则 这 个 线性 方程 称 为 齐 次 的 , 如 具有 这 种 项 ， 则 
称 为 非 齐 次 的 . 

二 阶 常 系数 齐 次 线性 方程 ”这 种 方程 具有 下 面 的 形式 


"1l2. 


opz f 
tot (6) 


式 中 ma, 5 是 常数 。 不 妨 设 mm 为 正 的 ; 这 并 不 失 其 普 这 性 , 因 
为 我 们 已 假设 mn 天 0, 如 果 mm 为 负 的 ,我 们 内 要 将 所 有 的 系数 都 换 
一 个 负 号 便 可 以 达到 这 种 候 定 。 

对 这 个 方 午 来 找 具 有 指数 函数 o* 形式 的 解 , 要 找 常数 》 使 得 
函数 “一 oo 满足 方程 ， 将 一 ce，-02 -Xe 及 人 一 Wer 代入 


dt 
方程 (6) 的 左 方 ,得 到 


ne 


ex (TAX3 十 CX 十 力 ). 
因此 ,要 a(#) ~ex 是 方程 (6) 的 解 , 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 


TmX2 十 CA 十 一 0. (tl9、 
如 果 入 与 )a 是 方程 (19) 的 两 实 根 , 则 容易 验证 ,所 有 形式 为 
wm Oe Os" (20) 


的 函数 都 是 方 称 人 6) 的 解 ,其 中 01 与 Cs 是 任意 常数 . 

下 而 我 们 来 证 明 , 如 果 方 程 (19) 有 不 同 的 实 根 , 则 公式 (20) 表 
示 方 程 (6) 的 所 有 的 解 . 

我 们 注意 到 方程 66) 的 下 面 的 重要 的 性 质 ， 

1. 方程 (6) 的 两 个 解 的 和 也 是 这 个 方程 的 解 

2， 用 常数 乘 方程 (6) 的 解 , 得 到 的 也 是 一 个 钙 。 

如 果 a 是 方程 (19) 的 重 根 的 情形 ， 即 是 mi 二 axa 十 2 一 0 与 
2op)a 十 Ga 一 09, 则 函数 to 也 将 是 方程 (6) 的 解 , 因为 , 将 这 个 函数 
及 其 导 函 数 代 入 方程 (6) 的 左边 , 我 们 得 到 

tt 十 az- 二 0D) 十 et(2ona 十 a)， 
由 前 述 的 两 个 等 式 , 这 里 便 恒 等 于 零 了 。 
在 这 种 情形 下 ,方程 66) 的 通 解 为 
了 一 Oct 十 Ootext， (21) 
现在 设 方程 (19) 有 复数 根 。 因为 ma, 5 均 为 实数 , 这 两 个 
卫 二 次 方程 (19) 的 根 入 与) 的 和 为 和 二 和 一 一 所 ,如 果 丙 根 相等 , 即 入 一 79, 划 


由 此 可 导出 第 二 个 等 式 。 
1a. 


复 根 便 是 共 罗 的 . 设 一 “ 士 ip， 方程 
mat+ipB) +alatipg) +5=0 
等 价 于 两 个 等 式 
mp 一 向 88 二 aa 十 5 一 0 及 2maB+aB=0. (22) 
在 这 种 情形 下 ,容易 验证 函数 2 一 ecos Bt 及 ve?ain Bt 是 
方程 (6) 的 解 . 实际 上 , 例如 将 函数 =(be cos Bt 及 其 微 商 代 入 方 
程 (6) 的 左边 ,我 们 得 到 
ecoe Bt(me — mB + aat+b)—e sin Bt(2maB+apB), 
而 由 等 式 (22) 这 个 表示 便便 等 于 零 了 . 
如 果 方 程 (19) 有 复 根 ,方程 (6) 的 通 解 便 可 写成 
一 Oaertain Bt+ Ox cos Bt, (29) 
式 中 04 与 0, 是 任意 常数 . 
方程 (19) 称 为 示 性 方程 ,知道 了 方程 (19) 的 根 ,我 们 可 以 写 出 
方程 (6) 的 通 解 。 
我 们 注意 到 , 对 于 常 系数 丸 阶 线性 齐 次 方程 
a 0 
如 果 已 知道 代数 方程 , 也 称 为 示 性 方程 
Co 十 Cn 十 … 十 0 十 co 一 0 
的 根 时 , 则 微分 方程 的 通 解 可 以 类 似 地 用 多 项 式 , 指数 函数 及 三 角 
函数 表示 出 来 。 因此 , 常 系数 线性 齐 次 方程 的 积分 问题 归结 为 代 
数 问题 . 
现在 我 们 来 证 明 公 式 (20)，(21) ，(23) 实际 上 给 出 了 方程 (6) 
的 所 有 的 解 ， 注意, 这 些 公式 中 的 01 与 0, 经 常 可 以 这 样 选取 ， 
使 得 函数 =( 芒 满足 任何 初始 条 件 
(to) 一 co ef (to) 一 区。 
由 公式 《20) 可 以 由 方程 组 
go= Os + Oger, 
WW 一 MO 


“1a. 


来 决定 01 与 0 对 公式 (21) 与 (28) 也 是 类 似 的 .因此 , 如果 方程 
《6) 有 这 样 的 解 , 它 不 会 在 上 述 的 公式 中 , 则 对 于 同样 的 初始 条 件 ， 
方程 (6) 有 两 个 不 同 的 解 . 这 两 个 不 同 的 解 的 差 可 用 wi(t) 表示 ， 
则 mC) 将 满足 方程 (6), 并 且 满足 初始 条 件 mx (0) 一 9, (to) 一 0 
而 凡人 力 不 恒 等 于 零 ， 现 在 我 们 来 证 明 ,满足 初始 条 件 为 零 的 方程 ， 


(6) 的 解 只 有 mu() 三 0， 首 先 似 设 m>0, a>0, 5>0. 用 3 品 : 
条 等 式 


ar 
mte 人 +b-0 (24) 





dr ,de 区 (dz gz; a 
的 左右 两 方 . 因 23 人 "全 一 各 (名) 及 2240) 织 一 各 (3 
故 等 式 (2 可 以 写成 
o za dri Ye a 
音 [( 党) ] + 全 ) 二 再 加 -9 
将 这 个 等 式 从 如 积分 到 二 我 们 得 到 


mm (my) +20f (2 ) at +ba?(t) =0, 


这 个 等 式 只 能 当 mz(t) 二 0 时 成 立 。 否则 我 们 将 有 方程 的 左边 为 
正 数 , 而 右边 为 零 , 当 {> 如 时 , 这 是 个 矛盾 .同样 可 以 研究 :< 加 
的 情形 . 

为 了 要 对 任意 的 常 系数 m, a, 8, 来 证 明 我 们 的 断言 , 我 们 来 
看 函数 y(t) 一 2:(t)e-“， 不 难 验算 这 个 函数 满足 初始 值 为 零 的 条 
件 ， 而 当 a>0 取 a 相当 大 则 可 以 使 得 函数 gi() 满 足 形 如 (6) 的 
方程 并 且 ce>0, 8>0, m>0， 将 m2(#) 一 yi()e* 及 其 微 商 代入 
《6) 便 容易 得 到 这 个 方程 。 因 此 , 由 前 面 已 证 实 了 的 ,有 gh() 寺 0， 
即 wz(D —y (te =0. 

因此 ,我 们 证 明了 公式 (20), (21), (23) 给 出 了 方程 (6) 的 所 有 
的 解 - 

我 们 来 看 看 ， 由 这 些 公式 可 以 得 到 方程 (6) 的 解 的 那些 性 
质 。 


用 
jus 一 一 到 十 本 (25) 

表 方 程 (19) 的 根 . 由 导致 方程 (6) 的 物理 例子 可 设 m>0, > 由 
b>0, 

情形 1 a*>45m。 示 性 方程 (19) 的 两 根 为 实 的 、 负 的 明 不 相 
等 ， 在 此 情形 , 公式 (20) 所 给 出 的 两 数 = 类 示 方程 (6) 的 通 解 . 
这 个 公式 所 表示 的 函数 和 它 的 微 商 , 当 i->oo 时 , 趋 于 零 , 并 且 不 
多 于 一 个 + 值 使 这 个 函数 为 稚 ， 也 不 多 于 一 个 上 值 使 它 的 微 商 为 
零 . 因此 孟 数 z() 不 多 于 一 个 极 大 值 或 极 小 值 ， 物 理 意 义 便 其 ， 
由 于 介质 的 阻尼 如 此 之 大 , 致使 振动 不 会 产生 ， 运动 的 质点 穿 过 
平衡 位 置 = 一 0 不 能 多 于 一 次 .此 外 , 质点 达到 离 %=0 的 点 某 
个 最 远 的 位 置 ,然后 开始 慢 慢 地 向 平衡 位 置 返回 , 但 不 青 穿 过 它 、 

情形 2 中 一 4bm， 方 程 (19) 的 两 根 相等 , 公式 (21) 表示 了 方 
程 (6) 的 通 解 。 在 这 种 情形 下 , 当 -> 十 ce 时 ， 函 数 =( 芒 及 其 微 商 
w'( 旭 也 趋 于 零 ， 此 时 = 及 of () 不 能 多 于 一 次 为 零 ， 具 有 横 华 
标 %( 约 的 运动 质点 的 性 质 和 情形 工 相同 . 

情形 3 9 一 40m， 示 性 方程 (19) 的 根 的 虚数 部 分 不 为 零 . 公 
式 (23) 给 出 方程 (6) 的 通 解 . 对 于 方程 (6) 的 所 有 的 解 而 言 ， 质点 


5 在 z 轴 方向 以 周一 不 变 的 周期 到 振动 ， 其 振幅 为 Ce"， 其 中 


PR 

不 具 外 力 干扰 下 ,物理 系统 的 振动 称 为 这 个 系统 的 固有 振动 . 
由 前 面 的 例子 2, 3, 4, 5 可 见 这 种 系统 的 固有 振动 的 周期 只 与 系 
统 的 结构 有 关 。 对 于 这 些 系统 可 能 产生 的 所 有 的 固有 振动 局 期 都 


是 相同 的 ， 在 例 2 中 周期 等 于 2r, W/ 之 一世 r， 在 例 和 中 周期 等 


/Eps, 者 EE 
于 2r: WA 在 例 5 中 周期 等 于 2m:W 了 -了 
如 果 “~0， 也 即 是 介质 对 运动 没有 阻力 , 则 其 动 的 振幅 是 


常数 ， 质 点 作 谐 振 运 动 。 而 当 c>0， 即 介质 对 运动 有 阻力 ， 即 使 
.16。 


阳 力 小 于 (a?<45rm) ,振动 的 振幅 趋 于 夫 , 而 运动 训 减 。 

最 后 ,在 任何 情况 下， 方程 (6) 的 解 zt) 二 0 都 天 示 在 任何 时 
间 处 于 位 置 z=0 的 质点 之 的 平衡 状态 , 这 点 我 们 称 为 平衡 点 . 

如 果 方 程 (19) 的 两 根 的 实数 部 分 为 负 的 ， 则 由 公式 (20)， 
《21), (28) 所 给 出 的 解 . 可见 , 当 # 一 十 oo, 则 这 些 解 及 其 微 商都 
趋 于 零 ,也 即 是 , 随 着 时 间 的 增加 , 振动 衰减 下 去 . 

而 当 方 程 (19) 即 使 有 一 个 根 具 有 正 实数 部 分 的 情形 时 ， 则 方 
程 (6) 将 有 当 #-> 十 oo 时 不 趋 于 零 的 解 , 则 当 # 一 十 co 时 方程 (6) 
的 某 些 解 将 为 无 界 , 如 打 mr>>0， 则 这 种 情形 只 有 当 5 为 负数 或 4 
为 负数 的 时 候 才 有 可 能 。， 物理 意义 上 , 这 种 情形 对 应 于 弹性 力 不 
是 将 质点 吸 返 平衡 位 置 而 是 推 离 平衡 位 置 的 情形 或 者 介质 的 阻 
力 是 负 的 情形 ， 这 些 情 形 虽然 在 本 章 开 始 时 所 举 的 例子 中 不 存 
在 , 但 它们 在 其 他 的 物理 模型 中 是 存在 的 . 

如 果 方 程 (19) 的 根 )z 与 )a 的 实数 部 分 为 零 , 这 种 情形 只 有 
当 方程 (19) 中 4 等 于 零 时 才 有 可 能 , 则 由 公式 (23)， 当 a=0 时 ， 
质点 = 人 的 作 有 有限 振幅 及 有 限 速度 的 谐 晨 运动 . 

常 系数 非 齐 次 线性 方程 ”我 们 详细 地 来 研究 方程 

az 

Var 

这 是 在 弹性 力 、 介 质 阻 力 及 周期 外 力 和 4cos wt 作用 下 , 质点 的 线性 
振动 方程 [参考 8 工 方程 (67]. 

方程 (26) 称 为 非 齐 次 线性 方程 .方程 (6) 荐 它 对 应 的 齐 次 方程 

现在 来 求 方 程 (26) 的 通 解 . 

注意 到 ， 非 齐 次 方程 的 解 与 对 应 寺 它 的 齐 次 方程 的 解 的 和 仍 
然 是 非 齐 次 线性 方程 的 解 . 因此 ,要 找 方程 (26) 的 通 解 只 要 知道 
这 个 方程 的 任何 一 个 特 解 便 操 了 ， 方 各 (26) 的 通 解 可 表 为 其 一 特 
解 与 其 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 的 和 . 

自然 可 以 希望 , 对 于 周期 外 力 , 运动 也 有 同样 的 周期 才 合拍 , 
故 来 我 方程 (26) 具有 形式 = 一 Beos (wmt+ 辣 的 特 解 , 其 中 B 与 5 
是 某 些 常数 。 要 决定 B 与 8 使 得 通 获 


ro dp 一 4cosot (26) 


1 





z—Boos (wi+0) 
满足 方程 (26) 计 算 其 微分 名 一 -Bosin (ot+5), 及 5 3 一 
一 Boacos(ot+8)， 并 将 结果 代入 (26), 得 m[ 一 Be 00s tw 
+a[~ Bonsin (wi+6)]+5Boos (at 十 5) 一 4cosot， 由 大 家 熟知 
前 公式 得 到 
再 [化 一 ms)cos(oi 十 8) 一 cosin(ot 二 8)] 
MO mo ia oos(wt+d) —Acosot, 
其 中 88+7, 及 7 一 aro 论 下 2 。 量 然 ,如 果 我 们 合 
Qu mm 4 

Soe sn Reon 
则 函数 。 一 Bcos(wt 十 5) 将 满足 方程 (26). 

当 扫 一 ma)2+ asausm0, 则 如 cos (wt 十 6) 形式 的 解 必定 存在 ， 
在 亿 一 ms)s+axws=0 的 情形 ， 即 a~0 与 8 一 mas 时 ， 则 方程 
《26) 具有 以 下 的 形式 

me Acon et. 


很 容易 验证 ,此 时 ， 丽 数 = 一 了 -9 sin ot 为 特 解 。 


非 刘 次 方程 (20) 的 角 忽 亲 为 强迫 所 动 , 因 子 
v0 TT 
表示 我 们 所 要 求 的 强 追 振动 的 振幅 B 与 护 动 力 的 振幅 和 4 的 比 ， 
函数 g(o) 所 表示 的 曲线 称 为 共振 曲线 ， 使 p(%) 达到 最 大 值 时 的 
频率 中 称 为 共振 频率 .现在 来 求 它 。 如 果 pC 中) 在 m4 天 0。 取 最 
大 值 , 则 在 wu 9 (w) 变 成 零 , 即 是 
一 和 GO 一 mo)mana 十 2aao 一 0 


~ Ea 
Ym 





因此 


= 18。 


wn (2) ——yy 
多 x 本 
J 
由 此 可 见 ， 当 4 越 小 ,强迫 振 动 在 一 ot 的 振 辆 越 大 ， 对 很 小 的 
a， 频率 oo 接近 于 数值 V/ 五 ， 即 是 自由 振动 的 频率 。 当 a= 0 及 
2 一 wa 则 我 们 已 看 到 , 强迫 振动 有 以 下 形式 : 





z= gin why 


At 
BV ms 
即 当 -> co， 这 个 振动 的 振幅 无 限 增加 ， 这 种 现象 在 数学 上 称 为 
共振 ， 当 外 力 的 周期 与 系统 的 固有 振动 的 周期 一 致 时 ,共振 便 产 
生 了 ， 在 实际 情形 中 , 当 外 力 的 周期 与 园 有 所 动 的 周期 很 接近 时 ， 
系统 的 振动 范围 可 能 非常 大 。 

在 系统 中 产生 巨大 振动 的 可 能 性 常常 用 于 制造 无 线 电 技术 中 
的 各 种 放大 器 方面 。 但 是 大 振动 也 可 能 导致 某 些 建筑 物 ,例如 桥 
时 及 横 器 的 建筑 的 破坏 。 因此 ,预见 到 共振 或 接近 于 共振 的 振动 
的 发 生 的 可 能 性 是 很 重要 的 . 

前 面 已 提 过 ， 方 程 (26) 的 任何 解 可 以 由 我 们 所 求 得 的 强迫 振 
动 和 用 公式 (20), (21), (23) 所 类 示 的 齐 次 方程 的 一 个 解 的 和 类 示 
出 来 ， 当 a>0 及 5>0 时 , 齐 次 方程 的 解 在 1-> co 时 趋 于 零 ; 即 
随 着 时 间 的 增加 , 何 任 运动 将 趋 近 于 我 们 所 得 到 的 强迫 振动 。 如 
果 4e0，5>>0, 则 强迫 振动 与 系统 的 不 衰减 的 固有 振动 登 加 起 来 . 
当 b=me? 及 a 一 0 共振 发 生 了 . 

如 果 在 系统 上 施加 某 些 周 其 外力 7(t)， 则 可 以 用 以 下 方法 来 
求 得 系统 的 强迫 振 动 。 在 足够 的 准确 度 上 ， 将 了 (的 表 为 三 角 级 数 
的 一 中 9 

Buco ott hsina). (27) 
对 这 个 和 数 的 每 一 项 求 强迫 振动 ， 将 (27) 的 每 项 所 得 的 强迫 振动 
加 起 来 , 便 得 到 对 应 于 力 (人 ) 的 强迫 振动 。 如 果 频 率 os 中 有 些 
与 系统 的 固有 振动 的 频率 重合 , 则 共振 便 发 生 了 。 
“参看 第 十 二 章 ,87。 
e199. 





§ 3. 微分 方程 的 解 及 应 注意 的 几 个 方面 


象 党 系数 线性 方程 那样 的 记 有 的 解 可 以 用 很 简单 的 函数 明显 
地 表示 出 来 的 征 分 方程 是 不 多 的 。 可 以 举 出 很 简单 的 微分 方程 的 
例子 , 其 通 解 不 能 由 已 知 函数 用 有 限 个 数 的 积分 表示 出 来 ,或 者 说 
不 能 表示 为 积分 . 

在 1841 年 , 刘 御 尔 已 经 证 明 ,地 豆 鞍 表 方 程 入 十 一 中 的 


解 不 能 用 初等 函数 的 有 限 个 积分 来 表示 ， 其 中 o>>0， 天 此 ,能 应 
用 于 广泛 类 型 的 微分 方程 的 近似 解 的 方法 具有 很 大 的 意义 。 

找 不 到 方程 的 准确 解 而 只 得 到 近似 解 这 个 事实 ， 不 应 位 我 们 
感到 不 安 。 首先 ,至 少 在 原则 上 这 种 近似 解 可 能 达到 任何 高 度 的 
准确 度 。 其 次 ,值得 特别 注意 的 是 在 大 部 分 情形 , 用 来 描述 这 个 
或 那个 物理 过 程 的 微分 方程 本 身 也 不 是 完全 准确 的 。 从 & 工 中 所 
举 出 的 各 个 例子 便 可 以 看 出 这 点 . 

发 声 共振 器 方程 (12) 在 这 方面 才 现 得 最 明显 、 在 导出 这 个 方 
程 的 上 时候， 我 们 路 去 了 容器 颈 部 空气 的 压缩 性 以 及 容器 中 空气 的 
运动 其 实 当 厌 部 的 空气 在 运动 时 , 容 裴 中 的 空气 也 在 运动 ,但 是 
这 两 种 运动 的 速度 与 位 移 症 不 相同 的 .空气 质点 的 位 移 在 开 部 比 
在 容器 中 大 。 因为 我 们 略 去 了 在 容器 中 的 空气 移动 ,而 只 考虑 其 
此 缩 尺 ， 对 于 颈 部 的 空气 则 想 反 , 路 去 了 压缩 的 能 基 而 只 考虑 它 
的 运动 的 动能 . 

当 导 出 物理 摆 的 微分 方程 时 我 们 赂 去 了 链子 的 质 景 ， 即 系 着 
所 的 链子 看 作 没有 质量 的 、 当 导出 回路 中 的 电 振 费 方程 (14) 时 我 
们 略 去 了 导体 的 自 感 , 线 图 的 电阻 .一 般 说 来 , 当 导出 任何 物理 系 
统 的 往 分 方程 时 ,我 们 略 去 一 些 因素 而 理想 化 了 它 。 因此 安 德 洛 
诺 夫 对 这 车 事 引起 很 大 的 注意 ， 即 只 有 当 方程 经 过 任何 意义 下 的 
小 变 动 时 ,其 解 也 变动 得 很 小 ,这 种 微分 方程 对 于 物理 的 研究 才 有 
等 别 的 兴趣 ， 他 称 这 种 方程 是 < 租 糙 的 "， 这 种 方程 特别 值得 全 面 
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的 研究 . 

应 当 指 出 ,在 研究 物理 过 程 中 , 用 微分 方程 来 描述 物理 量 的 变 
化 的 规律 ,不 只 这 个 方程 本 身 不 完全 准确 , 玖 至 于 这 些 量 的 个 数 也 
只 是 很 近似 地 定 出 的 ， 例 如 , 严格 地 说 就 没有 绝对 的 刚体 。 因此 
当 研 究 押 的 振动 时 , 我 们 应 该 考虑 到 系 着 摆 的 链子 的 变形 , 也 应 该 
考虑 到 ， 当 作 是 质点 的 刚体 本 身 的 变形 。 同样 在 研究 系 于 弹簧 上 
的 重 物 的 振动 时 ,必须 要 考虑 到 弹 筑 的 每 一 圈 的 质量 ， 但 在 这 些 
例子 中 容易 证 明 ， 摆 或 系 重 物 的 弹簧 的 每 个 个 别 质点 的 运动 性 质 
对 于 振动 的 性 质 很 少 影 响 。 如 果 考 吕 这 些 影响 , 问题 便 很 复杂 , 而 
不 能 得 到 很 好 的 近似 解 ， 对 应 于 物理 的 现实 而 言 ， 这 样 得 到 的 解 
并 不 优 十 前 面 $1 中 不 考 卡 这些 影响 所 得 的 解 。 问题 的 这 些 型 想 
化 总 是 不 可 避免 的 。 在 描述 物理 过 程 时 ,要 考虑 到 过 程 的 基本 特 
点 , 而 不 能 无 例外 地 考虑 到 所 有 的 各 方面 。 这 不 仅 会 使 问题 复杂 
化 , 而 且 在 大 部 分 情形 使 得 问题 的 解决 卡 为 不 可 能 、 在 研究 茶 一 
个 过 程 时 ,物理 及 力学 的 问题 在 于 找 出 尽 可 能 少 的 量 的 个 数 , 只 要 
足够 确切 地 决定 在 每 个 时 间 所 研究 的 过 程 的 状态 ， 线 出 尽 可 优 徐 
单 的 微分 方程 , 只 要 能 很 好 地 描述 这 些 量 的 变化 的 规律 。 这 种 问 
题 常常 是 很 不 容易 的 、 在 研究 某 一 物理 问题 时 ,哪些 不 可 省 略 , 哪 
些 可 以 省 略 是 很 关 本 质 的 ， 归 根 结 底 也 只 有 用 长 时 期 的 实验 米 解 
决 。， 只 有 当 我 们 经 过 理想 化 的 研究 记得 的 答案 和 实验 的 结果 符合 
时 , 才能 认为 这 个 规律 是 被 型 想 化 的 . 

关于 量 的 个 数 减少 的 可 能 性 的 数学 问题 ， 最 简单 而 又 示 性 的 
提 法 之 一 可 叙述 如 下 : 

设 我 们 首先 对 所 研究 的 物理 系统 的 状态 在 + 时 用 两 个 变量 
mu( 引 与 zat) 来 表征 它 。 设 决定 它 的 变化 的 规律 的 微分 方程 有 以 
下 的 形式 


fi 0), 


Po C25) 


so21. 


在 第 二 个 方程 中 , 微 商 的 系数 是 一 个 小 的 常数 参数 a8。 如果 我 们 

径 s 一 0, 则 (28) 的 第 二 方程 不 再 是 微分 方程 ， 它 变 成 以 下 形式 
falt, mu ma) 一 0. 

由 此 决定 mm 为 上 及 xi 的 函数 ,代入 方程 (28) 中 的 第 一 式 , 我 们 便 

得 到 只 有 一 个 变量 w 的 微分 方程 


从 -Pd m， 


因此 , 在 这 种 研究 下 变量 的 数目 降 到 一 个 -现在 要 各 ,在 什么 条 件 
下 ,我 们 取 sa=0, 所 引起 的 误差 很 小 . 可 能 出 现 这 种 情形 , 当 s 一 0 


时 ， 守 ” 的 量 无 限 增 大 ,使 方程 (28) 的 第 二 方程 的 右边 , 当 ->0 


时 ,不 趋 近 于 零 ， 类 似 于 上 面 所 提出 的 一 系列 的 问题 , 苏联 数学 家 
们 已 给 了 很 完整 的 解答 . 


§ 4. 微分 方程 积分 问题 的 
儿 何 解释 . 问题 的 推广 


为 简单 计 ， 开 始 我 们 只 研究 一 个 具有 一 个 未 知 西数 的 一 阶 微 
分 方程 


诉 -j, 9), (29) 


式 中 函数 fo, 巷 在 (%, 切 平面 上 的 某 一 区 城 G 中 定义 的 。 过 这 
个 区 域 中 每 一 点 ， 这 方程 的 解 的 图 形 的 切线 的 角 系 数 即 由 方程 
《29) 所 规定 。 假 定 在 区 域 8 中 的 每 一 点 上 , 用 一 线 眉 来 表示 在 这 
一 点 由 了 (zw, 纵 的 值 所 决定 的 切线 的 方向 (这 线段 上 正 向 或 负 向 对 
我 们 均 可 采取 ), 则 得 到 一 个 方向 场 。 则 在 初 值 条 件 y(co) -yo 下 
微分 方程 (29) 求 解 的 问题 可 以 归结 如 下 : 在 区 域 G 中 要 找 穿 过 点 
Mo(zo %o) 的 曲线 % 一 (om), 这 井 线 上 每 一 点 的 切线 的 方向 是 (29) 
在 这 点 所 完 的 值 ,或 者 简单 地 说 , 这 曲线 上 的 每 一 点 有 预先 给 定 的 
方向 ， 

从 几何 的 观点 来 看 , 在 下 面 的 一 些 情形 中 ,上 述 的 问题 的 提 法 
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有 些 不 白 然 的 地 方 : 

1. 为 售 得 在 区 域 9 中 任何 一 点 (z, 幼 其 角 系 数 是 f(z, 4)， 
我 们 必须 除 掉 平行 于 Oy 的 方向 ， 因 为 一 般 说 来 我 们 只 研究 有 限 
的 信 ; 特别 , 我们 需要 假定 方程 (29) 的 右边 的 函数 7(z, 臣 在 所 有 
的 点 上 只 有 有 限 值 . 

2， 所 研究 的 曲线 只 是 二 的 函数 的 图 形 , 因此 ， 如 果 某 一 曲线 
它 与 垂直 于 0w 轴 的 另 一 直线 有 多 于 一 点 的 交点 ， 这 种 曲线 我 们 
便 必须 除 掉 , 因为 我 们 研究 的 曲线 是 由 一 "(z) 而 定 的 , 这 对 一 个 
多 只 有 一 个 y 值 , 见 为 2 的 单 值 函数 ; 因此 ， 又 需要 假定 这 个 微分 
方程 的 所 有 的 解 都 是 2 的 单 值 函数 ， 

由 上 面 这 些 缺 点 看 来 ， 我 们 融 要 把 微分 方程 (29) 的 求解 问题 
的 .上述 提 法 加 以 推广 , 即 ,和 需 取 允许 在 某 些 点 的 方向 场 可 以 平行 于 
Ov 轴 . 在 这 些 点 ， 对 于 Oz 轴 的 角 系数 没有 意义 ， 而 要 利用 对 于 
Oy 钠 的 角 系 数 ， 对 应 于 这 种 情形 ,除了 考虑 方 程 (29) 还 要 考虑 方 
程 


鳃 -Po (29) 
式 中 fi(2, 几 -Fe 当 f(z, 切 直 0， 当 方程 (29) 没 有 意义 
而 方程 (29) 有 态 义 时 , 便 要 用 方程 (29)， 微分 方程 (29) 与 (29) 
的 积分 问题 可 以 提出 如 下 ; 在 区 域 G 中 找 出 所 有 的 线 ， 这 些 线 上 
全 一 点 的 方向 场 由 方程 (29) 及 (29) 所 给 出 。 这 些 曲 线 我 们 称 为 
方 积 (29) 及 (29') 或 由 方程 (29) 及 (29') 所 决定 的 方向 场 的 积分 
线 ( 积 分 曲线 ) ， 以 后 经 常用 单数 的 “方程 (29)，(29') ”来 代 共 多数 
的 “方程 (29)，(292"5。 显然 ,方程 (29) 所 有 的 图 形 都 是 方程 (29)， 
(29") 的 积分 曲线 .但 并 非 所 有 的 方程 (29)，(20') 的 积分 曲线 都 
是 方 种 (29) 的 解 的 图 形 。 例如 当 这 种 线 与 垂直 于 On 轴 的 某 一 直 
线 有 多 于 一 个 的 交点 时 , 便 是 如 此 . 

以 下 ,如 果 已 知 


* 公文 文法 上 的 简化 ,中文 没有 分 别 .一 一 至 者 注 
»29. 


则 对 于 方 各 型 =- 考 色 前 ， 
我 们 便 不 用 方程 


有 时 引入 参数 乡 我 们 把 这 些 方程 写成 方 玫 组 
各 -NW 并- Y), 
其 中 = 与 9 看 作 之 函数 ， 
例 1 方程 


而 
do 


“项 先 
i 的 工 


(30) 


除了 原点 外 ,给 出 了 方向 场 。 这 个 方向 场 的 图 形 如 图 7. 方程 (30) 


所 决定 的 也 有 的 方向 都 经 过 原点 ， 显 然 ,对 任何 函数 


y=io 


都 是 方程 (30) 的 解 ， 这 个 方程 的 积分 线 的 全 体 可 以 由 关系 


am 十 到 一 0 


(81) 


(82) 


表 出 , 其 中 ,5 为 不 同时 为 零 的 任意 常数 ，Oy 轴 是 方程 (380) 的 


积分 线 ,但 不 是 它 的 解 的 图 形 . 
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:在 坐标 原点 处 方程 (30) 不 定 出 方向 场 ， 因 此 ， 严 格 地 说 ， 级 
与 (32) 除 挤 原 点 之 外 才 处 处 是 积分 线 . 因此 , 正确 地 说 ,方程 
,的 积分 线 不 是 通过 坐标 原点 之 直线 ， 而 是 由 坐标 原点 射出 的 
; 过 线 . 
例 2 方程 
(93) 
de 加 
除了 坐标 原点 外 处 处 都 定义 了 方向 场 . 它 的 图 形 如 图 8。， 在 任何 
一 点 《®, 急 ， 方 程 (30) 与 (33) 所 决定 的 方向 互相 垂直 显然 所 有 
圆心 在 坐标 原点 的 圆 都 是 方程 (33) 的 积分 曲线 ， 这 个 方程 的 解 又 
可 写成 两 函数 
y=+V EB-G,y-—MVR-D, —R<e<R. 
以 后 , 为 简便 计 ， 对 于 严格 地 说 来 是 “经 过 点 (w, g) 的 解 的 图 
形 " 我 们 只 称 为 “经 过 点 (z, 9) 的 解 ”. 


85. 微分 方程 解 的 存在 性 与 
唯一 性 方程 的 近似 解 


微分 方程 解 的 存在 性 与 唯一 性 的 问题 “我们 回 到 n 阶 微分 方 
程 (17)， 一 般 说 来 它 有 无 限 多 个 解 , 要 从 它 的 所 有 可 能 的 解 中 , 找 
出 某 一 个 确定 的 解 ,必须 给 方程 加 上 补充 条 件 ,条 件 的 个 数 应 等 于 
方程 的 阶 数 7。 这 类 条 件 可 以 有 各 种 各 样 的 性 质 ， 其 形式 则 与 导 
出 这 个 方程 的 物理 力学 或 其 他 的 问题 密切 相关 、 例 如 , 如果 我 们 
要 研究 力学 系统 的 运动 , 设 其 开始 时 具有 确定 的 初 巡 状 态 , 则 附加 
的 条 件 将 是 与 独立 变量 的 确定 的 (初始 ) 值 有 关 ， 称 为 问题 的 初始 
条 件 ， 如 果 我 们 想 定 出 悬 桥 建筑 的 悬 宕 下 的 曲线 或 者 我 们 要 研究 
两 端 支持 住 不 负重 物 的 梁 的 弯曲 ， 我 们 遇 到 的 附加 条 件 与 独立 变 
晤 的 不 同 的 值 有 关 ( 在 我 们 的 例 中 悬 桥 的 两 端点 及 好 的 两 支点 ). 
可 以 举 出 很 多 例子 说 明 附加 于 油分 方程 的 条 件 可 以 非常 多 祥 性 
的 。 
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设 给 定 附加 条 件 ,我 们 要 找 消 足 这 些 条 件 的 方程 (17) 的 外 
们 要 提出 的 第 一 个 问题 是 所 求 的 解 的 存在 性 问题 我们 常 是 
不 能 断定 它 的 存在 性 .例如 设 方程 (17) 描 述 了 某 个 物理 试验 | 
作 规 律 ,我 们 想 确定 ,在 这 个 试验 中 是 否 存 在 周期 过 程 ， 附 加 的 条 
件 便 是 ,在 这 个 试验 中 周期 地 加 到 过 程 的 初始 状态 ,我 们 预先 不 能 
说 是 否 存在 满足 这 个 条 件 的 解 . 

在 所 有 的 情形 中 ， 解 的 存在 性 与 唯一 性 问题 的 研究 使 得 我 们 
有 可 能 说 明 , 附加 那些 条 件 对 我 们 所 研究 的 方程 是 可 以 满足 的 , 那 
些 唯一 地 确定 了 解 ， 对 于 描述 某 个 物理 现象 的 微分 方程 , 指明 解 
的 存在 性 与 唯一 性 的 条 件 , 并 加 以 证 明 , 对 于 这 个 物理 理论 本 身 ， 
具有 很 大 的 意义 , 它 指明 了 , 描述 这 个 现象 的 数学 所 采取 的 假设 波 
此 不 相 矛 盾 和 这 个 描述 的 完整 性 . 

存在 性 问题 的 研究 方法 是 多 各 多样 的 ， 但 其 中 特别 重要 的 是 
所 谓 直 接 法 ， 这 类 方法 中 要 求 的 解 的 存在 性 是 用 作 近 似 解 的 方法 
来 证 明 的 , 这 些 近似 解 的 极限 收敛 于 我 们 的 问题 所 求 的 确切 解 . 这 
类 方法 不 只 是 能 够 建立 确切 解 的 存在 性 , 而 且 还 有 可 能 , 至 少 从 理 
论 上 ,任意 准确 地 接近 它 . 

在 本 节 下 面 为 了 明确 起 见 ， 我 们 只 研究 只 有 已 知 初 始 值 的 问 
题 , 对 这 个 问题 设法 说 明 欧 拉 方 法 和 逐次 再 近 法 的 且 想 . 

欧 拉 折线 法 ” 设 在 平面 (z, 9) 上 的 某 区 域 G 中 给 定 微分 方程 


型 -7 9). (9 


我 们 己 经 指出 过 ,方程 (34) 在 区 域 9 中 定义 一 方向 场 ， 在 G 
中 任 玫 一 点 (ze，g%o). 过 这 一 点 作 一 角 系 数 为 有 (zo, Yo) 的 直线 Pa， 
这 直线 切 于 过 (co, %o) 点 的 积分 线 . 在 直线 me 上 任 取 一 点 (ou 
护 ) ,相当 接近 于 (ze，g) [在 图 9 上 (wy, y) 点 用 1 记 ]。 过 (ou 9:) 
作 直 线 五 ， 其 角 系 数 为 (mr, 91), 在 其 上 上 取 一 点 (ea, 奶 ) (在 图 9 
上 这 点 用 2 记 ) 过 (zs, sa) 玫 直线 Is， 在 其 上 取 (ws, Ys) 等 等 。 设 
mm<mi<os<os 二 …, 自 然 也 设 所 有 这 些 点 (ro ga，(zx, 91)，(ms， 
%)，… 都 在 G 内 .连接 这 些 点 的 折线 叫做 欧 拉 折线 . 也 可 以 在 


，26。 





少 减 少 的 方面 作 欧 拉 折 线 (在 图 9 上 对 应 的 角 点 用 一 1， 一 2， 一 3 
表 之 ) 

自然 希望 ， 通 过 (zo，%o) 点 的 每 一 条 欧 拉 折线 ， 当 每 段 都 很 短 
时 ,可 以 作为 通过 《zo, go) 点 的 积分 曲线 1 的 某 种 表示 , 当 最 长 的 
段 都 趋 近 于 零 时 , 即 每 段 也 趋 近 于 零 时 , 欧 拉 折线 接近 于 这 条 积分 
曲线 . 

在 此 时 我 们 自然 假定 这 个 积分 线 存 在 .事实 上 ,不 难 证 明 , 如 
果 函 数 了 (w, 9) 在 区 域 9 内 连续 ， 则 可 以 选 出 无 限 序列 的 欧 拉 折 
线 ,其 最 长 的 直线 段 趋 近 于 零 ,而 这 个 序列 收 得 于 茶 个 积分 曲线 
但 是 在 此 时 , 一 般 说 还 不 能 认为 是 唯一 的 : 可 能 存在 不 同 序列 的 侈 
拉 折 线 ， 它们 收敛 于 不 同 的 积分 曲线 ， 均 穿 过 同一 点 (zo yo)， 拉 
夫 伦 捷 夫 作出 了 这 样 的 例子 , 具有 连续 函数 7(z, 9) 的 (29) 形式 的 
微分 方程 ,在 区 域 4 中 任何 一 点 了 的 任何 邻 域 中 , 不 只 有 一 条 而 
至 少 有 两 条 积分 线 穿 过 了 点 。 为 要 使 得 经 过 区 域 G 中 的 每 一 点 
内 有 一 条 积分 线 ， 对 函数 7(z, g 必 须 具 有 比 连 续 性 更 多 的 补充 
条 件 。 例如, 假定 函数 了 (c, 9) 连续 ,而 且 在 G 中 对 y 有 有 界 微 商 
便 足够 了 . 在 这 种 情形 下 , 可 以 证 明 ， 经 过 G 内 的 每 一 点 存在 一 
条 而 县 只 有 一 条 积分 线 ， 而 且 当 折线 的 最 长 线段 趋 近 于 堆 时 ， 过 
(zw %o) 点 的 所 有 的 欧 拉 折线 序列 一 致 收敛 于 这 一 条 唯一 的 积分 
线 . 因此, 当 折 线 的 线段 足够 小 时 , 欧 拉 折线 使 可 近似 地 取 作 方程 
《84) 的 积分 曲线 . 


让 上 可 见 ， 欧 拉 折 线 的 作法 是 用 切 于 积分 线 的 直线 段 来 代替 
积分 线 的 小 受 的 红 - 在 实际 中 常 不 是 用 切 于 积分 线 的 直线 段 去 作 
成 对 微分 方程 (34) 的 积分 线 的 近似 ， 而 是 用 与 积分 曲线 有 更 高 阶 
相 切 的 抛物 线 的 线段 来 作 近 似 。 由 此 可 以 用 更 少 的 步 豫 来 得 到 有 
问 样 准确 度 的 近似 解 ( 即 作 近似 线 时 用 更 少 的 曲线 段 )， 抛 物 线 

g 一 十 at(w 一 ao) 十 aa(Z 一 加) 十 … 十 am 人 一 zw (35) 
在 (zw 驴 ) 点 与 方程 (34) 过 此 点 的 积分 线 有 呈 阶 林 切 , 则 其 系数 由 
公式 


ao 一 go (36) 
(和 ) -fm 内 ， (C80) 
2 
fe +f (到 ) 
fem Ys) +fs (zs, Ye)F oo go (36") 
人 


- {ey 0) te, yo))7 0, sy 四] 


ff ser, Ye) 2f oy, YF Ca yy) 

十 1 (ey, 3)f or, Ye) 十 (Cao Ye)f my, Yr) 

二 (ex Ye)f em, Ys) (36") 
等 等 来 确定 .我们 只 要 用 多 项 式 (85) 来 计算 在 o=errz 的 值 . 我 
们 不 需要 知道 系数 ao, a4, as, …, cn 本 身 的 值 。 存 在 很 多 方法 来 
计算 当 w 一 zrrr 时 多 项 式 (35) 的 值 ， 但 是 可 以 避免 计算 由 (36) 所 
决定 的 系数 mo，a，…，an. 

还 有 基于 其 他 思想 的 找寻 微分 方程 (34) 的 解 的 近似 方法 .可 
行 方法 中 的 一 个 是 克 需 洛 夫 (1863 一 1945) 院士 所 发 展 的 . 

逐次 通 近 法 ”现在 我 们 来 谈 谈 与 欧 拉 折线 法 有 同样 广 知 访 用 
范围 的 逐次 逼近 法 .仍然 假定 我 们 所 要 找 的 微分 方程 (34) 的 解 


“28. 


Em 


4 (满足 初始 条 件 
geo) 一 so 

任 到 一 个 函数 %(z) 作 为 解 g(a) 的 开始 的 近似 、 为 了 简便 起 见 ， 
假定 它 满足 初始 条 件 ， 只 是 这 假定 并 不 是 必要 的 ， 代 入 方程 右边 
f(z, 明 中 的 未 知 函 数 外 用 以 下 的 方法 作 解 4 的 第 一 次 近似 

双 -re， oT)), (m0) 一 go 
因为 方程 右 方 的 函数 为 已 知 ,所 以 如 (z) 可 用 积分 求 出 

so) ~yot ff gold) 
可 以 希望 妇 (2) 与 解 y(2) 的 差 比 yo(a) 与 解 %(o) 的 差 小 ， 这 是 因 
为 在 作 yi(z) 时 ,我 们 用 了 微分 方程 ,可 能 它 将 初始 近似 的 误 着 改 
正 了 一 些 ， 也 可 以 看 到 ,如 果 用 同样 方法 把 第 一 次 近似 (2) 改 
善 一 下 , 则 第 二 次 近似 
入 的 -+ 全 7 ya)as 

将 更 接近 于 所 求 的 解 。 

假设 ,这 种 改善 的 过 程 可 以 无 限 继 续 下 去 , 则 作出 一 系列 的 近 
似 

so), HD), ab), 
它们 是 否 收 分 于 解 ga) 昵 ? 

更 详细 的 研究 证 明 , 当 函数 有 (2, 幼 连 续 及 有 在 区 域 G 中 为 
有 办 , 则 至 少 对 于 离 m 不 远 之 w 函数 yz) 真正 地 趋 近 于 确切 解 
4(z)。 如 果 我 们 反复 计算 足够 多 次 , 则 我 们 可 以 得 到 具有 任何 准 
确 度 的 解 4(m) 

象 我 们 寻找 方程 (84) 的 近似 积分 线 一 样 ， 我 们 可 以 找 两 个 或 
多 个 一 阶 微分 方程 的 方程 组 的 积分 线 。 只 要 我 们 能 从 这 些 方程 把 
未 知 西数 的 微 商 解 出 来 ， 设 ,例如 已 知 方程 组 


再 -Fo 9 罗 ， 当 一 (2, (3n) 
设 这 些 方程 的 右 近 为 连续 的 ， 又 对 及 对 = 在 某 一 空间 区 域 
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G 内 有 有 界 偏 溅 商 。 丰 这些 条 件 下 , 可 以 证 明 , 在 方程 (37) 的 右边 
部 分 的 定义 区 域 G 中 ， 经 过 每 一 点 (mo, gu, 翅 有 一 条 而 且 只 有 一 
条 方程 组 的 积分 线 
yp(0), sy(®). 
函数 fi(z, y, 2) 与 fs(@, yy, 习 是 过 (mr Y, 罗 点 的 积分 线 在 这 点 的 
切线 的 角 系 数 。 为 了 近似 地 求 得 9(@) 与 上 (zw) 可 以 用 网 拉 折 线 法 
或 类 似 于 应 用 到 方程 (39) 的 其 他 方法 . 
由 初始 条 件 计 算 常 微分 方程 近似 解 的 过 程 可 以 用 在 计算 机 
上 .有 工作 得 很 快 的 计算 机 , 例如, 如 果 计 算 程 序 已 经 作 好 ， 机 器 
已 准备 计算 ， 计 算 机 算出 雹 弹 弹 道 的 时 间 要 比 炮弹 飞 到 弹 着 点 的 
时 间 短 得 多 (参看 第 十 四 章 ) . 
高 阶 微分 方程 与 多 个 一 阶 微分 方程 组 的 碰 系 ”如 果 对 于 每 个 
未 知 函数 的 最 高 阶 微 商 可 以 解 出 来 的 常 微分 方程 组 ， 一 般 说 来 都 
可 以 用 引入 新 的 未 知 函 数 把 它们 化 为 对 所 有 的 徽 商 都 解 出 来 的 一 
阶 方 程 组 、 例 如 , 设 已 知 微分 方程 
号 -ww 型 ). 《8) 
置 
型- (39) 


则 方程 (38) 可 以 写成 以 下 形式 
全 -jw 9 (40) 


这 样 方 程 (38) 的 每 个 解 对 应 于 由 方程 (39) 及 (40) 所 组 成 的 方 
程 组 的 某 个 解 。 也 容易 看 出 , 方程 组 (39) 及 (40) 的 每 个 解 也 对 应 
于 方程 (38) 的 解 . 

不 包含 独立 变数 的 方程 在 31 中 所 看 到 的 摆 的 问题 , 赫 尔 
姆 霍 尔 欧 的 声学 共振 器 的 问题 ,最 简单 的 电 回路 的 问题 , 真空 管 振 
水 器 的 问题 ,都 化 为 独立 变数 (时 间 引 不 明显 出 现 的 微分 方程 . 现 
在 我 们 来 研究 这 种 类 型 的 二 阶 方程 的 问题 ， 但 对 于 这 种 类 型 的 方 
程 我 们 可 以 把 它 化 为 一 个 一 阶 的 微分 方程 来 研究 ， 并 不 是 象 前 面 
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所 说 的 那样 , 一 个 一 般 的 二 阶 方 程 可 以 化 成 一 个 方程 组 。 这 祥 使 


得 研究 大 为 方便 . 
风 此 , 设 给 定 不 包含 时 间 t 的 二 阶 微分 方程 
Fl(e, 学 守 )=0. (41) 
记 
全 -wy (42) 


又 把 yg 看 成 2 之 函数 ,那么 


闭 - 吉 和)- 生 -各 各 -名 


因此 方程 41) 可 以 写成 形式 
zey 型)-0. (3) 


这 样 ,方程 (11) 的 每 个 解 对 应 于 方程 (43) 的 一 个 解 . 方程 (48) 
的 每 个 饰 y=p(z) 则 对 应 于 方程 (条 ) 的 无 穷 多 个 解 。 这 些 解 可 以 
由 方程 

名-p(w) (0 
积分 得 到 , 其 中 看 作 t 的 函数 . 

显然 , 如 果 = 一 “( 罗 为 满足 此 方程 的 任 一 解 , 则 对 任何 常数 如 ， 
函 数 2 人 tt 十 tb) 也 是 满足 这 个 方 穆 的 . 

也 可 能 出 现 这 样 的 情形 ， 并 非 方 程 (48) 的 所 有 的 积分 线 都 二 
一 个 “的 函数 的 财 形 ， 例 如 有 闭 蜂 线 时 便 是 如 此 . 那么 ,方程 (48》 
的 积分 线 应 该 分 为 若干 段 ， 其 中 每 一 段 都 是 ”的 函数 的 图 形 。 
对 每 一 段 ,都 要 解 方程 (44) . 

对 应 于 方程 (41) 的 物理 系统 的 状态 ， 可 以 用 量 2 及 尝 来 表 
示 任 何 时 候 的 特征 ,这 些 量 称 为 系统 的 相 ， 对 应 于 这 些 的 平面 (w， 
急 称 为 方程 (41) 的 相 平面 ， 这 个 方程 的 每 个 解 < 一 “的 对 应 于 平 
面 (z, 4) 上 的 曲线 

wm(), y—e 0); 


这 里 把 上 看 作 参 数 .反之 : 在 平面 (o, 扮 上 方程 (43) 的 每 一 条 积 
分 线 y=gp(zm) 对 应 于 方程 ( 重 ) 的 形 如 一 “t+t) 的 无 限 多 个 解 ; 
式 中 如 是 任意 常数 ， 在 平面 上 有 了 方程 (43) 的 积分 线 的 分 布 的 
全 部 图 形 时 ,不 难 表 示 出 方程 (441) 的 所 有 可 能 的 解 的 性 质 , 例 弄 方 
程 (和 8) 的 每 一 条 闭 积分 线 对 应 于 方程 (41) 的 周期 乌 。 

用 变换 (42) 将 方程 (6) 化 为 方程 


-yb jE 
型 -一 学科， (45) 


以 v=o 及 名 -9 代入 方程 (16) 我 们 同 祥 得 到 
dy ~ [R-M(ar+2ast+ 83d)y—o 
二 pr , (46) 


二 阶 方程 (入 ) 所 对 应 的 物理 系统 的 每 个 时 间 的 状态 可 以 用 两 
个 量 ( 相 ) 了 与 加 米 农 示 ， 同样 的 , 对 于 高 阶 方程 或 方程 组 所 描 


述 的 物理 系统 的 状态 可 以 由 儿 个 量 ( 相 ) 来 表示 .前面 折 讲 的 龙 相 
平面 , 这 时 就 讲 相 空间 了 . 


§6. 奇 点 


在 区 域 9 中 研究 方程 
YM(,). (47) 


设 了 (w, 切 点 在 对 内 ， 

如 果 可 能 指出 卫 点 的 这 样 的 人 县 ， 经 过 R 中 的 每 点 有 一 
条 而 且 只 有 一 条 方程 (47) 的 积分 线 , 则 我 们 称 已 点 为 方程 (47) 的 
常 点 ， 如 果 找 不 出 这 样 的 , 则 我 们 称 了 了 点 为 这 方程 的 奇 点 奇 
点 的 研究 对 于 微分 方程 定性 理论 有 很 大 的 意义 ， 下 节 我 们 将 讨论 
定性 理论 . 


站 这 时 和 ， 人 自 方程 (及 撤 分 公式 (86) 可 由 = 及 各 的 入 算出 。 
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一 个 奇 点 如 果 它 有 一 个 邻 域 ， 在 其 中 没有 其 他 的 奇 点 则 这 种 
奇 点 称 为 孤立 奇 点 。 孤 立 奇 点 有 特别 重大 的 意义 .。 当 研究 (47) 形 
式 的 方程 时 , 设 于 (o, 切 与 本 (w, 轨 对 2 与 9 有 高 阶 偏 徽 商 , 这 种 
情形 在 应 用 中 经 常 遇 到 。 对 于 这 样 的 方程 , 区 域 中 任 一 个 内 点 ,只 
要 下 (w, 办 0, 或 W(c, 内 关 0， 都 是 常 点 。 考 虑 任 一 个 这 样 的 
内 点 (zo, go) ,在 这 点 上 有 开 (o, 殷 一 W(o, 切 一 0, 为 简便 起 见 ,把 
这 点 记 作 so=0 与 一 0， 只 要 把 坐标 原点 移 到 (eo, g) 上 去 ， 便 
可 以 达到 简化 的 目的 。 将 于 (z, 遇 与 术 (w, 功用 台 勒 级 数 依 与 
y 之 等 展开 ,并 只 考虑 一 次 的 项 , 则 在 (0, 0) 点 的 邻 域内 , 我 们 得 
到 

dy M0, 0)z+ M,C0, 0)g 二 me(z, YW) 


de Ns(0, 0)o+N,(0, 0)9 十 9s(z， y) “ 
式 巾 pu(z, 有 与 pa(z, 凡是 = 与 9 的 某 种 函数 ,使 得 


lim 2 及 -0 及 lim 多 (从 -0. 
V+ i V+ 


方程 (45) 与 (46) 便 是 这 种 类 型 . 方程 (45) 在 np-0 与 9-0 肥 不 
dr 区 
确定 伐 也 不 确定 好、 如 果 行 列 式 
(0, 0) My(0, 0)， 
NC0, 0) NO 


则 不 沦 我 们 在 原点 给 名 L 任何 值 ,对 于 型 及 卿 的 值 在 原点 都 


是 间断 点 ， 因 为 ， 当 沿 不 辣 的 路 线 接近 原点 时 ， 可 以 得 到 不 同 的 
极限 值 .对 于 我 们 的 微分 方程 , 坐标 原点 是 奇 点 . 
已 经 证 明 , 只 要 方程 
A—M,(0, 0) 一 Mo(0, 0) 
—N,(0, 0) A—N:(0, 0) 
的 两 根 的 实数 部 分 都 不 等 于 等 ， 则 在 方程 (48) 中 分 母 与 分 子 中 的 
函数 mr(z, 9) 与 wa(z， 切 对 于 孤立 麻 点 (在 我 们 的 情形 是 坐标 原 
点 ) 附 近 的 积分 曲线 的 分 布 的 性 质 没 有 什么 影响 。 因此 , 要 得 到 这 
种 分 布 的 概 往 ,我 们 只 要 研究 方程 





-0 (49) 
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WW thy (50) 
dr wt+dy 
在 坐标 原点 附近 积分 线 的 分 布 情形 , 其 中 行 殉 式 
GE 
| o gd | 
我 们 注意 到 , 积分 曲线 在 微分 方程 奇 点 附近 的 分 布 性 质 ,对 于 很 多 
力学 问题 , 例如 在 平衡 位 置 附近 运动 的 轨 线 的 研究 , 具有 很 大 的 价 
值 . 
已 经 证 明 ,在 平面 上 总 可 以 找到 与 2 及 4 用 等 式 
whuk + bran, 
y= bak + ka 
所 联系 的 坐 栋 # 及 劝 其 中 如 是 实数 ， 使 得 方程 (50) 化 为 下 面 三 
种 类 型 之 一 


(51) 


1) 要 环 到 其 中 b= 加。 (63) 

2) 可- 主 2 (53) 

3) 要 -公信 《59 
这 里 各 与 2s 是 方程 

a 2 -0 (55) 


的 根 ， 如 果 这 些 根 是 不 等 的 实 根 , 则 方程 (50) 化 为 (52) 的 形式 . 如 
果 这 些 根 是 相等 的 ， 则 依照 @9 十 四 一 0 或 9 二 dP 天 0， 方程 (50) 分 
别 能 化 为 (52) 或 (53) 的 形式 ， 如 果 方 程 (55) 的 根 是 复数 ，7 一 
a 土 所 , 则 方程 (51) 化 为 (54) 的 形式 ， 

分 别 研究 方程 (62), (53), (54)， 先 看 下 面 的 情形 . 

如 果 Oz 与 0 两 灿 是 互相 垂直 的 , 则 一 股 来 说 ,05 与 Or 两 
轴 不 是 互相 垂直 的 ， 但 为 了 图 画 的 简单 起 见 , 我 们 仍 可 把 它们 看 
成 是 互相 垂直 的 、 此外， 在 变换 (51) 下 , 延 C5 扫 与 Om 轴 上 的 比 
例 尺 也 可 能 变 长 或 缩短 ; 不 一 定 与 02 轴 与 0y 轴 上 的 出 例 尺 一 

4. 


样 。 但 为 简便 起 见 ,我 们 仍然 可 认为 没有 变化 ， 因 此 ,例如 对 于 如 
图 8 中 所 面 的 间 心 里 形 ， 一 般 则 可 得 中 心 在 举 标 不 点 的 类 似 分 布 
的 一 族 桃 回 。 

方程 (52) 的 所 有 的 积分 线 可 以 由 关系 式 

antblél*=0 

表 出 ,这 里 4 与 5 是 任意 常数 . 

方程 (52) 的 积分 线 的 图 形 如 图 10; 这 里 ,我 们 假定 4>1, 在 此 
情形 下 除了 一 条 直线 07 外 ,其 他 所 有 的 积分 线 均 在 坐标 原点 切 
于 06 辐 。 0<4<I 的 情形 可 以 化 为 4>I 的 情形 ， 只 要 以 6 代 
以 7 代 &， 即 上 只要 # 轴 和 国 轴 交换 位 置 就 行 了 ， 当 和 一 1 时 , 方 
程 (52) 化 为 方程 (80)， 积 分 线 分 布 的 铺 形 如 图 7 所 表示 。 


Iy 
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当 上 <0 时 ,方程 (52) 的 积分 线 分 布 的 情形 如 图 入 . 在 此 情形 
下 ,只 有 轴 及 Ow 轴 两 条 积分 线 通 过 0 点 . 其 他 的 积分 线 向 0 
点 接近 到 一 定 的 最 小 极 距离 之 后 又 开始 远离 原点 . 在 这 种 形 情 下 ， 
我 们 称 这 点 为 鞍点 ， 因 为 积分 线 类 似 于 山 陪 ( 著 形 ) 的 等 高 线 的 
图 形 . 

方程 G53) 的 所 有 积分 线 可 用 方程 
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图 二 


bté(atbln|é|) 
来 表示 ， 式 中 4 与 5 为 任意 常数 。 其 图 形 如 图 12; 所 有 的 积分 线 
在 坐标 原点 上 与 Om 轴 相 切 、 

如 果 进 入 奇 点 0 的 某 一 邻近 中 的 所 有 的 积分 曲线 都 灌 一 定 的 
方向 趋 于 0 点， 也 就 是 在 原点 有 确定 的 切线 ， 如 图 10 与 12 所 表 
示 的 就 是 这 样 , 则 称 0 点 为 结 点 ， 

如 果 置 =p 09g, 9 一 Psing， 
将 如 狼 化 到 极 染 标 p, 9, 则 方程 (54) 就 很 容易 积分 了 。 这 方程 化 
为 
名 ip 1 各 
出 此 得 

p 一 Oow. (56) 

如 果 >0， 则 所 有 积分 曲线 , 当 pg 一 一 co 时 ,无 限 旋转 地 趋 近 0 
点 (图 18)， 如 果 5<0, 则 当 8 一 十 co 时 , 就 产生 同样 的 现象 . 这 
种 0 点 叫做 和 焦点、 而 当 2 一 0 时 ， 则 积分 线 族 (56) 是 由 回 心 在 O 
的 圆 所 组 成 的 .一 般 说 来 , 如 果 在 0 点 的 菜 一 叙 域 中 ,都 是 包 图 着 
O 点 的 闭 曲线 , 其 中 包含 0 点, 则 0 点 称 为 中 心 . 

如 果 对 方程 (54) 的 右 方 的 分 母 分 子 如 上 任意 高 阶 项 ， 中 心 可 
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能 变 为 焦点 ; 因此 , 在 中 心 欧 情形 ， 一 次 项 不 能 决定 奇 点 附近 的 积 
分 线 的 分 布 。 

对 应 于 方程 (45) 的 方程 (55) 与 
示 性 方程 (19) 是 一 样 的 ， 因 此 ， 图 
10 与 图 12 表 示 ， 当 数 和 与 % 同 
号 时 ,对 应 于 方程 (6) 的 解 

w=w(t), y=a'(t) 要 

的 夏 线 ， 在 相 平 面 w y 上 的 分 布 ; 
图 半 对 应 于 不 同 号 的 实数 )a 与 
), 而 图 13 与 图 8 (中 心情 形 ) 对 应 展 戏 
于 复数 hz 与 ja 的 情况 、 如果 和 a 与 )a 的 实数 部 分 为 负 的 , 则 当 
ti 一 上 +co 点 @@ 人 ，9 (的 ) 赵 于 原点 0; 在 这 种 情形 点 2 一 0, y~0 对 
应 于 稳定 的 平衡 情形 . 如 果 Mz 与 ha 中 的 一 个 的 实数 部 分 为 正 的 ， 
则 在 点 "一 0 4% 一 0 上 ,没有 稳定 的 平衡. 


[4 


§7。 常 微分 方程 定性 理论 
微分 方程 定性 理论 在 党徽 分 方程 的 一 般 理论 中 占有 重要 位 
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置 ， 由 于 力学 及 天 文学 的 要 求 , 在 上 世纪 末 开 创 了 定性 理论 . 

在 很 多 刘 用 问题 中 ,要 求 从 描述 茶 些 物理 过 程 的 微分 方 各 , 知 
道 微分 方程 解 的 特性 ， 并 确定 在 自 变 县 变动 的 有 限 或 无 限 的 变动 
区 闻 中 解 的 性 质 ， 因 此 ,例如 在 研究 天 体 运动 的 天 体力 学 中 ,行星 
或 其 他 天 体 的 运动 是 可 以 用 微分 方程 来 描述 的 ， 在 无 限 增加 的 时 
间 中 , 对 于 这 种 微分 方程 的 解 的 性 质 的 了 解 是 很 重要 的 . 

前 面 我 们 已 经 说 过 ,只 有 少数 特别 简单 的 方程 , 它 的 通 解 才能 
用 已 知 重 数 的 积分 表示 出 来 。 因此 产生 了 言 接 从 方程 式 本 身 ， 来 
研究 微分 方程 的 解 的 性 质 的 问题 。 因为 微分 方程 的 解 , 在 平面 工 
或 空间 中 , 可 用 曲线 的 形式 来 表示 , 因此 产生 了 关于 积分 曲线 的 性 
质 , 其 分 布 及 其 在 奇 点 附近 的 结构 等 问题 的 研究 .例如 , 它 是 可 分 
布 在 平 丰 的 有 限 部 分 中 , 是 否 有 趋 于 无 限 远 的 分 支 ,是 否 有 闭 曲线 
等 等 ， 这 类 问题 的 研究 构成 微分 方程 定性 理论 的 问题 . 

俄罗斯 数学 家 李 雅 普 诺 夫 及 法 国 数学 家 庞 卡 莱 是 微分 方程 定 
性 理论 的 葛 基 者 . 

在 微分 方程 定性 理论 中 , 苏联 科学 所 起 的 卓越 作用 , 不 只 在 于 
苏联 学 者 开拓 了 重要 的 理论 问题 ,而 且 还 在 于 , 在 苏联 最 先 对 于 解 
决 物理 与 力学 的 问题 , 广泛 应 用 了 定性 理论 的 深奥 的 结果 . 

在 前 一 节 中 我 们 详细 地 研究 了 定性 理论 的 一 个 重要 问题 
在 奇 点 附近 , 积分 曲线 分 布 性 质 的 问题 。 现在 来 看 定性 理论 的 车 
干 其 他 基本 问题 ， 

稳定 性 在 本 章 开始 所 研究 的 例子 中 ， 系 统 的 平衡 态 的 稳定 
性 与 不 稳定 性 的 问题 ,不 是 由 微分 方程 的 研究 来 解决 ,而 是 基于 物 
型 销 况 来 鲜 决 的 .因此 ,在 例 3 中 很 显然 ,如 果 处 于 平衡 态 04 的 
摆 用 外 力 移 到 某 一 附近 位 置 04', 即 是 初始 条 件 很 小 的 变动 , 则 摆 
的 此 后 的 运动 不 能 远离 平衡 位 置 ， 初 始 偏差 04' 越 小 ， 则 瓜 的 离 
平衡 位 置 的 偏差 边 越 小 , 即 是 在 这 种 情形 平衡 位 置 是 稳定 的 . 

在 其 他 更 复杂 的 问题 中 ,平衡 态 稳定 性 问题 的 解决 很 复杂 ,而 
且 只 能 借 动 于 对 应 的 微分 方程 的 研究 来 解决 . 关于 运动 稳定 件 的 
问题 与 关于 平衡 态 稳定 性 的 问题 是 密切 相关 的 。 在 这 个 领域 内 党 
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基 的 结 采 是 属于 李 雅 普 诺 夫 的 。 
设 茶 个 物理 过 程 用 方程 组 


至 - 户 (w， yD, S 
7 

型 -Pt y, ) Wp 

来 扒 述 ， 为 了 简便 起 见 ,我 们 只 研究 两 个 微分 方 泻 的 方程 组 ,虽然 

我 们 以 后 的 结论 , 对 于 具 多 个 微分 方程 的 方程 组 也 是 适用 的 .方程 

(57) 的 每 一 个 特 解 由 两 个 函数 = 二 与 gy (的 所 组 成 , 在 本 节 中 我 们 

依 归 李 雅 普 诺 夫 的 说 法 , 称 它 为 运动 . 假设 户 (z, 9, 旨 与 fs(w,y, 

旨 有 连续 偏 微 商 ， 已 经 证 明 ， 如 果 在 任何 时 间 t 一 如 给 定 函数 值 

多 (加 ) 一 zo 与 Y(to) 一 %o, 则 微分 方程 组 (57) 的 解 是 唯一 决定 的 . 

满足 初始 条 件 
2 一 2 与 Y=yo 当 t= 如 

的 方程 组 (57) 的 解 用 z(t， zo Yo) ,Y(t，zo, yo) 表示.。 

解 s(t， wo, yo), y(t， vo, Yo) 称 为 按 李 雅 普 诺 夫 的 意义 是 稳 
定 的 ， 如 果 对 所 有 +> 名 函数 <(t， wo，9o)，y(t， wo, go) 变化 得 很 
少 ,只 要 初始 值 ze 与 yo 变动 得 很 小 . 

更 确切 地 说 : 对 于 按 李 雅 普 诺 夫 的 意义 是 稳定 的 解 , 则 差 数 

ls, mo+8u 二 5) 一 z(5 zo, yo) |, 

Iy(é, oo 十 5 加 二 59) 一 g(5 zo, yo) | 
对 所 有 的 时 间 巡 加 可 能 小 于 任何 预先 给 定 的 正 数 8s， 只 要 把 六 
与 % 的 绝对 值 取 得 足够 小 就 行 了 . 

所 有 不 是 按 李 雅 普 诺 夫 意 义 稳定 的 运动 都 称 为 不 稳定 . 

把 所 要 研究 的 运动 = 人 5 xo, go), Y(t，zo, Yo) 李 雅 普 诺 夫 称 之 
为 未 被 扰动 的 , 而 具有 很 接近 的 初始 条 件 的 运动 s(t, zo 十 ,yo 十 
563), Y(t，zme 十 51， ge 十 63) 称 为 被 扰动 的 . 因此 , 未 被 抗 动 的 运动 按 
李 雅 普 诺 夫 登 义 稳定 , 即 表示 对 所 有 如 被 扰动 的 运动 与 未 被 
扰动 的 运动 相差 很 小 . 

平衡 的 稳定 性 基 运 动 稳定 性 的 特例 , 在 此 情形 下 , 对 应 的 未 被 
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(58) 


扰动 的 运动 是 
2 zo, yo) =0 与 Y(t, mo Yo) =0. 

反之 , 系统 (57) 的 任何 运动 wp 一 Pa() 与 %g 一 六 的 的 稳定 性 问题 可 
以 化 为 某 个 微分 方程 组 的 平衡 的 稳定 性 问题 . 为 此 ， 只 要 把 方程 
组 (57) 中 , 旧 的 未 知 函 教 = 人 蚊 与 9 长 痪 为 新 的 未 知 孙 赦 

《一 2 一 和 的 ,7 一 4 一 六 全 (59) 
在 这 种 变换 下 方程 式 (57) 的 运动 a 一 gi( 有 ), y 一 st) 与 运动 f==0 
与 7=0 即 平衡 态 相 对 应 、 以 下 我 们 假定 已 经 用 过 了 变换 (59), 只 
对 解 "=0 与 y=0 来 研究 按 李 雅 普 诺 夫 意义 的 稳定 竹 . 

现在 按 李 雅 普 诺 夫 意义 的 稳定 性 的 条 件 就 表示 , 如 果 呈 与 
足够 小 , 则 被 扰动 的 运动 在 平面 («<, 切 上 的 轨 线 , 对 任何 > 如 ,不 
走出 以 点 "一 0 yg 一 0 为 心 ， 边 长 为 28， 边 平行 于 坐标 轴 的 正方 
形 . 

我 们 有 兴趣 于 以 下 的 情形 ， 我 们 并 不 能 求 出 方程 组 (57) 的 积 
分 ， 然 而 仍 能 作出 有 关 未 被 扰动 的 运动 的 稳定 性 或 不 稳定 性 的 结 
论 。 

在 实际 上 很 重要 的 关于 炮弹 益 动 和 飞机 运动 的 稳定 性 问题 , 
在 天 体力 学 中 重要 的 关于 行星 和 其 他 天 体 运动 的 轨道 的 稳定 性 问 
题 , 都 归结 为 这 类 的 研究 . 

假设 , 函数 fi(z, y, 站 与 户 (mg 芭 可 以 写成 以 下 的 形式 

filw, Y, 站 一 auz 十 aa 十 本 (wz y, 站， (C60) 
az Y, ~ qt t+ ay t+ Bale, Y, 四 
其 中 ae 是 常数 ， 而 及 (z, 外 与 杞 (@, y, 蚊 是 四 3 与 反 的 函 
数 , 适合 
IR(w, y, DIMB+Y) 与 |Ral®, y, | EM T+), 
(61) 
其 中 1 为 一 正常 数 . 

设 在 (60) 记 煮 示 的 方程 组 (57) 中 , 把 Ri(2,9,4) 与 Ralz,9, 引 

抛弃 , 则 得 到 常 系数 的 微分 方程 组 
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坚 -ouz+aab 
2 
名 a teny, Ba 
把 它 称 作 非 线性 方程 组 (57) 的 第 一 次 近似 方程 组 。 
在 李 雅 普 庄 夫 以 前 ， 在 稳定 性 问题 的 研究 上 ， 基 本 上 ， 限 制 
于 第 一 次 近似 的 稳定 性 的 研究 ， 即 是 对 方程 式 (62) 的 稳定 性 的 研 
究 ， 把 得 到 的 结果 看 作 适 用 于 基本 的 非 线性 系统 (57) 关 于 稳定 性 
问题 的 解答 ， 李 雅 普 诺 夫 第 一 个 证 明 , 在 一 般 的 情形 下 , 这 个 结论 
不 成 立 。 另 一 方面 , 他 给 出 了 一 系列 非常 广泛 的 条 件 , 当 这 类 条 件 
满足 时 , 非 线性 方程 式 关于 稳定 性 的 问题 由 第 一 次 近似 完全 解决 ， 
这 类 条 件 中 之 一 如 下 , 如 果 方 程 
Ga gm 
Ga am 一 入 2 
的 所 有 的 根 入 的 实数 部 分 为 负 的 ， 而 且 函 数 Ri(w, y, 人 与 Ra(z， 
细 人 满足 条 件 (61), 则 稻 z( 攻 三 0, y(t) 三 0 按 李 雅 普 诺 夫 意 义 荐 
稳定 的 . 如 果 至 少 有 一 根 入 其 实数 部 分 为 正 的 , 则 当 满 足 条 件 (61) 
时 , 解 eb 人 三 0 ,y(t) =0 是 不 稳定 的 。 李 雅 普 诺 夫 也 给 了 运动 稳 
定性 与 不 稳定 性 的 一 系列 的 其 他 充分 条 件 >. 苏联 数学 家 继续 了 
李 雅 普 诺 夫 的 工作 , 并 取得 了 极 大 的 成 就 . 
如 果 方 程 (57) 的 右边 与 上 无 关 ， 则 月 方程 组 (57) 的 第 二 个 方 
程 除 第 一 个 方程 ,我 们 得 到 
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坐标 原点 对 这 个 方程 是 奇 点 。 在 平衡 态 是 稳定 的 情形 , 在 这 点 可 
能 是 焦点 , 结 点 或 中 心 , 但 不 能 是 鞍点 . 
因此 ， 根 据 奇 点 的 性 质 可 以 来 判断 平衡 态 的 稳定 性 或 不 稳定 
性 . 
积分 曲线 的 全 局 分 布 ”有 时 在 微分 方程 组 的 定义 区 域 上 ,“ 全 
局 ”地 作出 积分 曲线 的 分 布 图 是 很 重要 的 , 这 里 不 必 考 虑 保持 比例 
了 李 维 党 诺 夫 运动 稳定 性 通论 。 
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尺 的 大 小 .这 方 释 组 所 定义 的 向 量 场 的 空间 将 看 作 某 个 物理 过 程 
的 禁 空间 . 则 对 应 的 微分 方程 组 的 积分 曲线 的 图 可 以 给 我 们 , 对 这 
方程 式 所 可 能 产生 的 所 有 的 过 程 (运动 ) 的 特性 , 提供 了 一 些 概念 . 
在 图 10 到 疼 13 我 们 在 孤立 奇 点 的 邻 域内 , 对 积分 曲线 的 分 布 , 作 
出 了 详细 的 图 形 . 

微分 方程 理论 的 最 基本 的 问题 之 一 是 用 尽 可 能 简单 的 方法 来 
拷 出 在 微分 方程 所 有 的 定义 区 域 中 积分 曲线 族 的 分 布 图 形 ， 就 是 
这 个 微分 方程 组 的 积分 曲线 的 “全 局 "分布 的 研究 .这 个 问题 对 于 
维 数 大 于 2 的 空间 差不多 完全 没有 研究 过 .甚至 于 在 对 (o, 9) 与 
六 (o, 功业 多 项 式 的 情形 下 , 对 一 个 如 下 形式 
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的 方程 而 言 , 这 问题 的 解决 也 还 差 得 很 远 ， 

以 下 我 们 将 假设 , 靖 数 ML(z, 9) 与 尺 (z, y) 有 一 阶 连续 偏 微 
高 . 

如 果 微 分 方程 (64) 的 右边 在 一 单 连通 的 区 域 G 中 已 给 定 , 又 

G 中 所 有 点 都 是 常 点 ， 则 积分 曲线 族 可 以 用 平行 直线 段 族 的 图 形 
来 表示 ， 因 为 这 时 G 中 每 点 均 有 一 积分 线 经 过 ， 并 且 任 何 两 积分 
线 不 相交 ， 而 对 于 更 一 般 的 情形 的 方程 (64), 它 可 能 有 奇 点 , 积分 
曲线 的 结构 可 能 很 复杂 . 方程 (64) 有 无 限 多 个 奇 点 ( 即 分 子 分 母 
同时 变 成 零 的 点 ) 的 情形 ,至 少 当 M (z, 幼 与 W(z, 肋 是 多 项 式 
时 , 可 能 看 作 是 例外 .因此 ,我们 只 限于 研究 方程 (64) 有 有 有限 多 个 
孤立 奇 点 的 这 类 情形 .要 作出 这 个 方程 的 所 有 积分 线 的 分 布 图 ， 
则 靠近 每 一 个 奇 点 的 积分 线 的 分 布 是 很 关键 的 - 

所 谓 的 极限 环 对 于 方程 (64) 的 所 有 积分 线 的 分 布 图 ， 也 是 非 
常 本 质 的 ， 我 们 来 研究 一 下 方程 


够 -po-1 (65) 
式 中 p 与 2 是 在 平面 (2, Y) 上 的 极 坐 标 . 
方程 (65) 的 所 有 积分 线 的 全 体 可 以 用 公式 
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p 一 1 十 Ge" (66) 

来 表示 ， 式 中 0 是 任意 常数 ， 对 于 不 同 的 积分 线 取 不 同 的 值 、 如 
果 O<0, 为 了 要 使 P 不 为 负数 , 必须 不 取 大 于 一 In|0| 的 值 . 积 
分 线 族 可 分 为 

DD 贺 p1(0=0); 

2) 由 坐标 原点 走出 的 螺 线 ， 它 由 内 部 鸥 近 这 个 圆 ， 当 9 一 
~ (0<0) 时 ; 

8) 占 加 外 向 辕 趋 近 的 絮 线 , 当 p> 一 oo(0>0) 时 (图 14). 

圆 p 一 1 称 为 方程 (65) 的 极限 环 ， 一 般 来 说 , 闭 积 分 线 1 称 为 
极限 环 , 如 果 它 可 能 被 包含 在 一 环形 域内 , 这 个 环形 域 中 所 有 的 点 
对 微分 方程 来 说 都 是 常 点 ， 又 在 这 环形 域 中 的 其 他 积分 曲线 都 不 
是 财 的 。 





UD 
Ta 


(5) 


医 14 
由 方程 (65) 可 见 , 贺 上 所 有 的 点 对 它 都 是 常 点 。 这 表示 极限 
环 上 的 小 段 驱 线 与 所 有 其 他 积分 线 上 的 小 段 弧 没 有 什么 区 别 . 
在 相 平 面 (%, 共 上 ,每 个 半 积 分 曲线 对 应 于 方 各 组 
Ne WW 劝 (07) 


二 


的 一 个 周期 解 [x( 人 , y( 人 )], 而 这 方程 组 描述 某 个 物理 系统 的 变化 
规律 . 当 t 一 十 co 时 在 相 平面 上 趋 近 于 极限 环 的 这 种 积分 线 对 
应 于 当 +-* 十 cc 时 趋 近 于 周期 解 的 运动 . 

设 对 任何 充分 接近 极限 环 1 的 点 (zo, go), 取 作 #-- 如 时 的 初 
始点 ,对 于 方程 组 (67), 由 点 (2(), y(9) 所 描述 的 对 应 的 积分 线 ， 
当 tr 十 oo 时 , 趋 近 于 (w, 9) 平 面 上 的 极限 环 1 《这 表明 ， 所 描述 
的 运动 趋 近 于 周期 解 ). 在 这 种 情形 对 应 的 极限 环 称 为 稳定 的 . 对 
应 于 这 个 极限 环 的 振动 相当 于 物理 中 的 自 振 . 在 某 些 自 振 系 统 
中 , 可 能 存在 儿 个 三 定 的 、 但 是 不 同 振幅 的 报 动 过 程 。 那 一 个 出 现 
是 由 初始 条 件 来 决定 ， 如 果 在 这 个 自 振 系 统 中 出 现 的 过 程 是 可 以 
用 (67) 形式 的 方程 描述 的 话 ， 则 在 相 平面 上 这 种 自 振 系 统 对 应 于 
儿 个 极限 环 。 

到 现在 为 止 , 即使 对 于 已 知 的 微分 方程 , 求 极限 环 近 似 方法 的 
问题 也 还 没有 得 到 满意 的 解答 .解决 这 个 问题 最 广泛 用 到 的 方法 
是 席 卡 莱 所 建议 的 作 “ 无 切 点 的 环线 ”的 方法 ， 它 基于 下 面 的 定理 
的 . 设 在 (%, 巷 平面 上 已 找到 两 个 这 样 的 闭 线 五 与 Ls( 环 线 )， 
它们 具有 下 列 性 质 : 

1) 五 线 在 五 所 包 的 区 域 的 内 部 ; 

2) 在 工 与 Ls 之 间 的 环 域 Q 中 ,方程 (64) 没 有 奇 点 

3) 五 与 L, 上 每 点 都 有 切线 ， 而 且 这 些 切 线 的 方向 与 方程 
《64) 在 这 点 的 向 量 场 的 方向 不 相 重合 ; 

名 在 五 及 Ls 的 任 一 点 上 ， 对 环 域 9 的 内 法 线 和 分 量 为 
[N(w, 9), A 履 (w, 9)] 的 向 最 之 间 的 角度 的 余弦 都 是 同一 符号 的 . 

席 卡 莱 把 三 与 L， 称 为 无 切 点 的 环线 .在 Li 与 Is 之 则 至 
少 有 一 条 方程 (64) 的 极限 环 ， 这 个 定理 的 证 明 是 基于 下 面 的 很 显 
然 的 事实 ， 设 当 + 增加 时 (或 当 上 减少 时 ),， 方 程 (64) 的 所 有 积分 
线 

wot), 3 一 4 (从 
(同样 , 可 以 是 方程 (67) 的 积分 线 , 其 中 + 为 参数 ) 都 穿 过 五 或 工 ， 
进入 1 与 Ls 之 问 的 环 域 Q. 它们 必然 要 旋转 接近 于 某 个 闭 线 


4. 


玉环 在 靖 与 也 之 间 ， 这 是 因为 这 个 环 域 中 的 任 一 积分 线 均 不 
能 走出 去 , 而 在 环 域内 部 又 没有 奇 点 - 

寻求 天 切 环线 本 身 便 是 相当 复杂 的 问题 .还 不 知道 任何 一 般 
的 方法 。 对 个 别 特例 则 找到 了 无 切 环线 ， 由 此 证 明了 极限 环 的 存 
在 . 

在 无 线 电 技 术 中 对 于 真空 管 发 动 器 方程 (16) 找 出 极限 环 ( 自 
振 过 程 ) 具 有 很 大 的 意义 。 对 形式 (16) 的 方程 , 大 约 在 20 年 前 , 克 
需 洛 失 与 波 果 留 博 夫 对 于 有 极限 环 的 情况 , 提出 近似 计算 的 方法 . 
大 约 也 在 这 时 候 ， 苏 联 物理 学 家 受 德 尔 斯 塔 姆 巴巴 勒 克 西 与 安 德 
洛 诺 夫 证 明了 ,为 了 这 个 目的 , 可 以 利用 所 袁 小 参数 法 ， 明 然 这 个 
方法 在 实际 上 过 去 已 应 用 过 了 ， 但 是 运用 这 规律 的 严格 理论 基础 
则 是 没有 过 的 ， 为 了 分 析 自 振 系统 方程 ， 安 德 洛 诺 夫 第 一 个 开始 
系统 地 应 用 了 李 雅 普 诺 夫 与 庞 卡 莱 以 前 在 徽 分 方程 中 所 发 展 的 方 
法 .这样 , 他 得 到 了 一 系列 重要 的 结果 。 

如 前 面 已 说 过 的 , 在 物理 中 “粗糙 "的 方程 组 (参看 $ 8) 有 很 大 
的 作用 . 安 德 洛 诺 类 与 邦 特 里 雅 金 作出 了 一 系列 的 典型 的 研究 , 对 
(64) 形式 的 粗粮 的 微分 方程 在 (e, 四 平面 上 的 积分 线 的 分 布 图 都 
可 以 由 这 些 典型 图 合并 而 成 . 很 早 便 知道 , 当 方程 (64) 过 微小 变化 
时 ,中心 很 容易 就 被 破坏 了 .因此 , 如 果 方 程 组 是 粗糙 的 ， 在 方程 
(64) 的 积分 线 的 分 布 图 中 , 不 能 出 现 中 心 ( 即 包含 奇 点 在 内 的 一 - 族 
闭 积 分 线 ) 

积分 曲线 全 局 分 布 的 问题 还 远 没有 完全 解决 . 我 们 注意 到 , 同 
样 可 以 想到 更 简单 的 问题 ， 实 代数 曲线 ， 在 平面 上 可 能 有 那些 类 
型 , 即 是 由 方程 

Pr 切 一 0 

所 定 的 曲线 的 类 型, 其 中 卫 (z, 9) 一 一 次 多 项 式 ， 这 问题 也 是 还 
远 没 有 完全 解决 .只 有 当 n<6 时 ， 这 些 曲线 有 什么 样 的 类 型 才 
完全 知道 . 

方程 (64) 的 解决 定 在 平面 上 的 运动 ， 如 果 对 平面 上 每 一 点 
《gos go) ,作对 应 点 区 (5 so go)，g (5 ro, go)], 其 中 =(5 ro Yo)， 


站 。 


g (5 co, 名) 为 方程 组 (64), 当 二 加 时 , 具 初 值 "一 zo 与 9 一 的 
解 ， 则 得 到 以 + 为 参数 的 平面 上 的 点 变换 。 与 参数 有 关 的 类 做 的 
变换 及 其 所 产生 的 运动 可 以 在 球面 、 环 面 及 其 他 流 形 上 进行 研 
究 ， 在 动力 系统 理论 中 ,研究 这 些 运动 的 性 质 ， 这 些 运动 在 每 一 
点 的 邻 域 中 ,也 是 某 个 微分 方程 组 的 解 ， 在 最 近 十 年 中 动力 系统 
的 理论 ,在 苏联 数学 家 斯 捷 巴 诺 夫 、 辛 钦 、 波 果 留 博 夫 、 克 雷 洛 夫 、 
马尔 科 夫 , 浑 梅 获 基 及 其 他 人 ,以 及 比尔 可 夫 及 其 他 外 国学 者 的 上 
作 中 ,得 到 广泛 的 发 展 、 

在 这 一 章 中 我 们 对 常 微分 方程 理论 的 现代 情况 给 了 一 个 概 
述 ,并 力求 说 明 这 个 理论 中 所 研究 的 问题 。 我 们 的 叙述 从 任何 角 
度 也 不 能 追求 全 面 .我们 被 迫 抛弃 了 方程 理论 的 许多 部 分 的 讨论 ， 
它们 或 者 是 更 特殊 问题 的 研究 ， 或 者 它们 要 求 读者 具备 比 我 们 假 
定 所 具备 的 数学 知识 要 有 更 多 的 知识 .例如 我 们 一 点 没有 谈 到 一 
个 广泛 而 重要 的 部 门 , 具有 复 变 数 的 微分 方程 理论 的 研究 。 我 们 
没有 可 能 谈 到 所 谓 边 界 值 问题 , 特别 是 在 应 用 中 , 有 很 大 意义 的 固 
有 函数 理论 ， 

我 们 只 能 很 少 注意 到 ， 微 分 方程 数值 近似 解 及 解析 解 的 方法 
等 等 要 想 知 道 这 些 问题 我 们 只 有 向 读者 推荐 去 读 专 门 的 书籍 - 
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第 六 章 偏 微分 方程 


§1. 绪 论 


在 研究 自然 现象 的 时 候 ， 我 们 遇 到 偏 微 分 方程 的 机 会 并 不 比 
过 到 常 微分 方程 的 机 会 少 。 照 便当 我 们 记 研 究 的 自然 现象 是 用 
多 变量 的 函数 措 述 的 时 候 , 我 们 便 过 到 偏 微分 方程 。 在 自然 的 研 
究 中 ， 产 生 了 一 类 偏 微分 方程 ， 这 类 偏 微分 方程 是 现在 研究 得 最 
多 的 , 或 许 是 人 类 知识 系统 中 最 重要 的 , 这 就 是 数学 物理 方程 . 

首先 我 们 来 考虑 任何 介质 的 振动 . 设 这 介质 的 每 点 在 平衡 状 
态 时 的 位 置 是 2 Y, z， 在 振动 时 这 点 在 时 刻 { 的 位 移 是 一 个 向 景 
(ez,%%2 明 ,这 向 量 与 点 的 原来 的 位 置 忆 y, 以 及 时 间 + 有关. 于 
是 我 们 所 要 研究 的 现象 吝 可 用 向 量 场 来 描写 . 但 是 不 难看 到 ， 即 
使 知道 了 这 个 向 量 场 一 一 介质 的 每 一 点 的 位 移 场 一 一 仍 不 足以 完 
全 了 解 这 介质 的 振动 。 向 如 我 们 还 需要 知道 介质 的 每 一 点 的 密度 
Plw, yz 驴 , 每 点 的 温度 T(z, y, z, 肖 以 及 上 内力， 所谓 内 力 就 是 
这 物体 的 每 一 部 分 所 受 的 其 余部 分 的 作用 力 . 

在 空间 和 时 间 过 程 中 , 进行 的 物理 过 程 , 物理 现象 总 是 归结 为 
空间 茶 区 域 的 点 上 物理 量 随 着 时 间 的 变化 ， 正 如 我 们 在 第 二 章 中 
(第 一 卷 ) 记 看 到 的 , 这 些 物理 量 是 以 四 个 自 变数 ”, y, zt 的 函数 
米 描写 的 , 这 里 m y, “ 是 空间 任 一 点 的 华 标 , 是 时 间 . 

大 家 知道 , 物理 量 可 以 有 不 同 的 性 质 . 其 中 一 些 是 用 数值 来 
完全 刻 划 的 , 如 温度 、 密 度 等 等 ， 这 些 量 沁 做 纯 量 . 另 一 些 是 有 方 
向 的 , 那 便 是 向 量 , 如 速度 、 加 速度 、 电 场 的 引力 等 等 。 向 量 不 仅 可 
以 用 它 的 长 度 和 方向 来 表示 , 而 且 可 用 它 的 "分量 "来 表示 , 也 就 是 
把 它 分 为 三 个 互相 垂直 的 向量 的 和 ， 等 如 这 三 个 向 车 可 以 平行 于 
坐标 轴 . 
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在 数学 物理 中 ， 纯 基 或 纯 基 饭 可 以 用 一 个 含有 四 个 自 变 数 的 
丙 数 来 表示 , 而 在 整个 空间 定义 的 向 量 ， 即 通 带 所 谓 向 量 场 ， 则 可 
用 三 个 合 有 四 个 自 变数 的 函数 来 表示 。 这 向 其 可 以 写成 以 下 的 彩 
式 

(am y, 2, £), 
这 里 黑体 字 来 示 , & 是 向 量 , 或 写成 
Uses, Y, DH), ty, Y, 4 f), ul, Y, #, ), 

其 中 we, at, tm 表示 向量 在 坐标 轴 圭 的 投影 . 

除 向 量 与 纯 量 以 外 , 在 物理 中 我 们 还 过 到 更 复杂 的 最 , 如 物体 
在 一 点 的 张力 状态 . 这样 的 一 些 县 叫做 张 量 , 但 若 选 定 坐标 以 后 ， 
每 个 这 样 的 量 仍然 可 以 用 一 些 含有 四 个 自 变 数 的 函数 来 表示 . 

所 以 所 有 可 能 的 物理 现象 总 可 以 用 某 些 多 变数 函数 来 措 述 . 
当然 岂 不 能 强求 这 种 描述 是 绝对 精确 的 . 

警 如 , 当 用 四 个 自 变数 的 函数 来 描述 介质 的 密度 时 , 我 们 搬 开 
了 这 样 一 件 事实 ， 即 “在 一 点 的 "密度 实际 上 是 不 存在 的 ， 我 们 所 
研究 的 物体 具有 分 子 构 造 ， 而 且 这 些 分 子 并 不 相互 紧密 地 接 在 一 
起 , 而 相互 有 一 定 的 距离 。 它们 之 间 的 距离 比 起 分 子 本 身 的 大 小 
来 一般 是 很 大 的 . 因此 我 们 所 说 的 密度 是 包含 在 某 个 小 的 
但 不 是 过 分 小 的 一 一 体积 中 的 物质 的 质量 对 这 体积 的 比 ， 我 们 了 
解 在 一 点 的 密度 的 意思 是 这 个 比值 当 体积 缩小 时 的 极限 ， 介 质 的 
温度 也 是 一 个 极 抽象 而 有 理想 化 了 的 概念 。 物 体 的 温度 是 这 物体 
的 分 子 作 无 秩序 运动 所 引起 的 。 分 子 的 能 量 是 不 同 的 , 但 是 如 果 
我 们 考虑 包含 着 许多 分 子 的 一 个 体积 ， 那 末 这 些 分 子 的 无 秩序 运 
动 的 平均 的 能 量 便 确 定 了 这 样 一 种 特征 , 我 们 称 之 为 温度 . 

与 此 相似 , 当 我 们 讲 到 气体 或 波 体 在 器 辟 上 的 压力 时 , 我 们 不 
应 该 把 这 种 压力 想象 为 似乎 有 一 部 分 气体 或 液体 真正 地 压 在 器 友 
上 事实 上 , 这 一 小 部 分 在 作 无 秩序 运动 时 磁 擅 器 壁 又 由 办 壁 弹 
回 ， 我 们 所 描述 为 器 壁 上 的 压力 者 实际 上 是 器 史 的 某 部 分 所 受到 
的 大 量 分 子 的 衡量 的 总 和 , 这 部 分 器 辟 从 我 们 的 观点 来 说 是 小 的 ， 
也 与 气体 或 液体 的 分 子 之 辣 的 距离 比较 站 来 仍 是 很 大 的 。 这 种 类 


的。 





似 的 例子 很 多 。 数学 物理 记 考 虑 的 都 是 理想 化 了 的 基 , 它们 都 是 
从 这 些 量 的 许多 具体 性 质 弄 呈 考虑 它们 的 平均 数 人 而 抽象 得 来 
的 . 
这 种 理想 化 似乎 是 粗粮 的 , 但 是 我 们 即将 看 到 , 它 给 我 们 带 来 
了 很 大 的 方便 , 它 使 我 们 能 很 好 地 分 析 许 多 复杂 的 现象 , 从 其 中 提 
出 主要 方面 , 撤 开 次 要 的 东西 . 
数学 物理 方程 的 研究 对 象 仍 是 这 些 经 理想 化 了 的 现象 之 间 的 
联系 , 而 这 些 现 象 是 用 一 些 多 变数 函数 米 描述 的 ， 


§2. 最 简单 的 数学 物理 方程 


物理 景 之 间 的 基本 的 联系 和 关系 被 表示 为 物理 和 力学 的 定 
律 ， 这 种 联系 是 多 种 多 样 的 ， 并 且 从 这 些 联系 可 以 导出 更 多 更 复 
杂 的 联系 , 这 就 是 那些 定律 的 数学 推论 ， 物理 和 力学 的 定律 可 用 
数学 的 语言 写成 偏激 分 方程 的 形式 ， 有 时 也 可 以 写成 积分 方程 的 
形式 , 这 些 方 程 便 是 未 知 西数 之 间 的 联系 .为 了 了 解 问题 的 实质 ， 
我 们 列举 数学 物理 方程 的 一 些 范例 : 

试 把 规定 介质 点 的 运动 的 一 些 基本 物理 定律 ， 写 成 数学 的 表 
现形 式 . 

质量 守恒 方程 和 热能 守恒 方程 1. 首先 想象 在 空间 中 到 出 
一 个 而 定 的 体积 29， 我 们 来 描述 在 每 个 这 样 的 体积 中 的 质量 的 守 
恒定 律 ， 为 此 需 计 算 这 体积 中 的 物质 的 质量 ， 这 质量 Wo( 妨 可 用 
以 下 的 积分 来 表示 ; 


Mo -| 人 pc wa Darayas, 
有 


当然 这 质量 不 一 定 是 常数 : 因为 在 振动 的 过 程 中 , 有 一 部 分 物质 进 
入 这 个 体积 , 也 有 一 部 分 物质 移出 这 个 体积 ,所 以 每 一 点 的 密度 在 
运动 过 程 中 是 变化 的 。 将 上 面 的 积分 对 时 间 + 上 求 微分 ,我们 就 得 
到 质量 的 变化 速度 , 

“SO 


澡 - 用 Sean 


5 
这 个 质量 的 变化 速度 也 可 以 用 另 一 种 方法 来 计算 ， 设 曲面 8 是 
我 们 的 体积 9 的 边界 ,我 们 可 以 表述 每 秒 钟 流 过 这 边界 面 S 的 
物质 的 量 , 从 8 中 流出 的 物质 的 量 须 冠 以 负 号 ， 为 此 我 们 考 虐 边 
界面 S 的 一 小 部 分 四， 这 部 分 取得 充分 小 , 可 以 拒 它 夏 做 是 平面 
而 且 它 上 面 的 质点 的 位 移 可 以 看 做 是 一 致 的 。 从 时 间 上 到 # 十 香 
的 过 程 中 , 我 们 考察 这 部 分 面积 上 的 质点 。 我们 首先 注意 
on 


人 一 -号 


at 
是 每 部 分 的 建 度 .经 过 时 间 od 以 后 , 吃 上 的 质点 移动 了 vdt, 而 
移 到 wsi 的 位 置 , 日 原来 在 dss。 上 的 质 
点 则 移动 到 必 上 来 (图 二 . Wy 
.因此 , 在 这 段 时 间 中 , 原来 在 内 
的 整个 柱 体 ws 惰 的 物质 从 中 流出 ， 
且 结果 流 到 Gsdsi 的 位 置 ， 这 柱 体 的 
商 等 于 watveoe (入 8)， 其 中 天 表示 
曲面 的 外 法 线 方 向 ， 柱 体 的 体积 等 于 
veos(n, V)dsdt, 
面 质量 等 于 
pv cog(n, Vds ds. [2 
把 所 有 这 样 的 柱 体 加 起 来 ， 我 们 
就 得 到 在 时 间 对 从 人 中 流出 的 质量 
的 表达 式 图 1 
me vw)asat, 


这 里 ， 在 速度 是 向 着 2 内 的 地 方 , 余弦 的 符号 是 负 的 ， 这 就 是 说 ， 
在 积分 中 流入 的 物质 算 带 有 负 号 .介质 的 运动 速度 和 其 密度 的 冬 
积 称 为 流量， 质量 的 流量 是 一 向 基 gq 一 p9. 

为 了 得 到 物质 流出 的 速度 , 只 须 将 以 上 得 到 的 表达 式 除 以 di， 
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eo 


所 以 我 们 得 物质 流出 的 速度 的 胡 达 式 


由 prads— ff ds, 


式 中 一 V00s(n, 9); 4 一 9 c08(1, 9). 
向 量 9 沿 法 线 方向 的 分 量 可 以 用 9 和 8 沿 坐 标 回 的 分 量 来 
表示 。 由 解析 几何 可 以 知道 
Wa = 2008(1, VU) = Vs C08 (Rf, T)+ vy cos (nt, Y) + COs (NR, 2), 


内 此 我 们 可 以 把 物质 流出 的 过 度 的 表达 式 改写 成 
人 eco 四 +weostm 四 +wecs(m 2))a, 
因为 内 有 在 质量 经 过 曲面 8 流入 或 流出 时 ， 人 中 的 质量 才能 
发 生变 化 , 根据 质量 守 便 定律, 以 上 计算 质量 变化 的 丙种 方法 应 该 


给 出 相同 的 结果 . 
因此 , 命 9 中 质量 的 变化 速度 等 于 其 输入 的 束 虚 , 乃 得 


朋 竹 we 
2 
——Jf Cow oos(m, ®) +prseos(n, W) + prscos (n, 2))ts 


~—]f (geoo08 Cn, «) +gueos Cn, W) +gecos(n, 2))de, 


此 关系 式 对 任何 体积 2 蕴 成 立 ， 这 就 叫做 连续 性 方程 . 
这 等 式 右边 的 积分 可 以 用 奥 斯 特 洛 格 拉 特 斯 基 公 式 化 闫 体积 
分 ， 此 公式 在 第 二 章 ( 第 一 卷 ) 已 引入 , 由 这 公式 得 


Jf Covecosn, TX) + pvy os(n, Y) +pv eon, 2))ds 
lle 二 2 ae) dn. 
由 此 可 得 


Wa + + oe 





ar 二 20-0， 
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我 们 得 到 以 下 的 结果 : 在 任何 体积 OQ 上 , 函数 
Bp | alpvs) | Olpry) | Olpv:) 
re 

或 

9 09s 8 a 
时 + 


的 积分 为 零 , 故 这 函数 恒 等 于 零 。 这 样 一 来 , 我 们 得 到 连续 性 方程 





a Opvs) | Olpty) , Olp2:) 
0 人 


方程 (了 ) 是 用 偏 微分 方程 的 语言 来 叙述 物理 的 定律 的 典型 的 例子 ， 

2， 现 在 我 们 再 来 考虑 一 个 这 种 问题 , 即 热 量 传导 的 问题 

如 果 在 整个 介质 中 ,有 热量 从 一 点 传播 到 另 一 点 。 我 们 想象 
在 指定 的 介质 内 部 取出 某 一 曲面 , 那么 在 热量 的 传播 过 程 中 , 将 有 
热量 通过 曲面 的 每 一 小 部 分 ws， 我 们 所 考虑 的 热 的 传播 现象 可 以 
月 一 特殊 的 向 量 一 一 “热流 向 量 ” 来 描述 ， 我 们 用 来 表示 这 热流 
向 量 、 于 是 在 每 秒 钟 通过 某 面积 几 的 热量 有 表达 式 rw, 这 表达 
式 和 我 们 以 上 推导 连续 性 方程 时 所 得 到 的 流体 在 每 秒 钟 通过 面积 
Qs 的 流量 的 表达 式 gsds 相 类 似 ， 这 里 用 热流 向 量 7 来 代替 以 前 
的 流体 的 流量 @ 一 PV. 

连续 性 方程 表示 流体 在 运动 中 的 质量 守 便 定律 ， 用 推导 连续 
性 方程 的 同样 的 方法 , 我 们 可 以 得 到 一 个 新 的 偏 微分 方程 , 它 表 示 
能 量 的 守重 定律 . 

在 每 一 点 热能 的 体 密度 @ 可 以 用 下 列 公 式 来 表示 : 








Q@-oO7 
其 中 0 是 体 热 容 ,2 是 热度 
于 是 不 难得 到 方程 
7 ,bre pr Br 
es A 0, (2) 


如 果 把 “密度 " 换 为 "能量 密 度 ”,“ 流 最" 换 为 "热流 向 量 ", 则 此 方程 
的 推导 和 连续 性 方程 的 推导 完全 一 样 。 于 此 我 们 须 设 : 在 我 们 考 
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虑 热 导 现象 的 介质 中 , 到 处 都 没有 热能 产生 . 但 如 果 在 介质 中 有 
热量 输出 , 则 方程 (2) 就 应 该 有 所 变化 . 设 9 是 热能 “输出 的 密度 ”， 
即 在 单位 时 间 中 , 单位 体积 的 介质 所 输出 的 热能 , 则 热能 的 守恒 方 
程 就 具有 下 列 比较 复杂 的 形式 


2 ,Bre sm sm _ 
于 (3) 

3， 将 方程 (1 对 时 间 求 微分 ， 我 们 还 可 以 得 到 一 个 和 连续 性 
方程 (D 同类 型 的 方程 .我 们 假设 气体 图 绕 着 它 的 平衡 位 置 作 微小 


振动 ， 于 是 我 们 可 认为 在 这 种 振动 过 程 当中 ， 密 度 的 变化 是 很 小 
的 , 即 名 ,如 ,名 和 和 部 是 很 小 的 是 且 其 与 ww 的 条 











2 5' By 
积 可 上 略 去 。 ee 

各 + 和 + 人 -0 

Sp 和 oe, ,00 
人 且 略 去 2 和 而 ，- 动 ，- 配 的 乘 
积 , 则 得 
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运动 方程 1. 介 夺 的 运动 方 下 平方 和 是 用 失 分 方 各 
示 物 理 定律 的 重要 范例， 设 介质 是 由 许多 物质 的 部 分 所 组 成 的 ， 
并 且 这 些 部 分 以 某 速度 运动 着 ， 和 第 一 个 例子 一 样 ， 想象 在 我 们 
的 介质 中 取出 某 个 体积 Q, 在 2 中 含有 介 抽 的 一 部 分 物质 , 命 
的 边界 是 3， 对 于 Q 中 的 这 部 分 物质 ， 写 出 牛顿 的 第 二 定律 、 牛 
顿 第 二 定律 是 说 : 在 介质 的 整个 运动 过 程 , 某 系 统 所 有 点 的 总 动量 
的 变化 速度 等 于 作用 在 这 体积 上 的 所 有 力 的 冲 量 之 和 。 从 力学 中 
知道 ,动量 是 向 量 

P-fffewan. 


原来 以 密度 p 填 满 小 体积 40 的 那 一 部 分 物质 , 经 时 间 尿 以 
后 , 将 以 新 的 密度 p' 填 满 新 的 体积 20, 但 其 质量 不 变 


5。 





pdQ'~pan. 
在 这 一 段 时 间 中 ， 速 度 由 v 变 到 人 ， 这 种 速度 的 变化 如 一 
v' 一 5 引起 了 动量 的 变化 
pV A —pvdQ=p 0 ~ pvdQ = pdV dan. 
于 是 在 单位 时 间 中 , 动量 的 变化 为 
Pp 名 spp 铝 apD. 
把 2 中 所 有 的 部 分 加 起 来 , 我 们 就 得 出 它 的 动量 的 变化 速度 


有 多 
a 





( 这 里 的 答 商 加 =，- 品 -， -并 不 是 在 空间 某 一 点 的 而 是 在 已 


知 部 分 上 。 的 和 分量 的 变化 速 朗 , 我 们 不 用 符号 -如 而 用 如 ,就 
是 为 了 家 明 这 一 点 . 显然 委 一 如 + 论 +% 庙 + 总.) 

作用 在 某 体积 上 的 力 可 能 有 两 类 ， 一 类 是 作用 在 这 体积 中 的 
每 一 部 分 上 的 力 ; 另 一 类 是 作用 在 这 体积 的 末 面 8 上 的 力 ， 第 一 
类 是 远 作用 力 ,而 第 二 类 是 近 作用 力 . 

为 了 角 明 上 述 的 概念 ， 息 设 我 们 所 考虑 的 介质 是 液体 于 是 
作用 在 面积 元 素 ds 上 的 表面 力 是 pas 其 中 性 是 液体 的 压力 ,而 此 
力 的 方向 和 外 法 线 相反 。 

若 以 n 表示 沿 曲 面 8 的 外 法 线 的 单位 向 量 , 则 作用 在 面积 元 
素 四 上 的 力 将 等 于 

—pnds, 
此 外 , 设 五 是 作用 在 单位 体积 上 的 外 力 。 于 是 我 们 的 方程 可 


以 写成 
VEE 


这 就 是 运动 方程 的 积分 形式 ， 就 象 连 续 性 方程 可 化 为 方程 (了) 一 
样 , 这 方程 也 可 以 化 为 微分 方程 的 形式 ， 结 果 我 们 得 方程 组 


ds | Bp dw OP dv Dp _ 
P+ Ws Prat ty fp ta-P 
(5) 





这 方程 组 是 牛 十 的 第 二 定律 的 微分 表示 形式 . 

2.， 弦 振动 方程 是 用 微分 方程 表示 力学 定律 的 另 一 范例 ， 所 
调 弦 是 指 弹性 物质 构成 的 组 而 长 的 物体 , 由 于 它 很 细 , 所 以 可 认为 
是 极其 柔软 的 。 在 考虑 弦 的 振动 时 ， 总 假设 它 是 被 拉 紧 着 的 。 想 
象 在 粥 上 的 每 一 点 5 作 一 断面 , 则 这 断面 将 弦 分 为 两 边 , 且 由 每 一 
边 有 一 力作 用 在 另 一 边 上 , 此 力 的 大 小 等 于 纹 的 张力 , 而 其 方向 子 
行 于 弦 的 切线 方向 . 

我 们 试 考虑 弦 的 某 一 小 段 。 将 驼 上 每 点 2 离 其 平 酉 位 置 的 中 
离 记 为 vc, 们 ， 我 们 假设 弦 的 振动 是 在 一 个 平面 中 进行 的 , 且 设 
这 种 位 移 垂直 于 0w 轴 ， 我 们 把 位 移 v(z, 四 用 图 形 (图 9 表示 出 
来 。 我 们 考虑 在 点 z1 和 zs 之 间 的 那 一 小 眉 弦 ,于 是 有 二 力作 用 在 
这 两 点 上 , 此 力 的 大 小 等 于 弦 的 张力 T， 而 其 方向 平行 于 vw, 诊 
的 切线 方向 . 





图 2 


如 果 这 贡 是 碍 临 的 ， 那 么 这 二 力 的 总 作用 不 为 罕 。 根据 力学 
的 基本 定律 , 这 总 作 月 力 应 该 等 于 这 段 粥 的 动量 的 变化 速度 ， 
设 每 公分 长 的 终 的 质量 为 p, 则 动量 变化 速度 为 
we 
6 人 器 加 


56 。 
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如 果 用 9 玫 示 芝 的 切线 和 Ow 轴 的 交角 , 我 们 便 有 
Two-Tsinp 一 全 3 ads; 

这 就 下 示 力学 第 二 定律 的 基本 方程 的 积分 形式 .不 难 抠 它 表示 为 

微分 的 形式 。 旺 然 我 们 有 


p 2- 总 人 om 中. 


由 激 分 学 就 容易 看 到 未 知 函 数 %“ 和 卫 siny 之 间 有 下 列 的 关系 : 
Bo 


ou typ 
褒 F 一 二 he ey 
oz 工 十 如 郊 ER 
Yt C3 


且 近 似 地 设 (38 很 小 , 则 有 


于 是 
GP or 《6) 

这 个 方程 就 是 弦 振 动 方程 的 微分 形式 . 

数学 物理 方程 的 基本 形式 ”我 们 在 前 面 已 经 说 过 ， 描 述 物理 
现象 的 偏 微 分 方程 一 般 都 是 几 个 未 知 函数 的 方程 组 。 但 在 许多 情 
形 下 , 这些 方程 组 可 以 化 为 一 个 方程 。 我 们 举 出 下 列 几 个 简单 的 
例子 来 说 明 这 一 点 . 

我 们 来 看 一 下 前 节 中 记 考 虑 过 的 运动 方程 ， 要 解 这 些 方程 必 
须 同 时 考虑 连续 性 方程 , 关于 如 何 做 法 以 后 要 谈 到 。 

1. 我 们 首先 考虑 更 想 流体 的 定常 流动 的 方程 . 

流体 的 所 有 可 能 的 运动 可 以 分 为 有 旋 运 动 和 无 旋 运 动 ， 无 旋 
运动 也 叫 作 场 位 运动 。 虽 然 无 旋 运 动 只 是 流体 运动 的 一 部 分 傅 
形 ,而 且 在 某 种 意义 之 下 , 液体 或 气体 的 运动 总 是 有 旋 的 , 伺 是 经 
验 说 明 , 在 许多 情形 下 , 这 些 无 旋 运 动 十 分 精确 地 体现 着 流体 的 运 
动 . 此 外 , 从 理论 上 可 以 证 明 ， 在 无 粘 竹 的 流体 中 , 如 果 一 开始 没 
有 旋 流 , 那么 以 后 也 就 不 会 产生 . 


对 于 流体 的 场 位 运动 , 存在 一 个 纯 量 函 数 (zy, z 性 ,由 作 
速度 势 , 速度 向 县 2 可 以 表示 为 
-0 a 

直到 目前 为 目 , 在 所 有 的 情形 下 , 我 们 遇 到 的 是 四 个 未 知 函 数 
的 四 个 方程 的 方程 组 ， 也 可 以 说 是 一 个 纯 量 的 方程 和 一 个 问 凡 的 
方程 ， 其 中 包含 一 个 未 知 的 纯 量 函数 和 一 个 未 知 的 向 量 场 ， 通 常 
这 些 方程 可 以 化 为 关于 一 个 未 知 函 数 的 一 个 方程 ,但 为 二 阶 的 .我 
们 先 就 简单 的 情况 说 起 . 


对 于 不 可 压缩 液体 的 场 位 运动 , 因 22 一 0， 故 有 下 列 的 两 组 
方程 ,连续 性 方程 
各 + 各 + 入)-， 


oy 
和 场 位 运动 方程 
将 这 第 二 组 方程 必 示 出 来 的 速度 的 数值 代入 第 一 个 方程 便 得 
0 ,20 | 90 on 


tt 

2. 也 可 以 通过 微 商 的 关系 , 将 “热流 ”的 向 量 场 和 一 纯 量 一 一 

温度 联系 起 来 ， 大 家 知道 热量 总 是 从 物体 较 热 的 部 分 “ 流 ” 向 较 冷 

的 部 分 ， 所 以 可 以 认为 热流 向 量 与 温度 的 梯度 向 量 相反 . 很 自然 ， 

第 一 步 近似 地 假设 这 向 量 的 数值 与 所 谓 温 度 的 梯度 成 正比 ， 实 验 
证 明 这 假设 是 正确 的 . 





温度 的 梯度 向 量 有 分 量 
ar 7 7 
Bm’' WW’ 


命 比例 系数 为 访 便 得 下 列 三 方程 


a 
hh 





Te 入 We 


将 这 些 数 值 代入 热能 的 平衡 方程 
8. 


1 





a Bre Or, Br 
yt 
则 得 
0 名 -和 [器 + 如 + 一 ]+r (9) 
3. 最 后 ,对 于 气体 介质 的 微小 振动 , 璧 如 声 的 振动 , 由 方程 
ve 
器 +o 训 (各 )+o 邵 ( 禾 )+r 训 ( 癌 )-0 
和 运动 方程 (5) 
pe + 型 - Pp + 名 ~ 一 Fw p 2 一 了 





oy 
假设 没有 外 力 (F,= 卫 ,= 了 ,=0) ,我 们 得 
膏 ( 名 + 名 :名 ) 


《为 此 , 只 须 将 加 速度 的 下 达 式 代入 连续 姓 方 程 , 且 借 助 波 义 尔 - 马 
略 特定 律 p=op 将 其 中 的 密度 p 消去 ). 

不 仅 对 以 上 所 考虑 的 问题 ,而且 对 许多 数学 物理 问题 而 言 , 方 
程 (7), (8) 利 (9) 是 典型 的 ， 这 些 方程 的 详 继 研 究 使 我 们 明确 了 许 
多 物理 现象 ， 


3. 始 什 条件 和 边 值 条 件 . 解 的 唯一 性 


和 常 微分 方程 一 样 , 除去 极 少 的 例外 , 每 个 偏 微 分 方程 一 般 有 
无 穷 个 特 解 ， 所 以 在 解决 具体 的 物理 问题 时 ， 即 寻求 适合 某 方 稳 
的 一 个 未 知 函 数 时 ， 必 须 会 从 无 穷 个 互 不 相同 的 解 中 选取 我 们 所 
需要 的 解 ， 为 此 , 除 方程 以 外 , 还 须知 道 一 些 附 加 条 件 ， 我 们 在 上 
面 已 经 看 到 ， 偏 微分 方程 是 物理 或 力学 的 规律 的 表示 式 。 仅仅 知 
道 这 种 规律 还 不 足 预 言 某 种 现象 ， 譬如 在 天 文学 中 , 要 藉 言 天 休 
的 运动 , 当然 须知 道 这 些 天 体 的 质量 , 并 且 除 牛顿 定律 的 一 般 公 式 
以 外 , 还 须要 知道 我 们 所 研究 的 天 体系 统 的 原始 状态 , 即 在 某 起 初 
时 间 , 这 些 天 体 的 分 布 及 其 速度 。 在 解决 任何 数学 物理 的 问题 时 ， 


= 59 。 


总 会 有 类 似 的 附加 条 件 . 

所 以 ， 一 个 数学 物理 的 问题 乃 是 要 寻求 一 适合 某 些 附加 条 件 
的 偏 微分 方程 的 解 . 

关于 上 面 所 写 出 来 的 方程 (7)，(8) 和 (9), 由 于 它们 互 不 相同 
的 特点 ， 于 是 对 它们 所 可 能 提出 的 问题 和 解决 的 问题 也 是 互 不 相 
同 的 . 

拉 普 拉 斯 方程 和 波 又 方程 、 调 和 函数 及 其 边 值 问题 的 解 的 唯 
一 性 .现在 我 们 比较 详细 地 考 志 上 述 问题 的 提 法 ， 首 先 考虑 拉 普 
拉 斯 方程 和 波 桑 方程 方程 

如 = -4rp 
叫做 波 双 方程 ,其 中 p 一 般 有 密度 的 意义 .在 特殊 情况 下 , p 可 能 
为 零 ， 当 p 三 0 时 , 我 们 便 得 拉 普 拉 斯 方程 
一 0. 

不 难看 到 ， 任 何 波 桑 方程 的 两 个 特 解 之 差 是 一 个 适合 拉 普 拉 
斯 方程 的 函数 , 或 者 说 ， 它 们 的 差 是 一 个 调和 函数 ， 这 样 一 来 ， 波 
桑 方 程 的 解 的 整个 集合 化 为 调和 函数 的 集合 . 

如 果 我 们 会 用 任 一 方法 来 建立 波 桑 方程 一 个 特 解 ww， 那 么 用 
公式 

形 一 加 十 包 
来 变换 未 知 函数 , 则 得 到 关于 新 的 未 知 函 数 w 的 拉 普 拉 斯 方程 . 
我 们 也 可 以 将 附加 条 件 作 相应 的 变换 ， 而 得 到 关于 新 未 知 函 数 的 
附加 条 件 , 所 以 关于 拉 普 拉 斯 方程 的 问题 的 研究 是 特别 重要 的 . 

正如 许多 数学 问题 一 样 ， 偏 微分 方程 问题 的 正确 提 法 往往 是 
直接 从 实际 中 提示 出 来 的 .解决 拉 普 拉 斯 方程 时 所 产生 的 附加 条 
忻 也 是 由 问题 的 物理 提 法 导 来 的 . ” 

我 们 考虑 某 介质 中 定常 的 温度 状态 , 即 当 热 源 保 持 不 变 时 , 考 
弄 访 介质 中 的 温度 分 布 情形 。 在 这 些 条 件 之 下 , 经 过 某 一 段 时 间 

也 为 了 简单 起 见 ,我 们 用 必 表示 下 列 的 玫 达 式 : 

合 + 避 + 全 ， 
这 表达 式 一 般 称 为 函数 由 蓄 习 普 垃 斯 算 子 。 
ce0。 


以 后 , 介质 每 一 点 的 温度 将 不 随时 间 而 变化 。 欲 知道 每 一 点 的 温 
上 度 ,我 们 求 方程 


ar 
2 


的 解 , 其 中 9 是 热量 输出 的 密度 , 此 解 与 上 无 关 。 我 们 得 到 
全 二 9 一 0. 

由 此 可 见 ， 我 们 的 介质 中 的 温度 应 适合 波 桑 方程 。 如 果 热 量 
输出 的 密度 为 零 , 则 波 桑 方程 就 变 成 拉 普 拉 斯 方程 。 

由 简单 的 物理 概念 可 以 看 到 ; 欲求 出 介质 内 部 的 温度 , 我 们 还 
必须 知道 介质 边界 上 的 情况 ， 

显然 , 所 有 以 前 对 介质 内 点 考虑 的 物理 规律 , 在 介质 的 边界 点 
上 将 有 另外 的 表达 形式 . 

在 定常 的 温度 分 布 问题 中 , 在 边界 上 , 我 们 或 者 给 出 温度 的 分 
布 ,或 者 给 出 通过 单位 面积 的 热流 量 , 或 者 给 出 温度 和 热流 量 之 间 
的 某 个 关系 。 

如 果 我 们 考虑 体积 9 中 的 温度 ， 设 这 体积 的 边界 面 是 S， 那 
么 这 些 条 件 可 写成 


» Tl,~p(0), (10) 
或 

2» | -yo), Go 
或 在 更 一 般 的 情形 下 

a) +pr|, -x®, (10") 


其 中 @ 表示 曲面 S 上 的 任意 点 .形式 (10) 的 条 件 叫 笋 边 值 条 件 。 
在 寻求 拉 普 拉 斯 方程 或 波 桑 方程 的 解 时 ， 上 述 形式 的 一 个 边 值 条 
件 就 确定 了 我 们 所 需要 的 解 的 选取 ， 并 且 一 般 是 唯一 地 确定 了 这 
个 解 . 
所 以 当 求 拉 普 拉 斯 方程 或 波 桑 方程 的 解 时 ， 必 须 上 且 只 须 给 出 
边界 上 的 一 任意 函数 ?。 现 在 我 们 比较 详细 地 考 目 拉 普 拉 斯 方程 ， 
“任意 泊 数 ”是 指 在 这 画 数 上 , 除 某 种 正则 性 条 从 以 外 ,不 加 其 他 特 珠 的 限制 。 
“ol 


如 果 我 们 知道 一 个 调和 半数 ( 即 运 合 拉 普 拉 斯 方 杯 的 函 效 ) 在 区 域 
的 边界 上 取 什 么 数值 , 那 末 这 调和 函数 就 完全 地 被 确定 . 

我 们 先 证 好， 一 个 调和 函数 在 区 域内 部 任 一 点 的 数值 不 能 大 
于 它 在 边界 上 的 数值 的 极 大 。 或 更 精确 地 说 , 任何 调和 函数 在 边 
界 上 达到 它 的 绝对 极 大 信和 绝对 极 小 值 。 

由 此 立刻 看 到 , 如 果 一 调和 函数 在 区 域 2 的 边界 上 的 数值 是 
常数 ， 那 末 这 调和 函数 在 这 区 域内 部 也 等 于 这 同一 个 常数 ， 因为 
车 一 函数 的 极 大 和 极 小 是 同一 个 常数 ， 则 此 画 数 到 处 都 等 于 这 个 
常数 . 

现在 我 们 证 明 调 和 函数 的 绝对 极 大 和 绝对 极 小 不 能 在 区 城 的 
内 部 ， 我 们 先 注意 : 车 函数 w(z,， y, 2) 的 拉 普 拉 斯 算 子 如 在 整个 
区 域 中 是 正 的 , 刚 此 函数 在 区 域内 部 不 能 有 极 大 ; 车 4 为 负 , 则 函 
数 在 区 域内 不 能 有 极 小 ， 城 然 , 设 函 数 刀 在 菜 一 点 取 极 大 , 则 单独 
对 每 一 个 变数 来 说 (将 其 余 二 变数 保持 不 变 )， 函 数 在 这 点 仍 为 极 
大 .由 此 可 见 ， 这 函数 对 每 个 变数 的 二 阶 徽 商 为 非 正 值 ， 这 就 是 
说 ， 这 些 二 阶 徽 商 的 和 也 是 非 正 的 ， 故 拉 普 拉 斯 算 子 不 可 能 是 正 
的 。 同样 可 以 证 明 : 着 函数 在 某 个 内 点 上 为 极 小 , 则 其 拉 普 拉 斯 算 
子 在 这 一 点 不 可 能 为 负 ， 这 就 是 说 , 若 一 函数 的 拉 普 拉 斯 算 子 在 
区 域 中 到 处 为 负 , 则 此 函数 在 这 区 域 中 不 可 能 有 极 小 . 

若 某 函数 是 词 和 函数 ， 则 总 可 以 将 它 作 任意 小 的 变化 而 使 其 
拉 营 拉 凑 算 子 为 正 或 为 负 ; 为 此 只 须 加 上 以 下 的 项 

m+n ++) 
其 中 了 是 任意 小 的 常数 。 

一 个 函数 是 否 在 区 域 的 内 部 有 绝对 的 极 大 或 绝对 的 极 小 ， 加 
以 十 分 微小 的 量 并 不 改变 这 各 性质， 如 果 一 调和 函数 在 区 城 的 内 
部 有 极 大 , 则 加 以 十 ra 以 后 , 我 们 便 得 一 个 具 正 拉 普 拉 斯 算 子 的 
函数 , 而 这 函数 在 区 域 的 内 部 有 极 大 ,但 根据 以 上 的 证 明 ， 这 是 不 
可 能 的 。 这 就 是 说 , 调和 函数 不 可 能 在 区 域 的 内 部 达到 绝对 极 大 . 

同样 可 以 证 明 ， 调 和 函数 也 不 可 能 在 区 域 的 内 部 达到 它 的 绝 
对 极 小 。 


“ae 


由 以 上 靳 证 明 的 定理 可 以 排出 一 个 重要 结论 ， 如 果 两 个 调和 
函数 在 区 域 的 这 界 上 取 相 辣 数 信 ， 则 比 二 函 歼 在 问 个 区 域 的 内 部 
互相 一 致 城 然 , 这 二 函数 之 关 ( 仍 为 词 和 画 数 ) 在 区 域 的 边界 上 
为 零 , 故 在 区 域内 到 处 为 零 - 

我 们 看 到 ,调和 范 数 被 它 在 边界 上 的 数值 所 完全 确定 ， 可 以 
证 明 ( 但 不 能 详细 地 给 出 这 个 证 明 ), 这 些 值 可 以 任意 给 , 并 且 总 可 
以 找 出 一 个 洞 和 函数 取 此 边 值 . 

如 果 知 道 通过 物体 表面 的 持 个 面积 元 素 的 独 流 最 ， 或 知道 温 
庆 和 热流 量 之 间 规 律 , 则 物体 定常 的 温度 分 布 就 完全 被 确定 了 . 这 
事实 的 证 明 比 较 复 杂 , 待 以 后 讨论 数学 物理 问题 的 解法 时 , 再 局 到 
这 问题 上 来 。 

热传导 方程 的 边 值 问题 “在 非 定常 的 情形 下 ， 基 传 导 方程 的 
定 解 问题 的 提 法 与 以 上 的 是 完全 两 样 的 ， 从 物理 上 可 以 看 到 , 仅 
仅 知道 边界 的 温度 或 仅 知道 边界 上 的 热流 量 ， 并 不 尼 以 确定 问题 
的 解 ， 但 著 除 此 以 外 , 还 知道 在 某 个 开始 时 刻 的 温度 分 布 , 则 问题 
就 完全 确定 了 ， 因 此 , 欲 寻 求 形 如 (8) 的 方 程 的 解 ,一 般 必 须 且 只 
须 给 出 一 任意 函数 Yo(2, y, 人 作为 原始 的 温度 分 布 , 且 在 边界 上 
还 要 给 出 一 任意 函数 。 和 以 前 一 样 , 这 可 以 是 物体 表面 上 的 温度 
分 布 ,或 是 通过 表面 每 个 面积 元 米 的 热流 晤 ,或 是 温度 和 热流 是 之 
间 的 规律 . 

因此 我 们 的 问题 的 提 法 是 ; 寻求 方程 (8) 的 解 , 它 适合 条 件 

Zoo 人 Y, GD 





以 及 下 列 三 条 件 之 一 : 
D 7|.~p(®), (32) 
2» 人 | -yw0), (12) 
3) a | tA -x0), G12) 


起 中 驴 是 出 面 8 上 的 任意 点 . 
条 人 (11) 喇 始 值 条 件 , 而 条 御 (12) 汕 边 值 条 件 。 
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我 们 不 详细 证 明 上 渤 每 个 问题 都 有 确 宝 的 解 ， 而 只 考虑 其 中 
的 第 一 个 问题， 耐 且 只 考虑 介质 内 部 没有 热量 输出 的 情形 。 我 们 
来 证 明 , 方 究 
1 er 
i 
和 条 休 TomTo le, 9, ©), 
T,,=9(Q) 
只 可 能 有 一 个 解 。 
这 个 命题 的 证 明 与 上 述 拉 普 拉 斯 方程 的 解 的 唯一 性 证 明 十 分 
相 象 。 首 先 我 们 证 明 , 若 
1 WE 
a 
则 作为 下 个 变 元 wy,z 和 t(0<t< 志 ) 的 画 数 了 或 者 在 变 元 
+ 的 区 域 Q 的 边界 上 达到 极 小 (或 在 Q 内 达到 极 小 ， 但 必须 在 
起 始 时 项 一 0)、 
诚然, 在 相反 的 情形 ,7 在 某 内 点 达到 极 小 ,于 是 在 这 一 点 上 ， 
7 的 所 有 一 阶 富商, 包括 -2 在 内 ， 将 等 于 零 ， 而 若 这 极 小 出 现 
在 寺 -地 出- 人 非 正 ， 在 这 一 点 , 了 对 变 元 2, 2 的 二 阶 仙 商 
周 非 负 。 册 此 可 见 ，4 一 -十 - -< 将 为 非 负 ， 所 以 在 我 们 的 区 域 
内 部 , 不 能 达到 极 小 但. 
同样 可 以 证 琢 , 涛 4 一 二 -和 ->0, 则 在 器 内 ,于 0<t< 
时 ,函数 7 不 能 有 裤 大 值 存在 . 
最 后 车 -上 -30 则 在 口内 , 当 0<t<t 时 ,函数 


了 不 能 达到 绝对 的 极 大 或 绝对 的 极 小 ， 因为， 譬如 了 达到 绝对 极 
小 ， 则 加 上 一 项 ?人 一 如， 而 考虑 T1 一 了 +9(t 一 如 )， 当 十 分 小 


叶 不 失去 绝对 极 小 的 存在 性 , 但 此 时 LT 一直 2 为 负 ， 而 这 
是 不 可 能 的 。 


0. 








用 同样 的 方法 可 以 证 明 ,T 了 在 所 考虑 的 域内 没有 绝对 极 大 、 

所 以 ， 绝 对 极 大 和 绝对 极 小 只 能 在 初始 时 刻 :一 0 达到 ,或 在 
所 考虑 介质 的 边界 8 上 达到 ， 如 在 初始 时 刻 和 边界 8 上 ,了 -0， 
则 对 一 切 tst 如 , 在 区 域内 部 到 处 有 下 一 0， 如 果 任 意 两 个 湿度 分 
布 Tt 和 Ts 在 初始 时 刻 # 一 0 和 在 边界 上 相等 ， 则 其 差 中 一 7 一 
也 将 适合 热传导 方程 , 且 于 3 一 0 和 边界 上 为 零 。 这 就 是 说 ,71 一 
ZZ 到 处 等 于 零 , 故 这 二 温度 分 布 Ts 和 Ts 到 处 相间 . 

在 以 后 讨论 数理 方程 的 解法 时 , 我 们 可 以 看 到 , 了 在 t=0 上 
的 数值 , 以 及 等 式 (12) 右边 函数 ， 可 以 任意 指定 ， 即 每 个 这 种 问题 
民有 解 存 在 . 

振动 能 和 振动 方程 的 边 值 问题 ”我 们 现在 考虑 ， 在 什么 条 件 
下 我 们 已 导出 的 ， 基 本 的 数学 物理 方程 的 第 三 个 方程 ， 即 方程 49) 
是 可 解 的 . 


为 本 简单 起 见 ， 我 们 考虑 纺 报 动 方程 -2 -二 呈 ， 它 和 
方程 (9) 很 相似 ,仅仅 是 在 空间 变 元 的 个 数 上 有 所 不 同 ， 这 方程 的 
右边 是 全 4.， 它 表示 骆 上 任 一 点 的 加 速记 .对 任 一 力学 系统 来 说 ， 
如 果 知 道 了 这 系统 每 一 点 的 初始 位 置 和 这 庶 ， 则 此 林 统 的 运动 将 


完全 被 确定 。 因此 对 弦 振 动 方 程 来 说 , 给 出 每 点 的 初始 位 置 和 束 
谍 是 自然 的 : 


|-o=t 人 2) 


2 
i 


此 外 ， 我 们 在 上 面 已 经 说 过 ， 这 方程 只 能 表示 艾 的 内 点 的 力学 规 
律 , 它 在 弦 的 端点 上 就 不 再 成 立 了 。 所 以 在 弦 的 两 端 必 须 给 出 补 
充 条 件 。 如 果 纱 的 两 端 固定 在 畔 衡 位 置 上 , 则 我 们 将 有 
| 一 | > 一 0. 
这 些 条 件 有 时 也 换 为 另 一 些 比较 复杂 的 条 件 ， 但 这 种 变化 并 不 是 
本 质 的 . 
对 方程 49) 也 可 以 提出 一 些 与 此 类 似 药 定 解 问题 、 欲 定 方程 
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《9) 的 一 个 解 , 一 般 给 出 
plo—9ol®, Y, 2), (13) 


名 |， -mc ya 
以 及 下 列 “ 边 值 条 件 ” 之 一 ; 


Pl.~=P(@), (1 
多 | -wh， Ge) 
a 名 | +pp|, -=x(@. G49 


这 与 以 前 的 不 同 之 点 在 于 :, (11) 中 只 有 一 个 始 值 条 件 , 而 现在 有 两 
个 始 值 条 件 (13). 

条 件 (4 和 显然 表示 在 所 考虑 体积 的 边界 上 的 物理 规律 . 

一 般 来 说 ， 条 件 (13) 与 条 件 (14) 中 的 任 一 个 条 件 合 起 来 就 唯 
一 地 确定 了 问题 的 解 。 但 我 们 在 这 里 不 证 明 这 一 事实 .我 们 仅 证 
明 ,对 (1 多 中 的 一 个 条 件 , 这 样 的 解 是 唯一 的 。 

如 果 我 们 知道 某 函 数 4 适合 方程 


gu 1 a 
> 
和 始 值 条 件 
以 及 边 值 条 件 
| -0 
nl, 


人 ls=0 的 情形 也 很 容易 研究 .) 

我 们 证 明 在 这 些 条 件 之 下 , 函 教 彝 将 蛋 等 于 有 零 . 

为 了 证 明 这 一 性 质 , 我 们 需要 引进 一 个 概念 , 利用 这 概念 可以 
证 明 前 面 两 个 问题 的 解 的 唯一 性 .在 这 里 可 以 用 物理 的 思想 来 兽 
述 这 一 概念 。 

我 们 是 需 要 授 引 的 一 个 物理 定律 是 “能 量 守 人 恒定 律 " 为 了 简单 
起 见 ,我 们 仍 考虑 振动 着 的 芒 , 吾 的 每 一 点 的 位 移 wz, 芭 适合 方程 


»66° 


Ea En 
BP Bs" 
从 z 到 z+d4z 的 辫 的 每 个 振动 部 分 的 动能 可 表 为 


(ee 


如 果 弦 不 在 平衡 位 置 , 则 除 动能 以 外 , 它 还 有 位 能 ， 我 们 现在 
来 计算 这 个 位 能 。 仍 考 虐 从 2 到 e 十 如 之 间 的 这 一 小 慨 弦 ， 对 
Oo 轴 而 言 , 这 一 小 臣 的 位 置 是 倾斜 ,所 以 它 的 长 度 近 似 于 


Yt) 
而 其他 长 量 为 


Vt (RR) a0- ) a 


将 这 伸 长 量 乘 以 张力 了 ,我 们 就 得 到 这 段 被 拉 长 了 的 弦 的 位 能 
去 2 名) 各 


2 dr 


设 弦 长 是 汪 如 果 我 们 把 落 的 所 有 点 的 动能 和 位 能 加 起 来 ， 就 

得 到 这 弦 的 总 能 量 
全 9 号 
= [? (总 +a( 八 ) Ja 

如 果 作 用 在 弦 的 两 端的 力 不 作 功 , 特别 当 纶 的 两 端 回 定时, 则 
至 的 总 能 量 应 保持 为 一 常数 。 

这 样 我 们 就 得 到 方程 

B=const. 

这 样 得 来 的 能 最 守 全 定律 的 表达 式 是 基本 力学 方程 的 一 个 数 
学 推论 , 它 可 以 从 基本 力学 方程 推导 出 来 . 因为 我 们 已 经 把 运动 
规律 写成 改 振动 微分 方程 和 端点 上 的 条 件 ， 所 以 我 们 可 以 对 能 晶 
守重 定律 给 一 个 数学 证 明 . 诚然 ， 按 普通 运算 视 则 , 将 对 时 间 
求 微 商 , 便 得 


dp ! [ra Eu | Bu Or lg, 
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利用 波动 方程 (9) ,将 式 中 P -2 欣 为 了 2， 则 -32 化 为 


各 -|?[ 人 散 )+ 铬 器 | 吧 
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或 则 。。 为 办 且 - 强 | ， 或 如 也 为 等, 则 
GB 


2220 


9 


着 器 





这 就 证 明了 卫 是 常数 . 

对 波动 方程 (9), 也 可 以 用 同样 的 方法 证 明 能 量 守恒 定律 
车 Pp 适合 方程 (9) 和 条 件 

?| -0 长 保 |.-。 
风能 量 
r 2 2 9. 9 9 

-用人 器) +( 鸳 》+( 镶 )+ 训 (器) J 
与 时 间 # 元 关 

如 果 在 初始 的 时 刻 , 振动 的 总 能 基 为 堆 ， 那么 它 将 恒 为 志 ， 于 
是 就 不 可 能 有 运动 发 生 ， 如 果 对 守 相 间 的 始 值 条 件 和 边 值 条 件 , 
波动 方程 有 两 个 解 zu 和 Ps, 则 其 关 oP: 一 ps 将 仍 为 波动 方程 的 
逢 ,并且 适合 零 边 值 条 件 和 始 值 条 件 . 

党 我 们 计算 西数。 所 摘 述 的 振动 的 “能 法 ”不 难看 到 , 这 能 乔 
妞 (t) 在 初 久 的 时 苔 为 零 ， 于 是 在 任何 时 刻 ， 此 能 基 也 仍 为 鹤 ， 所 
以 西数 屋 等 于 零 ， 这 就 是 说 原来 的 两 个 馈 px 和 ps 相同 。 这 就 
证 明了 问题 的 解 的 叭 一 性 . 

我 们 已 经 看 到 , 对 以 上 考 虚 的 三 个 方程, 我 们 所 提出 的 问题 都 
寻 正 确 的 . 

在 上 可 的 讨论 由， 我 们 也 显 便 研究 了 这 些 方程 的 解 的 一 些 简 
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点 汪 一 0 在 每 一 时 刻 将 对 应 于 数值 = 一 at， 由 此 可 网 
é—w—at. 
我 们 可 以 把 任何 函数 ue, 引 表 示 为 
uw, )) —9(é, H), 
对 于 解 各 我们 有 
mle, D) =p(€), 
因此 , 在 这 个 坐标 系统 中 , 解 uz(%, 引 是 和 时 间 没 有 关系 的 . 所 以 ， 
对 以 速度 a 运动 着 观察 者 来 说 , 这 改 的 变形 是 凝结 不 变动 的 ， 而 
对 于 不 移动 的 观察 者 玉 说 ， 则 弦 上 有 波 沿 着 Oo 轴 的 方向 以 速度 
“中 去 . 
同样 , 解 mm(z, 妨 可 以 看 作 是 向 相反 的 方向 以 速度 6 移动 涛 
的 波 . 
对 于 无 穷 长 的 怠 来 说 , 这 两 种 波 将 无 限 地 向 远方 传播 。 当 它 
们 向 不 同 的 方向 移动 时 ， 它 们 可 以 互相 登 贤 起 来 而 形成 奇特 的 图 
形 。 两 个 波 的 相 加 的 位 移 有 时 增 大 ,有 时 消失 . 
设 w 和 ww 沿 不 同 的 方向 向 某 一 点 移 米 ， 如 果 它 们 的 符号 相 
同 ， 则 位 移 增强 ， 如 果 它 们 的 符号 互 异 ， 则 位 移 减 弱 ， 图 8 对 两 
个 特殊 形式 的 波 亲 明了 弦 的 一 连贯 的 位 置 ， 起 初 波 相 向 而 独立 地 


移动 , 继而 开始 互相 接触。 在 第 二 种 情况 下 , 有 一 时 刻 操 动 完 全 消 
失 , 然后 波 又 重新 散 开 所 有 的 这 些 波 是 不 难 观察 到 的 . 
我 们 所 要 考虑 的 第 二 个 范例 是 空间 中 的 波 的 传播 。 


我 们 以 前 推导 出 来 的 方 各 
4 -二 强 ， (10) 

具有 下 列 形式 的 两 个 特 解 
wl plr -ot), wl galtt et), (a) 


式 中 7 表示 从 坐标 原点 到 指定 点 的 径 离 7? 一 展 十 纺 十 ， 而 Pi: 和 
9s 表示 任意 二 阶 可 微 的 函数 . 
和 欲 验证 必 和 ww 是 解 , 需 较 多 的 时 间 , 我 们 将 不 作 这 一 验算 . 
这 些 解 所 描绘 的 波 的 图 形 一 艇 利 弦 振动 的 情形 一 样 ， 就 (17) 


中 的 第 一 个 解 来 说 , 如 果 不 重视 其 因子 二 那 末 此 解 形成 一 个 沿 


7 增 大 的 方向 传播 的 波 。 这 个 波 具 有 球 对 称 性 ， 即 在 离 原点 的 距 
离 相同 的 各 点 , 这 波 的 传播 情形 是 完全 一 样 的 . 


因子 于 使 波 的 氮 幅 随 其 离 原点 的 距离 之 增 大 成 反比 例 地 溅 


小 .这 样 的 振动 叫做 发 散 的 球面 波 , 如 果 我 们 向 水 中 投入 一 石子 ， 
则 有 图 形 在 水 面 上 传播 ， 这 些 传播 着 的 圆 可 以 看 做 是 发 散 波 的 一 
种 很 好 的 表现 ; 所 不 同 的 仅 在 于 这 是 图 形 波 而 不 是 球面 波 ， 

方程 (17) 中 的 第 二 个 解 也 很 有 意思 , 它 叫 做 收敛 波 , 这 波 向 车 
坐标 原点 的 方向 传播 ， 其 振幅 逐渐 增 大 , 而 到 原点 附近 增 至 无 穷 , 
这 种 同心 的 球面 波 能 使 原来 微小 的 振动 聚集 到 一 点 而 形成 一 个 巨 
大 冲击 . 


85. 角 法 


将 任何 吞 展 成 较 简单 的 解 的 可 能 性 ”以 上 给 出 的 数学 物理 问 
题 的 解 可 以 用 不 同 的 方法 得 到 。 虽 然 这 些 问 题 的 解法 是 完全 特殊 


"le 


的 , 但 是 它们 有 一 个 共同 的 思想 基础 。 我 们 看 到 , 当 未 知 函 数值 很 
小 时 , 则 记 有 数理 方程 对 这 些 未知 函 数 及 其 微 商都 是 线性 的 , 边 值 
条 件 和 始 值 条 件 也 都 是 线性 的 . 

同一 个 方程 的 任意 两 个 解 的 差 将 仍 为 这 一 方程 的 解 ， 唯 方程 
的 自由 项 为 零 ， 这 样 的 方程 称 为 相应 的 纯 方 程 ，( 例 如 , 对 波 桑 方 
程 如 = 一 4rp 来 说 ， 其 相应 的 纯 方程 万 是 拉 普 拉 斯 方程 如 一 0.) 

如 果 同 一 个 方程 的 两 个 解 也 适合 相同 边 值 条 件 ， 则 其 差 适合 
相应 的 纯 条 你 ; 即 这 差 在 边界 上 的 相应 的 类 达 式 的 值 为 零 . 

因此 , 对 指定 的 边 值 条 件 , 方程 的 记 有 的 解 可 以 通过 以 下 的 方 
法 得 到 ， 即 把 适合 指定 边 值 条 件 的 任 一 特 解 加 以 纯 方程 而 适合 纯 
边 值 条 件 的 一 切 可 能 的 解 (但 一 般 不 适合 始 值 条 作 ). 

将 适合 线条 件 和 纯 方程 的 解 要 加 或 冬 以 一 常数 ， 仍 得 到 纯 方 
程 的 解 , 且 适 合 纯 条 和 件 . 

如 果 适 合 纯 条 件 和 纯 方 程 的 解 是 某 参数 的 函数 ， 则 对 这 参数 
积分 ， 仍 得 适合 纯 条 件 和 纯 方程 的 解 。 解决 数理 方程 的 所 有 线性 
问题 的 一 种 重要 的 方法 一 一 得 置 法 便 是 以 这 些 事实 为 基础 的 , 

我 们 试 求 形式 为 

Vmtot Dh 
的 解 , 式 中 ww 是 适合 边 值 条 件 而 不 适合 始 值 条 件 的 方程 的 一 个 特 
解 , un 是 相应 的 纯 方程 的 一 些 解 ， 它 适合 纯 边 值 条 件 。 如 果 方 程 
本 来 就 是 纯 的 , 而 且 边 值 条 件 也 是 纯 的 , 则 可 以 求 形式 
wm 
的 解 。 

武夷 纯 方程 的 特 解 w 的 选取 , 使 上 述 解 能 够 适合 任意 始 值 条 
件 , 我 们 需要 到 和 集 足 够 多 的 这 样 的 特 鲜 . 

分 离 变 数 法 ”所 谓 分 高 变数 法 或 侍 里 叶 方法 使 我 们 能 得 到 必 
要 的 上 述 特 解 . 

通过 范例 

如- 弘 ， (18) 


eT. 


w=0, wheo=fole, 9 D, P| ,=A yD 
来 详 组 地 研究 这 个 方法 , 

为 了 求 方 各 的 特 解 ， 我 们 首先 假设 所 要 求 的 函数 适合 边 人 
条 件 uj, 一 0， 且 可 表 为 两 函数 之 悦 积 ， 其 中 一 西数 只 与 时 间 + 有 
关 , 而 另 一 个 具 与 空间 变量 有 关 ， 

ul, y, 直人 Y, 2 TE). 
将 这 个 解 代入 方程, 便 得 
TA =T"(0)D, 
将 这 等 式 的 两 边 除 以 ZU 万 得 
于 -和 
7 U: 

这 等 式 的 右边 是 只 与 空间 变量 有 关 的 函数 ， 而 左边 与 空间 变量 无 
关 ， 由 此 可 见 欲 使 这 等 式 成 立 , 这 等 式 的 左右 两 边 必 为 常数 ， 寺 
是 我 们 就 得 下 列 两 个 方程 的 方程 组 : 

守 ~- 坊 罗 -- 冯 
为 了 表明 所 得 到 的 常数 为 负 ( 这 可 以 严格 证 六 ), 我 们 用 一 和 来 汉 
示 等 式 右边 的 常数 。 标 数 太 用 米 类 明 一 1 的 一 切 可 能 的 数值 可 
以 有 无 穷 多 个 , 而 且 在 某 种 意义 之 下 , 它们 廊 对 应 的 元 构成 一 完备 
的 函数 族 . 

在 上 述 两 方程 中 除去 分 母 ,我 们 就 得 到 

TM =0, 40 + NO =0, 
我 们 知道 , 式 中 的 第 一 个 方程 有 和 角 

T= Aco08 ht+ Biein ht; 
这 里 4, 和 BB 是 任意 常数 ， 可 以 引入 辅助 角 mw 而 将 这 解 作 更 进 
一 步 的 简化 ,全 


4 六 了 - 
了 J 了- TER pe VATB = My. 
于 是 了 V 有 十 广 sin0utTgo 一 Msin Gut:)。 函数 全 是 以 
和 为 频率 以 gs 为 想 角 的 简 谐 振动 . 


eT3. 


对 于 纯 边 值 条 件 , 例如 条 件 
Ul.=0 
( 式 中 = 是 考虑 域 2 的 边界 )， 


求 方程 
40+MU=0 (19) 


的 解 的 问题 是 比较 困难 而 有 兴趣 的 问题 。 这 问题 的 解 并 不 总 可 以 
用 已 知 函数 的 有 限 形 式 得 到 , 但 这 些 解 恒 存在 , 而 且 可 以 任意 精确 
地 求 出 . 

于 条 件 口 |,=0 下 ,方程 4J -HRD 一 0 有 显然 解 上 三 0， 这 个 
解 是 不 足 道 的 , 而 且 对 我 们 毫 无 用 处 . 若 jw 是 随便 取 定 的 一 常数 ， 
则 我 们 的 问题 一 般 没 有 其 他 的 解 存 在 ,但 确实 有 这 样 的 数值 )x 存 
在 ,对 于 这 些 数 值 ,方程 有 非 零 解 . 

根据 下 列 的 要 求 可 以 确定 一 切 可 能 的 常数 值 Xi: 即 对 每 个 这 
样 的 值 , 方程 (19) 有 非 零 解 ， 适 合 条 件 如 |, 一 0 (由 此 也 可 推出 ， 
用 一 总 表示 的 数值 是 负 的 .) 

对 于 每 个 可 能 的 数值 hx， 由 方程 (19) 至 少 可 以 找到 一 个 函数 
DU。 用 它 可 以 得 到 方程 (18) 的 一 个 特 解 ， 

Ww™— Msin (t+ gr) Vel, ah 习 . 

这 样 的 解 称 为 我 们 所 考虑 的 区 域 的 固有 振动 .常数 和 给 出 这 半 
有 振动 的 频率 , 而 函数 T(z, y, ) 给 出 这 固有 振动 的 形状 。 这 函 
数 叫 做 固有 函数 .在 任何 时 刻 ， 著 把 函数 tw 看 做 是 变量 zy,* 
的 函数 , 则 它 与 Ta, Y, 分 只 差 一 个 比例 . 

现在 我 们 不 可 能 详细 证 明 固 有 振动 和 畔 有 函数 的 所有 的 重要 
性 质 ,我 们 仅仅 将 这 些 性 质 列举 于 下 ， 

固有 振动 的 第 一 个 性 质 ; 对 于 任何 体积 , 有 无 穷 多 个 国有 振动 
的 频率 , 或 称 为 固有 频率 . 当 标 号 大 增 大 时 , 这 些 频率 趋 于 无 穷 . 

固有 振动 的 第 二 个 性 质 叫 直 交 性 ， 对 应 不 同 的 xx 的 两 固有 
函数 的 乘积 在 区 域 Q 上 的 积分 为 零 ? 


也 如 乓 有 洛 工 个 本 质 上 不 丰 同 的 (线性 无 关 的 ) 孟 数 巴 对 应 于 同一 数值 和 , 则 这 
个 数值 入 在 集合 %% 中 就 出 现 相 当 多 次 。 对 应 于 相 问 的 xx 的 函数 的 直 交 性 条 件 可 以 
由 这 些 函 数 的 适当 选取 来 保证 。 


“Ta 





[ 川 me wpGw dardy de—0 GxD， 
4 


当 和 下 时 ,我 们 可 以 设 
人 本 eg a0 01. 
2 


只要 将 画 数 Dsfz, 2 纹 乘 以 适当 的 常数 ， 便 可 以 使 这 等 式 成 
立 , 因为 函数 辟 乘 以 带 数 后 仍 为 方程 (19) 和 条件 可 |,0 的 解 . 
最 后 , 固有 振动 的 第 三 个 性 质 . 如 果 不 遗漏 任 一 数值 xx, 则 任 
意 丽 数 /(w, y, *), 只 要 它 适合 边 值 条 件 了 ,~0 且 其 一 ,二 阶 微 南 
无 间断 ,于 是 它 总 可 以 用 团 有 函数 Te(z, g 四 任意 精确 地 来 次 
示 ， 任 一 这 样 的 函数 (z, % 可 以 表示 为 收 伍 的 级 数 
fv, y= Ors, yD). (20) 
国有 函数 的 第 兰 个 性 质 使 我 们 在 原则 上 能 把 任意 画 数 ,7(a,y， 
功 表 示 为 我 们 的 问题 的 网 有 秃 数 的 级 数 形式 ， 谭 用 第 二 个 性 质 我 


们 又 可 以 决定 这 级 数 的 所 有 系数 ， 诚然 ， 将 等 式 (20) 的 两 边 胰 以 
Uw, y, ?2), 且 在 整个 区 域 9 上 积分 , 便 得 


J sg Dk $d 


~ Bo [mo y, 30 mw Drayt, 


由 于 直 交 性 , 蜂 式 右边 和 号 中 所 有 +*j 的 项 皆 为 零 , 而 Ci 的 系数 
等 于 十 因此 我 们 得 到 


Oi= | fC, y, dos, y, aaa 


以 上 记 列 举 的 固有 振动 的 性 质 使 我 们 可 以 解决 振动 的 一 般 问 题 ， 
问题 的 始 值 条 件 是 任意 的 - 
为 此 , 我们 考虑 问题 的 解 
w= HUD, y, 2) (A: eonat+ Bs sinnat), CT) 
设法 选取 常数 4x 和 Bs 使 它 适合 


ul-o=jo(z Y, 2 


名 | -ilo, v9. 


将 (一 0 代入 (21) 的 右边 ,我们 看 到 , 正弦 的 项 央 为 堆 , 而 cos2st 等 
于 1 所 以 我 们 有 
folw, YD — DAD, y, ©). 


根据 回 有 振动 的 第 三 个 性 质 , 我 们 看 到 这 种 表示 是 可 能 的 , 又 由 第 
二 个 性 质 , 我们 有 


4 -||| ot, Yy, 2 Us(z, Y, 2) do dydz, 


同样 , 将 公式 (21) 对 上 微分 , 且 代 入 一 0, 我 们 有 


Ou 


各 =filw, 9, 


~ (Bo00mt— Arein hd) | ,Tile, 9, 


-BU y, ©). 
和 以 上 一 样 , 由 此 可 得 
B= fie, mw De wy Ddy eo, 


知道 了 4s 和 Bs 我 们 就 知道 每 个 固有 振动 的 振幅 和 相 角 . 
这 样 我 们 就 证 明了 ， 将 固有 振动 登 加 起 米 可 以 得 到 纯 边 值 条 
件 的 问题 的 一 般 解 。 
因此 所 有 解 都 可 以 用 固有 振动 组 成 ; 并 且 若 知道 了 始 值 条 件 , 
便 可 以 求 得 这 每 个 固有 振动 的 振幅 和 相 角 . 
在 自 变量 较 少 的 情形 的 振动 也 可 以 用 同样 的 方法 来 研究 ， 我 
们 考虑 两 端 固定 的 孩 的 振动 作为 一 例 , 弦 振 动 方程 是 
I 
Em em 
设 弦 长 为 4 而 其 两 端 辐 定 


uleo—ttls=1—0, 


a 


= 中 。 


我 们 现在 来 求 这 问题 的 解 ， 仍 然 求 特 解 


Tax。 
”和 以 前 的 推理 一 样 , 显然 
TARDr 一 arUETw 
ne Us 
Et 
让 此 


Th = Akcos Nt Begin Mt, 
DM,o0s w+ Nyein Eo, 

我 们 用 边 值 条 件 来 求 的 值 , 并 不 是 对 所 有 Xs 的 什 , 端点 的 
两 个 条 件 尼 可 以 适合 ， 由 条 件 Us|s-00 得 和 Mr=0， 即 Us 一 
WN sin 入 w， 代入 4 得 sin 2 寺 一 0. 这 必须 hn, 式 中 下 
是 监 数 ， 这 就 是 说 

i 
由 条 件 | Dar- 工 得 Wi- 于. 
最 后 , 我 们 有 
-V3 和 Dyeon rt + Bsin ge. 

因此 我 们 看 到 ， 弦 的 固有 振动 在 整个 弦 上 具有 整数 个 正 避 半 
波 的 形式 ， 每 个 固有 振动 皆 有 其 一 定 频 率 ， 并 且 这 些 频 率 可 以 按 
其 增 大 的 顺序 排列 为 


a 





2 于 ,3 他 ，… 纤 ， 


大 家 知道 ,在 音 弦 振 动 时 ， 我 们 听 到 的 就 是 这 些 闫 率 ， 矣 率 < 
称 为 基 音 频率， 而 所 有 其余 区 是 记 亩 泛音 频率 .固有 函数 
Vn 人 在 区 间 0<x<1 中 改变 -1 次 符号 ， 诚 扒 ， 寻 
从 0 变 芭 hz， 故 其 正弦 改变 亡 - 次 符号， 固有 函数 等 于 零 的 点 


"Ae 


称 为 报 动 的 波 节 . 

警 如 , 我 们 使 纺 在 第 一 泛音 的 波 节 所 对 频 的 点 处 固定 不 动 , 则 
基 彰 就 消失 了 ,我们 只 听 到 第 一 泛音 , 它 就 提高 了 八 度 音 ， 在 演 守 
未 器 (如 小 提琴 、 中 提琴 和 大 提琴) 时 , 常 使 用 这 种 方法 . 

在 关于 固有 报 动 的 问题 的 例子 上 , 我们 已 讨论 了 分 离 变数 法 ， 
但 是 这 方法 具有 极 广 省 的 应 用 领域 ， 它 可 以 用 来 解决 热传导 问题 
以 及 很 多 其 他 问题 

对 热传导 方程 本 
和 条 件 


利 以 前 一 樟 , 我 们 将 有 
TE FD, y, 2), 
(WD) 
PX) 
所 以 解 具有 形式 


Tl,~0, 


于 且 
一 一 NB A +AMU, ~ 0, 


Teo,e, y, ©). 


这 个 方法 可 以 用 来 解决 其 它 的 一 此 方程， 例如， 我 们 在 加 
中 十 <0 
内 考 谋 拉 普 拉 斯 方程 
du=0, 
如 果 我 们 所 要 寻求 的 解 适合 条 件 
wr =f (0, 
式 中 了 和 中 表示 平面 上 的 点 的 极 坐标 
拉 普 拉 斯 方程 不 难 化 为 极 坐标 的 形式 
ou 1 1 ow 
tt 
我 们 求 这 方程 旦 下 列 形式 的 解 ， 
vw 六 (D0.0). 


8 。 





狭 级 数 的 经 一 项 罚单 束 地 迁 合 方程, 我们 就 得 到 
[总 人 + 于 及 GD ] (的 二 二 (Br) 一 0 


将 方程 陈 以 -22 人) ,我 们 得 到 


{RO+ERN] ge, 
Cr) A 
HO) 
下 的 一 各 
[Bt] 一 BR0. 
不 难看 到 , 函数 (有 应 为 的 周期 函数 ， 以 2 为 周期 ， 求 
方程 骸 (9) +)20s(9) 一 0 的 积分 ,我 们 得 到 
=ax 008 Mf + Drain Nd. 
欲 这 画 数 以 2 为 周期 ,ie 必须 是 整数 , 命 和 % 一 我 们 便 有 
Os = a C08 £0 bs sin 好. 
也 的 方程 有 形式 为 


再 合 


于 是 


及 -4n+ 王 


的 一 般 解 ， 若 只 保留 当 r 一 0 为 有 界 的 那些 项 ， 我 们 就 得 到 了 拉 
普 拉 斯 方程 的 一 般 解 


ua 十 总 (a coa kd + bsein KO)7*, 


这 个 方法 也 常常 用 来 寻求 方程 0 十 VU， 一 0 适合 纯 边 值 条 
件 的 非 零 解 ， 如 果 用 这 种 方法 可 以 把 问题 化 为 解 常 微分 方程 的 问 
题 , 我 们 就 说 这 问题 的 变量 可 以 完全 分 离 。 苏联 数学 家 斯 捷 巴 诺 
夫 曾 证 明 , 仅仅 在 一 些 特殊 的 情形 下 , 可 以 用 传 里 叶 方 法 将 变数 完 
全 分 离 ， 很 时 以 前 ,数学 家 就 已 经 知道 了 分 离 变 数 法 、 欧 拉 、 伯 努 
利和 达 妆 贝尔 实质 上 就 用 过 这 一 方法 .但 是 ,我 们 已 经 说 过 , 在 许 
多 情形 这 方法 是 不 能 采用 的 ; 那 我 们 就 要 应 用 另 一 些 方法 ， 现在 

sp。 





我 们 就 来 谈 这 些 方法 . 

位 势 法 ”这 个 方法 的 实质 和 以 前 一 样 ， 仍 然 是 以 特 解 的 登 名 
而 求 一 般 形 式 的 解 。 现在 用 来 作为 基本 特 解 的 是 在 空间 某 些 点 上 
变 为 无 穷 的 那些 解 。 我 们 现 就 拉 普 拉 斯 方程 和 波 桑 方程 的 例子 来 
仿 明 这 种 方法 . 

命 We 是 我 们 的 空间 中 的 某 一 点 .用 7(C41， 开 表示 从 这 点 
ML。 到 茶 另 一 动 点 闻 的 距离 ， 将 对 e 固定 , 则 


1 

TH, Hoy 
是 动 点 型 的 函数 ， 不 难 验证 , 路 去 Mo 点 本 身 , 这 函数 是 变 点 M 
在 整个 空间 中 的 调和 函数 b, 而 在 MM。 点 ,这 函数 及 其 微 商 变 为 无 
穷 。 这 种 形式 的 函数 的 和 


Ry 
仍然 是 点 好 的 调和 函数 ,其 中 以!，Ms,…， 民 x 是 空间 中 的 任意 
点 .这 画 数 在 所 有 点 性 , 有 奇异 性 .将 点 Mi，Ws，…，Mx 任意 
稠密 地 分 布 车 某 区 域 9 中 , 同时 将 系数 4 减 小 , 我 们 可 以 将 这 表 
达 式 到 极限 而 得 到 一 新 的 函数 


Us oy- We at 


其 中 下 跑 壹 辊 个 区 域 0. ee nse 可 以 
证 明 , 这 样 得 到 的 函数 本 适合 方程 40 ~ 一 4m4、 但 我 们 不 在 这 
里 汪 明 这 个 等 式 . 
和 牛顿 位 势 具有 简单 的 物理 意义 。 为 了 说 明 这 个 意义 , 我们 先 
研究 函数 二 
这 函数 对 坐标 的 偏 微 商 是 
一 卫 Es 一 2 
二 二 一 工 和 A 3 一 
将 质量 4 置 于 MM, 点 上 , 则 它 对 任何 物体 育 一 个 引力 ， 此 力 的 方 
3》 部 过 含 拉 痊 拉 斯 方 种。 
80 。 








向 是 向 着 RM 点 ,其 大 小 与 距离 的 平方 成 反比 .我 们 现在 来 把 这 力 
分 解 成 分 量 . 如 果 作 用 在 单位 质量 的 质点 上 的 力 是 洛 , 则 这 力 方 


向 和 举 标 轴 方 向 的 夹 角 余弦 为 全 = 了， 到， 呈 =。 因 此 , 引 自 
中 心 Mi 作用 在 点 下 的 单位 质量 的 力 的 分 量 等 于 并 了 ， 2， 这 
就 是 函数 从 对 些 标 的 偏 微 商 。 如 果 在 某 些 点 Mi Ma …， Ma 


放置 质量 , 则 在 对 点 的 单位 质量 的 质点 将 经 受 一 个 引力 , 此 力 等 
于 从 个 别 点 由 作用 于 此 点 于 的 力 的 总 和 , 换言之 ， 





2 _O pA 
了 TO MI’ BW TU, MO 
日 4 
2 Bm Zr Hy’ 
取 极 限 , 并 将 和 号 换 成 积分 号 , 乃 得 
F-90700, 90 
EY 


徊 ,2- 驾 ， 
+ -js 

现 六 的 信 关 等于 作用 力 的 分 其 ,这 画 数 条 为 沪 的 位 急 ， 国 
此 , 函数 了 Cg 交 7 是 ,点 的 引力 的 位 势 ,函数 王 了 af 
是 诸 点 Ms，MMs，…，Ms 的 引力 的 位 势 ,而 画 数 D- 作 和 oo 是 


连续 分 布 在 体积 全 中 的 质量 的 引力 的 位 势 。 

质量 不 但 可 以 分 布 在 某 个 体积 中 ， 而 有 我们 可 以 把 这 些 点 
Mi Ma。 …，Mx 分 布 在 某 个 曲面 S 上 . 仍然 把 这 些 点 的 数目 增 
大 , 并 取 极 限 , 我 们 便 得 到 积分 


Le | /2 (3) 


式 中 从 是 曲面 全 上 的 点 。 
不 淮 看 到 , 在 曲面 5 的 外 部 或 曲面 8 的 内 如 ,这 函数 到 处 是 


1 


调和 的 .可 以 证 明 , 这 函数 在 曲面 8 上 是 连续 的 ， 但 其 一 阶 徽 商 
右 间 断 。 


3 5 于 
" 
对 夯 定 的 本数- 可 一， 一，- 本 一 仍然 是 点 用 的 调 
和 函数 ， 册 这些 函数 , 也 可 以 作 它 们 的 和 
i = . 
LL a4 
+0 a, 





除去 点 Ms， Ms, … 和 让 这 
我 们 仍然 可 以 将 点 省 对。 …， 导 x 的 数目 增加 ， 作 这 些 和 
的 极限 。 积 分 
1 ee 


rf (ee 2) 十 一 : 机 ~ cos(n, Vy) 


ai 
党 可 cos(n, 3 


-| 2De (23) 


具有 特殊 的 意义 , 在 这 积分 中 ,2',y,*' 是 曲面 仿 上 的 变 点 外 的 
坐标 ;4 是 曲面 5S 在 @ 点 的 法 线 方向 ; xz, gy, Z 是 坐标 轴 的 方向 ; 
7 是 从 日 点 到 2 点 的 距离 ， 这样 就 确定 了 函数 WW 在 必 点 的 数 
值 . 

积分 (32) 称 为 单 展位 势 ,积分 (28) 称 为 双 层 位 势 *， 和 单 层 位 
势 一 样 ,在 曲面 8 的 内 部 和 外 部 , 双 层 位 势 是 调和 函数 

调和 函数 论 中 的 许多 问题 可 以 借助 于 位 劳 来 解决 。 关 于 在 指 


了 位 势 的 名 称 是 和 下 列 物理 事实 有 关 的 。 我 们 相 象 在 曲面 8 上 跌 以 电荷 .于 是 
这 志 匣 便 在 空间 引起 一 个 电场 。 这 个 电场 的 位 势 将 表示 为 积分 (28)。 所 以 这 种 积分 
《23) 叫 作 单 压 位 势 . 

如 果 曲 而 3 是 非 导体 的 薄膜， 在 这 薄 竖 的 一 个 ， 委 们 按 某 种 规律 分 布 同 符号 的 
电荷 (如 正 电 敬 ) ,而 在 只 ~- 创 , 仍 亦 这 起 律 分 布 反 符号 的 训 从 , 这 二 电 层 的 作用 在 空间 
形成 一 个 电场 。 可 以 证 明 , 这 电话 的 位 势 可 表示 为 积分 (23)。 


。 82 。 


定 区 域 9 中 求 一 调和 函数 w， 在 这 区 域 2 的 边界 8 上 到 指定 边 
值 2xp(Q@) 的 问题 , 可 以 利用 双 层 位 势 来 解决 。 为 了 寻求 这 祥 的 调 
各 函数 ,只 须 选 取 适 当 的 函数 上 9) . 

按 其 实质 , 这 个 问题 好 象 是 寻求 级 数 

9—ZmU, 

的 系数 , 使 它 成 为 右边 部 分 。 

积分 四 有 一 个 非常 好 的 人 狂 质 ， 即 当 M 点 从 曲面 的 里 边 趋 近 
@o 点 时 , 这 积分 的 数值 为 


lm W—2sp (Qs) +[ 严 (Q, Qo) (Qs. 


命 这 才 达 式 等 于 已 给 的 函 歼 2xp《Q») ,我 们 就 得 到 方程 
pg+ 二 | oon(oae-rGoo 


这 方程 称 为 第 二 类 积分 方程 。 关于 这 种 方程 ， 已 经 有 许多 很 好 的 
理论 。 随便 用 什么 方法 来 解 这 个 方程 ,那么 就 得 到 我 们 所 考虑 的 
问题 的 解 。 

用 同样 的 方法 可 以 得 到 调和 函数 论 中 其 它 问题 的 解 。 适 当地 
择 取 位 势 , 确定 其 密度 , 中 确定 其 中 的 任意 函数 ， 使 它 适 合 折 坦 出 
的 条 件 、 

从 物理 的 观点 来 看 ， 这 就 是 说 ， 如 果 在 曲面 咏 上 以 适当 的 
密度 分 布 这 种 双 层 电荷 ， 那 末 所 有 调和 函数 都 可 以 妻 为 双 层 电 从 
势 . 

近似 和 解法。 锣 雷 尔 金 方法 和 网 络 法 工 以 前 我 们 已 经 讲 过 
了 两 种 解决 数理 方程 的 方法 : 分 离 变 数 法 和 位 势 法 。 在 十 八 世 纪 
和 十 九 世 纪 的 学 者 ( 傅 里 叶 、 波 桑 、 奥 斯 特 洛 格拉 特 斯 基 、 李 雅 普 诺 
失 等 ) 的 工作 中 ,就 已 经 研讨 了 这 些 方法 ， 在 二 十 世纪 ， 这 些 方法 
又 从 其 他 许多 方法 得 到 了 补充 .我们 现在 来 讲 其 中 的 两 个 方法 
一 一 例 雷 尔 金 方法 和 有 限 差 分 法 .有 限 差 分 法 也 可 以 称 为 网 络 法. 

第 一 种 方法 是 邹 雷 尔 金 院士 为 了 解决 王 列 形式 的 方程 面 提出 
的 ; 

» 83. 


oD FU 
EETTAw TL 


上 + 了 了 0v 二 + 名 +EU+MT ~0, 


这 方程 包含 一 个 末 知 参数 入 (其 中 纪 j 和 1 互相 独立 地 取 1,2, 3 
的 值 )， 这 个 方程 是 从 含 襄 变 量 # 的 方程 用 分 离 变 数 法 得 来 的 , 正 
如 从 波动 方程 





得 到 方程 杂 十 30 一 0 一 祥 . 我 们 的 问题 是 要 研究 对 什么 样 的 数 
值 x, 纯 边 值 问题 有 非 零 解 存在 , 并 且 找到 这 些 解 、 

娩 圭 尔 金 方法 的 实质 可 以 简 述 如 下 ， 该 未 知 函 数 可 以 近似 地 
表 为 


‘Uz Banon ro a, da)， 
式 中 wm(z:, ga, 24) 是 一 些 适合 边 值 条 件 的 函数 。 
将 它 代入 方程 的 左边 , 就 得 到 一 个 近似 的 等 式 ， 


~ 1 wm 
p20 bb > 2 PT 


+ DD Bn + TE 区 人 


+D, 人 +Eow]+X 名 Gu 30, 

为 了 简单 起 见 ,将 花 括 颖 中 的 表达 式 记 作 Leow, 于 是 这 方程 可 写成 
FanT ont i Ban 0. 

在 这 近似 等 式 的 两 边 溢 以 ww， 并 且 在 我 们 所 考虑 的 区 域 9 上 积 

分 , 就 得 到 


Ease te ao+] || Bown do~0 
6 
这 等 式 还 可 以 写成 
用 cn Lm dor el] fo GO=0. 
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如 果 我 们 要 这 个 等 式 准确 地 成 立 ， 于 是 我 们 就 得 到 关于 未 知 系 
数 am 的 一 次 代数 方程 得 。 方 程式 的 个 数 等 于 它 的 未 知 数 的 个 
数 ， 和 欲 俩 这 方程 组 有 异 于 零 的 解 ， 则 其 行列 式 就 必须 为 零 。 若 将 
这 行列 式 展开 ,我 们 就 得 到 关于 未 知 数 入 的 叉 次 方程 、 

求 得 的 数值 ,将 它 代入 方程 组 ,并 二 求 这 方程 组 的 解 , 我 们 
就 得 到 了 函数 品 的 近似 值 . 

佑 直 尔 金 方法 不 仅 可 用 于 四 阶 方 程 ， 和 而且 可 以 用 于 任何 阶 的 
各 种 类 型 的 方程 ， 

2. 我 们 所 要 讲 的 最 后 一 个 方程 是 所 谓 有 限期 分 法 或 网 络 法 。 

函数 “对 变量 = 的 微 商 是 比值 


WZ+ Lr) —u(2) 
do 


的 级 限 。 这 个 比值 也 可 以 表 为 

1 frr Bu 
南 ， 状 加 
再 根据 大 家 所 知道 的 中 值 定理 ( 见 第 二 间 5) 


wot+ dz) —u(o) -全 | 
如 0 em 


式 中 是 区 亲 
w<《<z 十 dz 
中 的 一 点 ， 
函数 入 的 所 有 二 阶 微 商 , 无 论 是 混合 微 商 , 或 是 对 一 个 变 县 的 
微 商 ,也 都 可 以 近似 地 下 未 为 差 商 的 形式 诚然, 差 商 


4 人 十 4z) 一 9u(z) 十 wz 一 4 
3 








可 以 表 为 以 下 的 形式 
3 { Wm+ dp) —ulz) _ (2) uw~ hz) } 
万 如 ap 
1 4 一 a 
-去 [名 一] 
根据 中 得 定理 .函数 


9 ~ Lt 4 ue 


BF. 


的 差 商 可 以 用 微 高 的 数值 来 代替 .所 以 
2 二 9 人 一色 pCé), 
式 中 6 是 区 间 
ge-—-l<é<o 
中 的 某 -~ 个 中 间 值 . 
因此 ， 


本 
() td -0 +ulo— se)] 


-二 pO -p41 -p60). 
另 一 方面 
00) -0, 


这 就 是 说 
?0-0. 
再 应 用 一 次 上 述 的 公式 , 便 可 以 看 到 
6) = (0), 
式 中 5<9<6 二 do. 
由 此 可 见 

(BE) e+ 多 -2 + 40] wD), 

式 中 4 一 dp<n<w+ho. 


如 果 微 商 ww"(z) 是 连续 的 ， 且 如 的 值 充 分 小 ， 则 ww"() 和 
wa) 的 差 将 任意 小 , 所 以 我 们 的 二 阶 微 商 , 可 以 任意 近似 于 上 面 


所 考虑 的 差 商 。 同样 可 以 证 明 , 混合 微 高 
2 
dz20y 

可 以 近似 地 表示 为 公式 


La 


rr 
~—uls, 3 十 必 ) + YJ], 


现在 回 到 我 们 的 偏 微 分 方程 上 来 . 
为 了 确定 起 见 ， 设 我 们 考虑 的 方 改 是 两 个 自 变量 的 拉 善 拉 斯 
方程 
Ee + 

此 外 设 未 知 函数 上 在 区 域 2 的 边界 S 上 的 数值 已 经 给 定 。 
近世 地 取 

Gr _ vo+ dr, 及 -3 人 ao W) +ulr— do, 

Am Coy ， 








Ow _ ule, Y+ dy) — By, WD tur, y~4y) 
Ea (hy)” . 


命 4r~ 姑 一 及 于 是 


器 + 器 -让 Be WD +ulz, 3 十 内 


“Fuls—h, Dive, Y—) ~ ly, Y)]. 
用 以 2= 厂 ,y=5h 为 顶点 的 正方 形 网 络 盖 著 区 域 2( 图 4)。 






































图 4 


以 网 络 在 9 中 的 正方 形 所 构成 的 多 角形 来 代替 我 们 的 区 域 9, 以 
折线 代 葵 区 域 的 边界 、 将 未 知 函 数 在 边界 S 上 的 指定 数值 转移 
到 这 折线 上 来 ， 且 对 所 有 内 点 用 方 妊 


Veth, +e, y+ +uls—h, 办 

u(r, y-D—dulz, Y) =0 

近似 地 代替 拉 普 拉 斯 方程 。 这 方程 可 改写 为 
ulm 护 - 玉 区 (e+ 及 切 +e(z 3 有 


十 &(5 一 已 骨 十 wo yg—Ah)1. 

所 以 , 活 数 入 在 网 络 的 每 一 点 上 的 数值, 比如 在 图 和 中 点 1 上 的 数 
值 , 等 于 它 邻 近 四 点 上 的 数值 的 算术 平均 值 。 

如 果 在 多 角形 的 内 部 有 Y 个 网 络 的 点 。 在 每 一 个 这 样 的 点 
上 , 我们 就 得 到 一 个 方程 ， 因 此 我 们 就 得 到 了 含 及 个 未 知 景 的 
态 个 代数 方程 的 方程 组 .和解 这 方程 组 ， 我 们 便 得 到 西数 4 在 区 域 
内 的 近似 值 ， 

可 以 证 明 , 对 拉 普 拉 斯 方程 来 说 , 能 以 任意 高 的 精确 度 得 到 它 
的 解 ， 

有 限 差分 法 将 问题 化 为 含 尺 个 未 知 基 的 叉 个 方程 的 组 来 解 
决 , 而且 把 所 求 函 数 在 某 网 络 的 结 点 上 的 数值 到 为 未 知 最 . 

可 以 证 明 , 这 种 差分 方法 可 以 用 于 数学 物理 的 其 他 的 问题 , 可 
用 来 解 微分 方程 , 也 可 用 来 解 积分 方程 ， 但 在 若干 情形 , 差分 方法 
的 应 用 过 到 许多 困难 . 

可 以 看 到 ， 按 网 络 法 得 到 的 W 个 未 知 量 的 尺 个 代数 方程 的 
组 , 或 一 般 没 有 解 存 在 ; 或 即使 存在 , 但 与 问题 的 真正 的 解 相差 很 
远 。 当 解 方程 组 时 , 如 果 误 差 越 来 越 大 ， 也 就 是 说 ， 如 果 把 网 络 正 
方形 的 边 长 到 得 越 小 , 方程 就 越 多 , 若 解决 这 方程 组 时 得 到 的 误差 
越 大 , 那 末 就 发 生 以 上 所 述 的 情况 . 

在 上 面 拉 普 拉 斯 方程 的 例 中 , 不 发 生 这 样 的 情况 , 在 按 近 似 方 
法 解 这 方程 时 , 误差 不 但 不 越 来 越 大 , 而 相反 地 逐渐 减 小 ， 对 于 热 
导 方 程 或 对 于 波动 方程 ， 基 本 网 络 的 选取 则 非常 重要 。 对 这 些 方 
程 既 可 以 得 到 好 的 结果 , 也 可 能 得 到 坏 的 结果 . 

如 果 我 们 要 用 网 络 法 来 解决 其 中 的 某 一 个 方程 ， 那 末 在 选 定 
+ 值 的 网 络 以 后 ， 则 对 空间 变量 就 不 能 选取 过 分 小 的 网 络 。 否则 


88 。 


我 们 就 要 得 到 关于 未 知 函数 的 数 各 的 非常 不 好 的 方程 组 ， 解 这 方 
程 组 , 将 得 到 振动 得 很 快 的 结果 , 而 且 振幅 也 很 大 ， 这 个 结果 与 真 
正 的 解 相差 很 大 , 
从 简单 的 数值 计算 的 例子 ， 可 以 看 到 各 种 不 同 的 可 能 性 、 我 
们 考虑 方程 
ou _ Pu 


2 
在 温度 与 9 和 4 无关 的 时 候 , 热 导 方程 便 化 为 这 个 方程 。 设 网 络 
沿 # 值 的 间隔 是 各 而 沿 2 值 的 间隔 为 则 
名 3 人 十 而 3S t,t 





Or wi, w+ — ut, 2) + o—h) 
hd B 久 


于 是 我 们 的 方程 可 近似 地 写成 形式 
w+ 局 辐 = 霹 wbh w+ 有 D+(1-2 司 )ukt, 由 


十 启 ubl m 一 有 


落 知 道 &% 在 某 节 时 刻 上 的 点 “一 六 2 2 二 天 的 数值 ， 我 们 就 不 难 
得 到 在 下 一 节 时 麟 #+h 的 点 = 的 数值 。 命 大 是 常数 , 婚 网 络 沿 
t 的 时 间距 已 选 定 ， 我 们 考虑 天 的 两 种 选取 的 情况 。 在 第 一 种 情 
况 , 命 加 一 如 在 第 二 种 情况 , 命 如 一 28。 用 网 络 法 来 解决 下 列 的 
问题 . 

在 初始 时 刻 , 对 2 的 所 有 负 值 , w 一 0; 而 对 = 的 所 有 非 负 倘 ， 
ww 一 1， 于 是 车 将 未 知 函 数 在 固定 时 刻 的 数值 写 在 同一 模 行 上 , 我 
们 就 得 到 下 面 两 个 次. 
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在 表 2 中 ， 对 任意 时 刻 ， 我 们 得 到 从 一 点 到 另 一 点 均匀 下 降 
的 数值 。 这 个 表 给 出 了 热 导 方程 的 解 的 很 好 的 近似 ， 从 表面 上 看 
来 ， 如 果 把 = 值 的 间隔 分 得 越 细 ， 则 精确 度 似乎 应 该 越 离 ， 但 相 
反 , 在 表 1 中 , 4 的 数 什 从 正 值 到 负 值 振动 得 很 快 ， 而 且 达 到 非常 
大 的 数值 ,超过 始 值 很 多 ， 显 然 , 在 这 个 表 中 得 到 数值 与 对 应 于 真 
正解 的 数值 相差 很 远 . 

从 这 个 例子 可 以 看 到 ， 如 果 我 们 想 用 网 络 法 得 到 真正 解 的 充 
分 近似 的 数值, 而 得 到 我 们 所 希望 的 精确 的 结果 , 我 们 必须 很 慎重 
地 选择 网 络 的 格式 ， 并 且 通 过 事先 的 研究 来 证 明 这 种 方法 的 应 用 
是 正确 的 . 

借助 数理 方 季 而 得 到 的 某 自 然 科 学 问题 的 解 ， 给 出 了 该 方程 
所 描述 的 物理 现象 的 形式 和 过 程 的 数学 描述 . 

因为 在 用 数理 方程 建立 现象 的 模型 时 ， 总 不 免 机 从 这 现象 的 
许多 方面 加 以 抽象 , 抛弃 许多 次 要 的 成 分 ,而 抽出 那些 似乎 是 主要 
的 东西 , 所 以 这 样 得 到 的 结果 就 不 是 绝对 真实 的 。 这 些 结果 仪 仅 
对 我 们 所 考虑 的 那些 图 象 或 模型 是 绝对 正确 的 ， 这 些 图 象 总 必须 
和 实验 相对 照 ， 而 验 核 我 们 所 考虑 的 现象 槛 型 是 否 近 似 于 现象 本 
身 和 充分 精确 地 表示 了 现象 本 身 ， 

因此 ， 基 后 判定 结果 的 真实 性 的 只 是 实际 的 试验 . 但 是 仅仅 
在 有 了 深刻 的 理论 以 后 , 才能 正确 省 出 和 了 和 解 这 些 实际 的 试验 , 


350， 


在 考察 乐器 上 探 动 的 弦 时 ,只 有 了 和 解 了 固有 振动 的 又 加 规律 ， 
我 们 才能 理解 乐器 所 发 出 的 所 有 音调 的 起 源 ， 研 究 了 频率 如 何 被 
弦 的 质料 、 葡 的 张力 以 及 其 两 端 夯 定 的 特性 记 决 定 , 我 们 才能 理解 
频率 之 向 的 关系 ， 在 这 情况 , 理论 不 仅 给 出 某 种 数量 的 计算 方法 ， 
并 且 提 示 出 什么 数量 是 具有 特征 的 、 物 理 过 程 是 怎样 进行 的 , 并 且 
在 这 物理 过 程 中 应 该 观察 什么 . 

所 以 ,从 实际 需要 发 生 的 科学 领域 数学 禹 理 , 本 身影 响 了 实际 
并 对 实际 提出 了 进一步 发 展 的 道路 . 

数学 物理 和 数学 分 析 的 其 它 领域 有 密切 的 关系 ， 但 我 们 不 能 
在 这 里 介绍 这 些 关系 , 否则 我 们 将 牵连 得 太 远 了 。 


86. 广 义 解 


在 过 去 所 考虑 的 问题 中 ,现象 都 是 以 适合 向 分 方程 的 连续 可 微 函 数 来 扒 
写 的 , 如 杂 引 入 这 些 方程 的 间断 解 , 那么 问题 范围 可 以 有 本 质 的 推广 - 

在 许多 情形 下 ， 事 先 就 知道 我 们 所 考 卡 的 问题 不 可 能 有 二 阶 连 续 可 微 的 
解 , 这 就 是 说 ， 从 前 几 节 所 叙述 的 问题 的 古典 的 提 法 来 看 ,这样 的 问题 是 没有 
解 的 。 虽然 如 此 ， 尽 管 在 二 阶 可 微 函 数 类 中 不 能 找到 描述 这 物理 现象 的 函 
数 , 但 仍 有 相当 的 物理 现象 发 生 ， 我 们 列举 一 些 简 单 的 例子 于 下 : 

1) 如 果 眩 是 由 两 区 不 同 密度 的 弦 所 构成 的 , 则 在 方程 

于 -eo 天 (24) 

中 ,系数 a 在 相应 的 部 分 等 于 不 局 的 常数 ， 于 是 方程 (24) 一 般 就 不 可 能 有 占 
典 ( 二 阶 连续 可 补 的 ) 解 . 

2) 设 系数 a 为 常数 , 但 在 开始 的 情形, 弦子 哇 折线 的 形式 , 命 此 折线 为 
|:-o 呈 p(x)， 在 折线 的 顶点 , 函数 (2) 一 般 没有 一 防 微 商 ， 可 忆 证 明 方程 
《24) 对 于 始 值 条 件 


wimo—p(2), wlio=0 
不 可 能 十 类 经 (今后 以 表示 党). 
3) 加 呆 打击 弦 的 某 一 小 部 分 ,那么 由 这 各 作用 所 引起 的 振动 将 以 方程 
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来 措 写 ， 式 中 f(z, 芒 相 当 于 打击 所 引起 的 作用 , 它 是 一 个 间 声 函数 , 仅仅 充 
一 个 短促 的 时 间 内 在 一 小 贤 纺 上 异 于 等， 不 难看 到 ,这 个 方程 也 没有 古典 
解 . 

由 这 些 例子 就 已 经 看 到 ,对 未 知 解 具 连 续 微 商 的 要 求 大 大 地 缩小 了 可 解 
问题 的 范围 ， 为 了 寻找 可 解 问 题 的 较 大 的 范围 ， 首 先 允 许 被 看 做 是 问题 的 解 
的 那些 函数 的 最 高 阶 徽 高 可 以 有 第 一 类 的 间断 ， 而 且 除 去 间断 线 以 外 ， 这 些 


函数 到 处 适合 方程 。 可 以 证 方程 如 一 0 和 对 - 心 一 0 的 解 在 其 定义 域内 


不 可 能 有 这 样 的 (所 谓 名 的) 间断。 而 波动 方程 的 解 只 可 能 在 变量 网 叶 了 
的 空间 中 的 特殊 形式 的 曲面 (所 谓 特 征 磺 面 ) 上 具有 能 癌 断 、 如 果 于 t~ 轧 把 
波动 方程 的 解 wz ys 芒 看 成 是 空间 zy, 中 在 时 刻 4 一 所 的 一 个 织 量 
场 ， 于 是 wz, y, 站 的 二 阶 微 商 的 同 断 些 面 将 在 空间 zy, 4 中 移动 ,其 可 
度 等 于 波动 方 絮 中 的 拉 普 拉 斯 算 子 前 的 系数 的 平方 根 . 

但 是 上 述 关 于 张 振 动 方 甜 的 第 二 个 例 说 明 ， 我 们 也 必须 考 虚 一 阶 微 商 有 
间断 的 解 ， 而 且 例 如 在 音波 和 光 沪 的 情况 中 ， 还 必须 考虑 其 本 身 就 具有 间断 
的 那 种 解 。 在 引起 间断 解 时 , 我 们 要 研究 的 第 一 个 问题 是 ， 说 明 什么 样 的 间 
断 函数 应 该 帮 作 是 各 种 方程 以 及 关于 这 种 方程 的 各 种 定 解 问题 的 解 ， 而 这 种 
解 是 物理 上 可 以 接受 的 。， 区 如, 我 们 是 否 可 以 认为 任何 分 区 为 常数 的 函数 是 
拉 普 拉 斯 方程 或 波动 方程 的 "唯一 的 解 " 呢 ? 压 为 它们 除 间 疡 熏 以 外 都 适合 方 
程 . 

在 明确 这 个 问题 的 时 候 ， 必 须 首先 考虑 到 ， 在 包含 所 有 人 允许 解 的 那个 最 
广 的 函数 类 中 ， 唯 一 性 定理 应 该 仍然 成 立 ， 很 清楚 ， 警 如 我 允许 任意 分 区 光 
消 的 函数 , 那么 这 弄 求 将 不 满足 . 

在 起 初 ， 确 定 允许 镍 的 原则 是 要 使 这 种 函数 为 这 方程 的 二 典 解 《 在 某 种 
意义 下 ) 的 极限 ， 比 如 , 在 以 上 引入 的 第 二 个 例 中 , 对 应 于 函数  (z) 的 方程 
《24) 的 解 在 折 点 处 没有 玖 商 , 但 是 它 可 以 填 作 是 这 方程 (24) 的 古典 解 u (z, 人) 
的 一 致 收 化 的 极限 ，wn(z, 人 是 对 应 于 始 值 条 件 nls-o 一 pu (7), Une] 1-o 一 0 
的 解 ， 式 中 ps(z) 是 二 阶 连 续 可 徽 的 函数 ， 当 ”> 一 时 ， 一 致 收 伊 于 
9 (2). 

在 以 后 , 又 提出 男 一 个 原则 夹 代 痊 这 个 原则 ， 即 允许 解 w 应 读 适 合 一 含 
任意 函数 @ 的 积分 恒等式 ,来 代 兰 原 米 的 方程 Lu 二 f. 

这 个 积分 全 等 式 是 这 样 得 来 的 : 命 2 是 和 方 框 同 阶 连续 可 微 的 任意 函 
数 , 它 在 方程 定义 域内 的 一 有 界 域 D 的 外 部 为 零 ,将 方程 Lu 了 的 两 边 箭 以 
人 ,将 这 样 得 到 的 等 式 在 DD 上 积分 , 然后 利用 分 部 积分 使 其 中 不 含 “ 的 筱 商 。 
结果 得 到 我 们 所 要 的 恒等式 .对 方程 (24) 来 说 ,这 积分 但 等 式 为 
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一 个 而 数 适合 这 样 的 积分 恒等式 , 则 称 为 广义 解 。 索 伯 列 夫 对 常 系数 方 
程 证 明了 这 两 种 原则 界定 义 的 允许 解 是 等 价 的 。 但 是 对 于 变 系 数 广 程 ， 第 一 
个 原则 可 能 是 不 适用 的 ,这 些 方程 可 能 一 般 就 没有 十 典 解 (参看 例 了 .在 对 方 
程 系 蚊 的 可 微 生 质 的 极 广 的 乱 设 之 下 ， 第 二 个 原则 使 我 们 可 能 确定 广义 解 . 
诚然, 初 看 起 来 ， 这 个 原则 有 些 过 于 形式 的 部 数学 的 特点 ,而 没有 直接 提示 记 
何 提 出 类 似 于 古典 问题 的 问题 . 

我 们 现在 给 出 这 原则 的 另 一 种 叙述 方式 , 它 与 大 家 所 热 知 的 汉 弥 痘 原理 
有 关 , 从 而 可 以 看 到 , 这 原则 就 物理 学 的 观点 来 说 是 正确 的 . 

大 家 知道 ， 在 十 九 世纪 的 前 半 时 ， 各 和 数理 方程 的 分 析 推论 引导 出 新 规 
律 一 一 所 说 汉 式 登 原 理 的 发 现 ， 由 这 个 原理 出 发 , 使 卖 们 可 以 用 一 致 的 方法 
得 到 所 有 已 知 的 数理 方程 ， 我 们 用 第 三 节 中 所 考 虞 的 关于 固定 端点 的 有 界 
弦 的 派 动 问题 列 于 , 来 盖 述 这 个 原理 ， 

首先 , 对 我 们 的 弦 建 立 所 调 拉 客 关 日 函 数 L(t), 即 动能 和 位 能 之 差 ， 由 
第 三 节 可 知 和 

0 

设 函 数 w(z, 们 对 应 于 弦 的 真正 的 运动 , v(z, 站 在 x~0 和 z=l 上 等 于 
等, 而 在 1~ 丰 和 += 二 时 和 wz 性) 及 wz, 雹 ) 重 合 的 其 它 函数 , 与 这 样 的 到 
数 ”zc, 妨 相 比较 , 柜 据 汉 弥 登 原 理 , 对 于 函数 w(2， 坟 , 科 分 

5 人 LWas 


取 极 小 信 ， 这 里 妇 和 如 是 任意 固定 的 两 个 数 ， 而 函数 "应 该 有 有 限 的 积分 
3， 根据 这 个 原则 ,8 的 所 谓 第 一 变 分 (参看 第 八 章 ) 应 该 等 于 等 , 即 
33= ye [pw®, Tu, Do] de di=0, C25) 
其 中 @kz, 人 是 任意 对 2 和 + 的 可 微 活 数 ， 而 在 长 方形 0<z<<l 忆 <<t< 昌 的 
边 上 等 于 苓 . 
等 式 (25) 便 是 那 应 读 加 于 未 知 函数 u(s, 们 的 条 件 ， 如 果 知 道 wz, 作 有 
二 阶 微 高 ， 则 条 件 (25) 可 以 有 另 一 种 形式 ， 对 积分 《25) 施 行 分 部 积分 , 且 应 
用 变 分 法 其 本 引 理 , 可 知 wz, 们 应 适合 方程 
如 0 介 - 主 e 芭 - em 
若 P 和 了 为 常数 ， 命 0 全 ,出 这 方程 和 C24 相同 。 
不 难 下 到 ,对 所 有 上 述 儿 方 答 (26) 的 在 何 解 Cz 的 适合 桓 等 式 (35) . 反 
ea 93 ， 


之 则 不 然 , 因为 u(z, 区 一 般 可 以 没有 二 阶 八 商 ， 因 此 ， 如 果 我 们 用 重 等 025》 
米 代 堆 方 程 (26), 确 胖 把 可 解 问题 的 范 园 扩 大 了 . 
为 了 确定 弦 振 动 的 其 个 确定 的 规划 , 除 边 值 条 件 
vl0, Dull, =0 (27) 
以 外 , 还 必须 提出 始 值 条 件 
(zi 0) =po(z)， 
(az 0) = il). 
如 果 是 在 一 阶 连 赎 可 微 函 数 类 中 求解 ， 则 可 以 除 (25) 以 外 ， 独 立地 提出 
条 件 (27) 和 (28)， 而 把 它们 轿 成 是 补充 条 件 。 如 果 我 们 所 要 求 的 解 更 未 一 
些 ”, 那么 这 些 条 件 在 上 述 的 形式 下 就 失去 意义 , 于 是 应 读 把 它们 部 分 地 或 全 
部 地 包含 车 积分 恒等式 中 . 
篇 如 , 命 wz, 人 在 0<z<b5 0&t<7 中 连续 ,而 其 一 阶 微 商 有 司 断 ， 于 
是 (28) 中 的 第 二 个 等 式 作为 极限 的 条 件 ,就 失去 了 意义 , 在 这 科 情 况 下 ， 司 网 
应 该 这 样 来 提 : 则 求 一 连续 函数 u(x, 人), 它 适合 条 件 (27) 和 条 件 (38) 中 的 第 
一 个 条 件 , 并 且 对 所 有 在 z=0,z~1,t~7 等 于 二 的 连续 可 微 函数 名 ,等 式 


ff [tou0, 7,0 eat gid, 0)dt =0 (29) 


穗 成 立 , 函数 共和 @ 应 有 一 阶 微 商 , 且 其 平方 在 长 方形 0<r<2 0<t<z 中 
勒 由 格 可 积 , 对 于 “的 这 个 限制 的 意思 是 说 : 纺 的 总 能 量 按时 间 的 中 信 


[hermes 


是 有 限 的 .对 画 数 4w 这 种 咀 制 , 以 及 在 其 可 能 的 变化 多 上 的 限制 , 是 汉 弥 登 原 
划 的 自然 推论 ， 
恒等式 (29) 就 是 泛 函 


3- 人 [Ee] fel, 
的 第 一 变 分 等 于 等 的 条 件 ， 因 此 在 我 们 考虑 的 情况 下 ， 定 弦 的 振动 问题 可 以 
这 样 来 提 : 即 在 所 有 适合 条 件 (27) 且 于 t=~7 等 于 u(z, 7) 的 连续 函数 w(z, 4) 
中 ,寻求 总 函 3 的 极 小 .此 甸 , 所 寻求 的 通 数 还 需要 适合 (28) 中 第 一 个 条 件 。 

在 这 里 所 报 引 的 汉 浆 登 原理 ,不 仅 使 我 们 可 以 扩大 方程 (34) 的 允许 解 的 
钮 激 类 , 而 使 我 们 能 对 它们 提出 边 值 问题 . 

以 上 所 引入 的 广义 解 或 它 的 某 些 微 高 并 不 是 对 空间 的 所 有 点 都 可 以 确 
定 的 , 但 这 并 不 与 实验 相 矛 盾 。 旬 特 曾 以 他 的 研究 大 大 地 促进 了 数理 方程 的 
解 交 新 观点 的 形成 ,他 不 止 一 次 地 担 出 这 一 事实 . 

营 如 , 我 们 要 确定 水 道中 液体 的 流动 ,那么 在 证 典 的 意义 之 下 , 就 得 计算 
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(28) 


访 体 中 每 一 点 的 汽 吉 出 庆 和 压力 ， 但 在 实际 上 , 我 们 次 到 的 并 不 是 流体 在 一 
点 的 压力 , 而 总 是 它 在 某 面 琴 上 的 压力 ; 也 不 说 在 指定 点 的 过度 向 量 ， 而 说 在 
单位 时 间 内 通过 某 面积 流量 。 广 义 解 的 定义 ， 实 质 上 提出 了 有 直接 物理 意义 
那些 量 的 计算 . 

欠 全 更 多 的 问题 可 解 ， 就 得 在 尽 可 能 广泛 的 汪 数 类 中 执 解 ， 但 是 在 这 种 
广泛 的 画 数 类 中 ， 唯 一 从 定理 仍 需 成 立 ， 这 样 的 基数 类 往往 接受 了 问题 的 物 
型 实质 ， 禹 如 在 量子 力学 中 , 作为 许 类 丁 禾 方 各 的 解 的 状态 函数 (z) 是 没有 
现实 意义 的 ; 而 有 现实 意义 却 是 积分 ur | ,tn) 册 (za 其 中 和 是 某 归 
平方 可 各 的 函数 , 即 如 二 < 因此 不 应 该 在 二 阶 连 续 可 微 的 函数 类 技 
解 Wz), 而 应 读 在 平方 可 积 的 卫 数 类 中 求解 在 攻 子 电动 力学 中 , 关于 在 什 
么 性 的 省 数 类 中 寻求 所 考 虚 的 方程 的 解 的 问题 ,到 目前 尚未 彻底 解决 ， 

近 三 十 年 来 数学 物理 的 进展 是 和 何 题 的 这 些 新 提 法 以 及 解决 这 些 问题 
所 必要 的 数学 工具 的 创造 有 很 多 联系 ， 党 伯 列 夫 的 所 请 宕 入 定理 在 这 工具 
中 占有 中 心 的 地 位 .。 

在 这 种 或 那 种 范 数 类 中 求 广义 解 的 特别 方便 的 方法 是 有 限 关 分 法 ， 变 分 
直接 法 (里 区 和 脱 菜 夫 区 方法 )， 徊 震 尔 全 方法 和 泛 函 算 子 法 由 各 种 问题 所 引 
起 的 诡 热 的 活 质 的 研究 是 这 些 方法 的 基础 ， 在 5 中 已 痰 到 加重 尔 全 方法 和 
有 限 六 分 法 ， 在 这 里 我 们 闲 述 变 分 直接 方法 的 基本 思想 . 

让 我 们 考虑 确定 固定 局 界 的 弹性 卫 的 平衡 位 置 的 问题 ,根据 稳定 平衡 枯 
态 中 位 能 的 极 小 原理 , 设 wz, 殷 是 确定 薄 懂 位 置 的 西数， 则 在 和 4 适 合 相 问 
间 定 条 件 "| 一 9 的 所 有 其 它 连续 可 敏 函数 vz, 幼 中 ,ulz, 内 应 该 给 出 积分 
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的 极 小 值 ， 如 果 边界 ， 和 p 漠 尼 某 些 限制 。 可 以 证 明 这 种 极 小 是 存在 的 , 而 
有 就 是 调和 函数 其 各 这 样 的 性 质 ， 所 以 我 们 要 寻 技 的 函数 wx 是 狄 立 克 苹 问题 
4 如 = 0 ul,=9w 的 解 。 反 之 亦 然 :和 所 有 适合 四 定 条 件 的 函数 v《z, 人 相 比 较 ， 
狄 立 克 刍 问题 的 解 使 得 积分 取 极 小 值 . 

我 们 可 以 用 里 蕊 方法 证 明 实现 了 的 极 小 的 函数 “的 存在 性 , 并 且 能 以 任 
意 精确 的 程度 来 计算 这 个 函数 4， 我们 取 二 阶 连续 可 微 务 数 的 集合 {vn (z， 
巷 上 n=0, 1 2,…, 当 nm>0 这 些 函 数 在 边界 上 为 等 ,而 volz, 四 在 边界 上 
等 于 g。 我们 对 呈 形 式 


v= 晕 Ow.+ om 
的 函数 ,考虑 有 分 J 其 中 必 是 轩 定 的 ,而 Cs 是 任意 数 , 于 是 了 (将 为 上 个 
.5。 


未 知 变量 1, 05, …, 0 的 二 次 多 项 式 , 我 们 确定 Cs 使 这 多 项 式 取 极 小 值 ， 
于 是 就 得 到 含有 "个 未 知 量 的 4 个 线性 代数 方程 的 方程 组 ,而 其 行列 式 异 于 
零 ， 所 以 0 可 以 准 一 确定 ， 我 们 用 "Cz, 9y) 表 示 其 相应 的 0, 如果 {so} 适 全 
某 个 “完备 念 ” 条 件 , 草 当 %* 疗 。 上 时 , "将 效 襄 于 某 个 函数 , 这 函数 就 是 我 们 
所 皮 找 的 问题 的 铮 . 

最 后 ， 穆 们 要 指出 ， 在 这 一 章 中 仅仅 对 最 简单 的 线性 的 力学 问题 作 了 一 
个 描述 , 还 有 许多 与 更 一 般 的 偏 微分 方程 有 关 的 、 远 没有 研究 彻底 的 河 题 还 
没有 提 到 , 再 这些 问题 还 远 设 有 得 到 彻底 的 研究 . 
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第 七 章 曲线 和 曲面 


§1. 关于 曲线 和 曲面 理论 的 
对 象 和 方法 的 概念 


在 中 学 几何 课程 里 只 研究 最 简单 的 线 ; 直线 、 折 线 、 圆 和 圆 驶 ; 
而 对 于 面 , 除 掉 讨论 平面 以 外 ,只 讨论 多 面体 、 球 、 圆 欠 、 贺 入 等 的 
表面 . 在 范围 更 广 的 课程 中 还 研究 另 一 些 曲 线 , 首先 是 圆锥 苓 线 ， 
椭 贺 、 抛 物 线 、 双 曲线 . 但 是 研究 任意 的 曲线 和 曲面 总 完全 不 是 补 
等 几何 的 事实 ， 初 看 起 来 好 像 不 能 说 出 ,对 任意 的 曲线 和 虞 而 , 可 
以 举 出 和 探讨 些 什么 样 的 普遍 性 质 ， 维 而 这 种 研究 却 是 十 分 外 然 
和 必要 的 . 

在 实践 活动 和 自然 知识 的 折 有 方面 ， 我 们 经 常 遇 到 各 种 形状 
的 曲线 和 曲面 行星 在 空间 中 的 路 线 ,轮船 在 海上 的 路 线 , 炮弹 在 
空中 的 路 线 , 切削 刀具 在 被 加 工 的 金属 上 留 下 的 痕迹 , 车 轮 在 公路 
上 留 下 的 瘦 迹 , 笔尖 在 自动 记录 器 纸 带 上 的 痕迹 , 操纵 发 动机 活 案 
的 凸轮 的 周 界 , 美术 图 案 的 花纹 ， 悬 挂 着 的 绝 索 的 形状 ， 特 殊 绕 法 
的 螺旋 弹簧 的 形状 ， 诸 如 此 类 的 各 种 曲线 是 说 不 完 的 立体 的 类 
面 、 薄 壳 、 油 链 、 飞 机 的 外 过、 套子 金属 薄片 等 等 , 给 出 各 种 各 桩 的 
曲面 ， 物 品 加 工 的 方法 、 光 学 人 性质. 立体 的 流线型 、 菏 壳 的 刚性 、 坚 
固 性 和 可 变性 以 及 许多 其 他 的 性 质 ， 在 很 大 程度 上 都 依 豆子 物体 
表面 的 几何 形状 ， 

当然 ， 切 部 刀具 在 被 如 工 的 金属 上 留 下 的 小 道 并 非 数学 上 的 
曲线 。 即 使 是 四 艾 极 薄 的 油 鲜 ,也 不 是 数学 上 的 曲面 。 但 是 把 现 
实 的 对 象 设想 成 数学 的 曲线 和 曲面 , 凤 伍 只 是 最 初 的 近似 ,已 经 足 
以 用 于 研究 许多 问题 了 . 

现实 的 线 总 是 有 料 细 的 ， 我 们 是 在 舍弃 了 限制 粗细 程 康 的 四 
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有 因素 的 基础 上 引起 数学 曲线 的 概念 的 ， 因 此 我 们 把 曲线 设想 成 
绝对 地 细 的 线 、 没 有 租 细 的 线 ， 我 们 从 这 个 抽象 概念 所 反映 出 来 
的 是 物体 的 完全 现实 的 普遍 性 质 ， 这 种 性 质 是 物体 在 其 厚度 和 宽 
度 比 其 长 度 小 得 多 的 情况 下 所 具有 的 - 

同样 地 ， 含 弃 了 在 减少 沽 充 厚 度 时 所 受到 的 限制 和 在 确定 物 
体 表面 的 精确 位 置 时 所 受到 的 限制 ， 我 们 就 引出 了 数学 曲面 的 概 
仿 、 我 们 不 预备 给 出 这 些 极 其 熟知 的 覆 念 的 严格 定义 ， 我们 只 是 
指出 一 下 , 它们 的 精确 的 数学 定义 并 不 简单 , 而 且 是 属于 拓扑 学 的 
范围 的 . 

最 后 , 数学 分 析 的 发 展 推动 了 我 们 去 研究 各 种 曲线 和 曲面 .这 
只 要 回想 -- 下 ， 例 如 曲线 正 是 函数 一 一 数学 分 析 的 最 重要 的 概 
念 一 一 的 几何 形象 ， 然 而 在 各 种 曲线 中 确实 还 可 以 过 到 与 分 析 的 
研究 并 不 相 于 的 曲线 . 

假如 说 在 古 希腊 时 代 已 经 创立 的 初等 几何 学 中 还 不 能 说 到 任 
意 的 曲线 或 曲面 ， 那 末 在 解析 几何 学 中 已 经 可 以 说 :“ 每 一 条 曲线 
都 由 方程 来 表示 ”和 “ 带 两 个 变数 ,4 的 任意 方程 在 坐标 平面 上 
总 表示 曲线 ”同样 地 , 在 坐标 系统 中 曲面 由 方程 +~f (2, y) 或 
厂 (w, y, 2) 一 0 所 给 定 。 确 立 了 几何 学 和 分 析 学 的 紧 窒 联系 的 毕 
标 方法 , 同时 给 出 了 用 方程 来 确定 曲线 和 曲面 的 方法 - 

然而 解析 几何 仍然 限制 于 使 用 代数 和 初等 几何 的 方法 ， 而 且 
并 未 深入 地 进行 各 种 类 型 的 图 形 的 研究 ， 至 于 任意 的 曲线 和 曲面 
的 研究 则 是 一 个 新 的 部 门 一 一 曲线 和 曲面 的 理论 ， 它 也 叫做 微分 
几何 学 . 

必须 立刻 指出 的 是 ， 微 分 几何 要 求 所 研究 的 曲线 和 曲面 服从 
一 些 普 这 的 条 件 ， 这 些 条 件 是 为 了 在 研究 曲线 和 曲面 时 有 应 用 分 
析 学 的 方法 的 可 能 性 。 然而 即使 这 样 , 可 取 的 曲线 和 曲面 的 种 
类 的 多 样 化 在 实质 上 还 是 没有 限制 的 ， 因 此 它们 还 能 以 必要 的 精 
确 性 在 巨大 数量 的 问题 中 反映 出 所 研究 的 现实 对 象 .“ 徽 分 几何 
学 ”这 个 各 称 本 身 表 明了 这 理论 所 用 的 方法 ! 它 利用 微分 法 作为 
基本 的 方法 而 且 首先 研究 曲线 和 上 曲 次 的 “微分 的 ”性 质 ， 即 曲线 和 


» 8» 


曲面 “在 点 上 ”的 性 质 ?， 例 如 , 曲线 在 一 点 处 的 方向 由 切线 . 弯曲 
程度 一 一 曲率 (以 后 将 会 给 出 它 的 确切 的 定义 ) 等 等 来 刻画 ， 微 分 
几何 学 研究 曲线 和 曲面 的 征 小 片段 的 性 质 ， 而 且 只 有 在 较为 深入 
地 展开 了 其 理论 时 才 过 渡 到 各 种 曲线 和 曲面 的 “整体 的 ”研究 ， 即 
在 它们 的 整个 延展 范围 上 作 研 究 . 

人 微分 儿 何 学 的 发 展 与 分 析 学 的 发 展 有 不 可 分 制 的 联系 ， 分 本 
学 的 基本 运算 一 一 微分 和 积分 一 一 都 有 直接 的 几何 意义 ， 就 像 在 
第 二 章 ( 第 一 卷 ) 里 所 已 经 指出 过 的 那样 , 对 应 于 求 函 数 f(z) 的 微 
分 的 是 作曲 线 

y=f(%) 
的 切线 。 切 线 的 斜率 ( 即 切线 对 Ow 轴 的 倾角 的 正切 ) 正 是 西数 
了 lw) 在 对 应 点 处 的 导数 f(z) 
(图 人), 而 有 曲线 
y=f(%) 

之 “下 "的 面积 ， 其 数值 正 是 这 
个 函数 在 对 应 的 界限 内 的 积分 


人 oem 由 于 在 分 析 学 里 研 


帘 的 是 任 前 的 函数 ， 所 以 提 到 
的 是 任意 的 曲线 或 曲面 ， 在 分 
析 学 中 首先 讨论 的 是 研究 曲线 在 平面 上 的 情况 的 一 般 步 又 ， 它 的 
上 升 和 下 降 , 弯曲 程度 的 大 小 , 它 的 凸 面 所 对 的 方向 , 改变 弯曲 之 
处 ,等 等 。 由 法 国 数学 家 罗 皮 塔 尔 在 1695 年 出 版 的 第 一 本 分 析 学 
教程 的 名 称 “ 用 来 理解 曲线 的 无 穷 小 分 析 ”， 就 表明 了 分 析 学 与 曲 
线 理论 的 紧密 联系 . 
在 十 八 世纪 中 叶 , 当 微分 法 和 积分 法 在 牛顿 , 荣 布 尼 英和 他 们 
二 微分 几何 首先 研究 虞 线 和 曲 年” 在 点 上 "的 侨 质 《 鄂 依 吉 于 已 知 点 的 充分 小 的 
领域 的 性 质 ), 井 且 这 些 性 质 由 这 样 一 些 量 来 肇 刘 ,， 这些 量 由 在 给 定 贞 线 或 曲 而 的 方程 
中 出 现 的 那些 函数 (在 已 知 点 处 ) 的 导数 来 表达 ， 就 因为 这 样 , 所 以 答 分 玫 何 要 求 所 研 


帘 的 曲线 和 此 面 服从 一 些 条 件 ,以 使 保 证 亦 用 敬 分 法 的 可 能 性 : 也 就 是 要 求 曲 线 或 曲 
面 可 以 用 这 样 的 方 栓 来 给 定 ， 在 这 些 方程 中 出 现 的 函数 具有 足 移 数 量 的 逐次 的 导数 . 
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的 最 初 的 继承 者 们 之 后 达到 了 充分 的 发 展 时 ， 就 显示 出 了 它们 在 
几何 学 中 更 进一步 的 应 用 的 可 能 性 、 从 那 时 起 已 经 开始 了 曲线 各 
曲面 理论 的 本 质 的 发 展 ， 对 于 空间 中 的 曲线 和 曲面 提出 了 许多 问 
题 ,它们 与 平面 曲线 的 情形 相仿 , 但 是 却 无 可 比拟 地 具有 更 复杂 和 
更 丰富 的 内 容 。 这 些 问题 逐渐 脱离 分 析 学 在 几何 中 的 简单 应 用 的 
范围 ,而 导致 独立 的 曲线 和 曲面 理论 的 形成 ， 在 十 八 世纪 后 半 有 
很 多 数学 家 参加 发 展 这 个 理论 的 原理 的 工作 ， 他 们 是 克 雷 洛 、 欧 
拉 、 孟 日 等 等 , 在 其 中 特别 是 网 拉 , 应 该 被 认为 是 曲面 的 普遍 理 论 
的 创立 者 。 关 于 曲线 和 曲面 理论 的 第 一 部 独立 的 著作 "分析 学 在 
几何 中 的 应 用 "2 是 孟 日 在 1795 年 刊行 的 书 ， 在 这 些 数学 家 的 研 
究 中 ,特别 是 在 阵 日 的 书 名 中 ,可 以 明显 地 看 到 促使 微分 几何 学 发 
展 的 因素 . 那 就 是 力学 、 物 理学 、 天 文学 的 日 益 增 长 的 要 求 , 即 归 
根 结 底 技 术 和 工业 的 变 求 ,而 对 于 这 种 要 求 , 已 有 的 初等 几何 是 完 
全 不 够 用 的 了 , 

与 实践 问题 有 关 的 还 有 高 斯 (1777 一 1855) 关 于 曲面 理论 的 经 
典 著 作 ， 高 斯 在 1827 年 刊行 的 著作 “关于 曲面 的 一 般 研究 " 莫 定 
了 作为 数学 的 独立 领域 的 曲面 微分 几何 的 基础 .在 高 斯 的 书 中 发 
展 了 出 面 理论 的 一 些 普 亡 的 方法 和 问题 我们 将 会 在 $4 中 谈 到 
它们 ,高 斯 特 列 是 从 地 理 制图 的 要 求 出 发 的 。 地 理 制 图 的 问题 包 
括 如 何 最 精确 地 在 平面 上 画 出 地 球 才 而 各 部 分 的 地 图 。 完 全 正确 
的 地 图 在 这 时 是 不 可 能 的 ， 尺度 比例 必须 及 到 地 球 表面 弯曲 程度 
的 影响 而 有 所 改变 ， 记 以 就 发 生 了 关于 寻求 最 精确 的 绘图 方法 的 
问题 .制图 学 在 很 古 的 时 代 已 经 开始 了 , 但 是 它 的 一 般 理 论 的 创立 
还 是 最 近 时代 的 成 就 ， 而 且 役 有 由 面 的 一 般 理论 和 分 析 学 的 一 般 
方法 的 发 展 , 这 种 成 就 是 不 可 能 有 的 。 我 们 注意 到 ,地 图 制作 的 困 
难 的 数学 问题 之 一 是 车 比 雪 夫 (1824 一 1894) 的 研究 对 象 ， 他 所 获 
得 的 还 有 关于 曲面 上 的 曲线 网 的 重要 结果 。 他 还 把 纯 实 用 的 问题 

了 DD 伤 沸 已 日 (1936 一 1838) 不 仅 是 一 个 次 名 的 学 者 , 并 且 是 法 图 草 命 的 活动 
家 ( 海 时 部 六 军队 的 大 炮 和 弹药 生产 的 组 织 者 )。 他 总 历 了 从 牙 名 误 党 人 
型 拿破仑 帝 辐 圳 护 者 这 个 法 国 沉 产 阶级 的 特有 道路 。 
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化 成 一 些 这 样 的 研究 . 

一 般 的 从 一 个 曲面 到 另 一 个 曲面 的 映射 间 题 和 曲面 的 变形 
问题 , 现在 已 经 是 几何 学 中 心 部 分 之 一 ， 在 这 方面 的 重要 结果 
还 是 捷 尔 特 (现在 的 塔 尔 士 ) 大 学 的 教授 浆 定格 (1806 一 1885) 在 
1838 年 得 到 的 。 

完 上 一 世纪 的 后 半 叶 ， 曲 线 和 曲面 的 理论 已 经 在 它们 自己 的 
基础 上 形成 了 (假如 说 的 是 所 谓 “ 古 典 的 微分 几何 学 ”以 区 别 于 将 
在 85 中 谈 到 的 更 新 的 方面 )， 已 经 得 到 了 曲线 理论 的 基本 方 
程 -一 所 亩 佛 锐 而 公式 在 1853 年 , 头 定 格 在 塔 尔 士 大 学 的 学 生 
徙 德政 (1828 一 1881) 的 学 位 论文 中 获得 了 和 利用 了 曲面 理论 的 其 
本 的 方程 ， 在 15 年 之 后 这 些 方程 又 被 意大利 数学 家 科 达 奇 记 获 
得 , 这 些 方程 道 常 是 以 后 者 命名 的 。 被 德 还 在 洪 尔 土 读 完 大 学 以 
后 ,作为 中 学 教师 而 在 莫斯科 生活 各 工作 .他 盟 然 没有 取得 相当 于 
他 的 杰出 科学 成 就 的 任何 科学 喀 的 职位 ， 但 是 他 多 少 还 是 莫斯科 
数学 会 和 从 1866 年 起 直到 现在 都 在 莫斯科 刊行 的 “数学 汇 刊 " 杂 
志 的 创立 者 之 一 . 征 分 几何 学 的 更 浙 科 学 派 就 是 从 彼 德 还 开始 的 ， 

“古典 ”微分 儿 何 学 发 展 的 著名 的 总 结 是 法 国 几何 学 家 达尔 布 
在 他 1887--1896 年 刊行 的 四 卷 “一 般 曲 面 再 论 讲 义 ?里 作出 的 , 在 
我 们 的 这 个 世纪 内 , 古典 微分 几何 继续 有 所 发 展 ,但 是 在 曲线 和 则 
面 理论 的 研究 中 心 ,大 都 分 已 转向 新 的 方面 ,在 那些 方面 所 研究 的 
匣 形 和 其 性 质 的 范围 还 要 更 为 广泛 。 


82. 曲线 理论 


在 微分 几何 学 里 确定 曲线 的 方法 ”在 分 析 学 和 解析 几何 里 我 
们 已 知道 可 用 方程 来 确定 曲线 ,在 平面 上 的 直角 坐标 里 ,曲线 可 以 
用 方程 


y=f(%) 
或 者 更 普遍 的 方程 


F(z, W =0 
来 给 定 。 然 而 这 种 方法 只 适合 于 平面 出线 ( 即 在 平面 上 的 出线)， 


“101° 


可 是 还 必须 能 用 方程 来 确定 空间 曲线 〈 即 不 能 含 于 任何 平面 内 的 
曲线 ). 可 以 取 纪 施 线 作为 这 种 
曲线 的 例子 (网 2)、 
为 了 微分 儿 何 的 目的 和 在 许 
多 别 的 问题 里 的 需要 ， 最 好 把 册 
线 看 作 点 的 连续 运动 的 轨迹 。 当 
然 ， 已 给 定 的 曲线 可 以 从 其 他 来 
源 而 得 ， 但 是 我 们 总 可 以 设想 
有 着 某 个 点 沿 着 这 条 则 线 而 运 
动 . 
我 们 假定 在 空间 中 已 经 取 定 
了 一 个 笛 卡 儿 符 标 系 .如 果 让 点 
图 3， 卫 以 人 t=a 到 #~b 的 时 间 沿 
着 曲线 而 运动 ， 则 这 个 动 点 的 坐标 就 是 时 间 的 函数 2(), y(t)， 
z(t)。 可 以 取 飞 机 的 飞行 或 者 炮弹 的 飞驰 作为 直观 的 例子 . 反之 ， 
如 果 预 先 给 定 了 函数 2(), y(t) ,z(t), 则 就 可 以 用 它们 米 决定 动 
点 了 的 坐标 。 随 着 t 的 改变 而 运动 的 点 , 因而 也 就 画 出 一 条 曲 
线 ， 因 此 ,空间 中 的 曲线 可 以 用 下 列 形式 的 三 个 方程 来 给 定 ; 
wt), yy), s(t). 
同样 地 ,平面 上 的 巾 线 由 两 个 方程 决定 ; 
wm—2(t), y—y(t), 
这 个 给 定 曲线 的 方法 是 最 普遍 的 . 
让 我 们 来 讨论 一 下 螺旋 线 作为 例子 ， 它 在 点 的 螺旋 运动 下 得 
到 ， 它 由 绕 一 条 直线 一 一 螺旋 轴 一 一 的 等 速 旋转 和 沿 着 这 条 轴 的 
等 速 移动 合成 .我 们 取 螺 旋 轴 作为 Oz 轴 . 设 在 时 刻 t=0 时 点 在 
Oz 轴 上 .让 我 们 来 找 出 点 的 华 标 对 时 间 的 依 藉 性 ， 如 果 沿 02 轴 
的 移动 以 速度 。 来 进行 ， 则 显然 在 这 个 方面 随时 间 t 而 得 的 增 量 
是 





2=0t, 
如 果 p 是 绕 Cz 轴 的 旋转 角 而 且 @ 是 从 点 到 轴 的 距 高 , 则 从 图 2 可 
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以 看 出 
we—acog, y=—asing. 
因为 旋转 是 等 速 的 ,所 以 角 g 与 时 间 成 正比 ,p 一 ot(@ 是 旋转 的 角 
速度 )。 因 此 我 们 得 到 
@ 一 4c0sc 9 一 Csin wt, 2 一 ct 
这 就 是 泥 旋 线 的 方程; 随 着 二 的 改变 , 动 点 以 这 祥 的 坐标 画 出 一 条 
螺旋 曲线 . 

当然 , 变数 ,或 者 像 普 通 所 说 参数 包 并 不 必须 具有 时 间 的 意 
义 .此 外 ,从 给 定 的 参数 可 以 转 到 另 一 个 参数 ,例如 可 以 用 公式 {一 
呀 或 者 一 般 地 # 一 /6 引进 另 一 个 变数 如)， 在 几何 学 中 , 最 自然 
的 是 取 曲 线 上 从 某 个 固定 点 4 算 起 的 曲线 弧 的 长 度 a 作为 参数 . 
与 弧 长 8 的 每 个 可 能 的 值 对 应 的 是 弧 4 及 本 身 . 所 以 瑟 的 位 置 
由 景 * 完全 决定 ， 因 而 点 民 的 坐标 就 可 以 表示 成 弧 长 3 的 函数 ， 

ws), yy(s), z=2(8). 

所 有 这 一 些 ( 以 及 可 能 的 其 他 一 些 ) 给 定 曲 线 的 方法 ”, 都 打开 
了 在 研究 曲线 时 进行 计算 的 道路 .只 要 用 方程 表述 了 曲线 ,就 可 以 
运用 数学 分 析 来 研究 曲线 
的 性 质 . 

在 微分 几何 学 中 ， 与 
平面 曲线 有 关 的 是 三 个 基 
本 概念 ， 长 度 、 切 线 和 上 巾 
率 . 与 空间 曲线 有 关 的 还 
有 所 谓 密 接 平 面 和 挠 率 . 
现在 我 们 就 要 依次 来 说 明 < 
这 些 概念 的 意义 和 价值 . 图 9 

长 度 每 一 个 人 所 已 经 形成 的 关于 长 度 的 直观 看 法 必须 精确 


1) 这 时 严格 地 说 ,函数 了 必须 是 单 请 的 。 
2) 空间 中 的 旧 线 还 可 以 作为 由 方程 也 (z, y, 2) 一 0 和 Q(x, y ) 一 0 决定 的 两 个 
曲面 的 交 识 来 给 定 , 取 曲 线 由 这 两 个 方 种 的 全 体 来 给 定 . 在 理论 的 推导 中 最 方便 的 是 
一 人 
用 应 量 来 给 定 机 线 ， 即 用 从 坐标 原点 引 到 点 X 的 向 量 一 0X 来 决定 这 个 点 的 位 置 . 
项 着 向 量 > 的 改变 ,终点 了 画册 给 定 的 此 线 (图 3. 
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化 ,才能 转化 成 数学 曲线 的 长 度 的 正确 定义 ， 这 定义 引 向 确定 的 
数值 特征 ， 而 且 疲 用 来 以 任意 的 正确 程度 计算 曲线 的 长 度 和 在 谈 
到 长 度 时 作 严 密 的 论证 。 对 于 所 有 数学 概念 都 是 这 样 ， 从 不 成 熟 
的 观念 到 不 变 的 和 正确 的 定义 的 过 程 正 是 从 关于 对 象 的 不 科学 的 
认识 到 科学 的 认识 的 过 程 。 为 了 技术 和 自然 科学 的 需 要, 概念 的 
正确 化 终究 还 是 必须 的 ， 技 术 和 自然 科学 的 发 展 要 求 研究 长 度 、 
面积 和 其 他 一 些 几何 量 的 性 质 . 

简单 的 和 最 合乎 需要 的 长 度 定义 是 这 样 的 : 由 线 的 长 度 是 内 
接 于 这 曲线 的 折 战 的 长 度 当 折线 的 顶点 在 这 曲线 上 无 限制 地 密集 
时 的 极限 . 

这 样 的 定义 是 从 自然 的 
测量 方法 出 发 的 .在 曲线 上 
大 次 记 出 点 Lo 41, 4 … 
《图 区， 来 测量 它们 之 间 的 
下 离 . 这 些 距离 的 总 和 (这 个 
总 和 正 是 内 接 折线 的 长 度 》 
表示 出 曲线 的 近似 的 长 度 ， 
为 了 更 正确 地 决定 长 度 ， 自 

机 4 热 需 要 更 窗 地 选取 这 些 点 
4, 那 时 才能 更 好 地 照顾 到 曲线 的 弯曲 。 最 后 , 长 度 的 正确 的 值 
就 被 定义 为 当 这 些 点 4 无 限制 地 密集 时 指 级 眼 值 "， 因此 ,长度 
的 这 个 定义 正 是 用 愈 来 愈 小 的 脚步 来 测量 长 度 的 方法 的 推广 . 

从 长 度 的 定义 容易 引出 计算 它 的 公式 ， 只 要 曲线 是 用 解析 式 
子 给 定 的 。 然 而 我 们 注意 到 ,数学 公式 完全 不 是 单 为 计算 用 的 . 他 
们 还 代表 确立 了 不 局 数学 景 之 间 关系 的 定理 的 简 缩 写法 .这 种 关 
系 的 理论 价值 可 能 远 远 超过 了 公式 的 计算 价值 ， 举 例 说 ， 出 公式 





也 所 说 的 极限 ( 即 长 度 ) 的 存在 ,即使 对 于 位 在 有 限制 的 区 域 里 的 外 线 , 也 不 是 早 
已 知道 的 。 如 果 曲 线 非常 曲折 , 则 它 的 长 度 可 以 是 很 大 的 . 可 以 用 数学 的 方式 给 出 非 
常 “ 桦 曲 的 ”曲线 , 而 渍 它 的 任何 一 段 站 都 设 有 有 限 的 长 讼 (内 接 于 这 且 线 的 折线 的 长 
庶 是 无 界 地 增 大 的 )。 
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gs 
表 出 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 就 完全 不 是 为 了 计算 斜 边 。 的 平方 ， 而 首 
先是 指出 直角 三 角形 各 边 之 间 的 依 问 注 . 
让 我 们 在 这 里 推导 出 在 笛 卡 儿 坐 标 里 由 方程 y 一 f(z) 给 定 的 
平面 则 线 的 长 度 ， 这 时 我 们 假定 函数 jz) 有 连续 的 导数 





本 出 内 接 于 曲线 的 折线 (图 四， 设 4u，4w+ 是 它 的 两 个 邻接 
的 顶点 ,而 ww, gh 和 msz gmtz 是 这 两 个 顶点 的 坐标 . 线 谎 4s4nrz 
是 一 个 直角 三 角形 的 斜 边 , 它 的 直角 边 等 于 

Loa [enti— zo), Mya— |sorx 一 加 | ， 
因而 , 接 照 毕 达 如 拉 斯 定理 ， 
hh VU T+ (A a 

容易 设想 ,假如 通过 点 4。 和 4,ia 的 直线 平行 地 向 上 或 向 下 
移动 则 在 直线 腊 离 曲线 的 时 刻 ， 它 就 占有 这 曲线 的 某 个 点 了 处 
的 切线 的 位 置 , 这 就 入 说 , 在 曲线 的 片段 4.4。+1+ 上 至 少 存在 一 个 
点 ， 在 这 点 处 的 切线 的 倾角 与 获 4w4sti 的 倾角 相同 (这 个 显然 的 
附注 容易 作 严密 的 证 明 )。 

利用 以 上 所 说 的 ,我 们 把 比值 如。 换 成 点 B 处 的 切线 的 倾 


角 的 正 急 ， 即 把 人 换 戌 导数 (8), 这 里 6 是 点 了 3 的 模 坐 人 


现在 这 一 段 的 长 度 就 有 式 
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BA VITYTE) do. 
整个 折线 的 长 诬 是 其 各 和 的 长 度 之 和 。 当 用 记号 避 来 编 短 加 号 
的 写法 时 ,我 们 有 
Sou — DMITY En) dr 
为 了 得 到 曲线 的 长 度 ， 现 在 只 要 在 量 do 中 的 最 大 者 趋向 办 
的 条 件 下 过 滤 到 极限 ， 
s~ lim DD VITYTE) de,. 


但 是 按照 在 第 二 章 ( 第 一 卷 ) 中 所 给 出 的 积分 的 定义 ， 这 个 和 式 的 
极限 正 是 积分 。 那 就 是 说 , 这 是 函数 VI+y” 的 积分 ， 因 此 , 平 
面 曲线 的 长 度 由 下 列 公式 表 出 : 


证 『 VITda (GT) 


这 里 积分 界限 4 和 5 是 w 在 所 讨论 的 由 线 弧 的 端点 处 的 值 ， 
空间 曲线 长 度 是 对 应 的 ,但 是 稍 有 不 同 的 公式 , 推导 的 根据 也 
是 同一 些 东 西 . 
要 依照 这 些 公式 实地 来 计算 长 度 ,当然 并 不 总 是 简单 的 .例如 
加 的 长 度 用 公式 (1) 来 计算 就 很 复杂 . 但 是 , 我 们 已 经 说 过 , 公式 
并 不 只 是 用 来 作 计算 的 ; 竺 别 地 ,公式 (了 D 对 于 长 度 性 质 的 研究 ,对 
于 长 度 与 其 他 几何 量 的 关系 等 等 , 都 是 很 重要 的 ， 在 第 八 章 里 我 
们 就 有 用 到 公式 (1) 的 地 方 。 
切线 平面 曲 线 的 切线 在 第 二 章 ( 第 一 卷 ) 里 已 经 讨论 过 了 . 
对 于 空间 曲线 来 说 , 切线 的 意义 是 完全 相似 的 .为 了 在 点 4 处 决 
定 切线 , 在 曲线 上 取 与 4 不 同 的 点 互 , 而 且 引 割 线 4 和 然后 让 
点 互 沿 荐 曲线 去 接近 4. 如 果 这 时 制 线 4 趋向 一 个 极限 位 置 ， 
则 有 这 个 极限 位 置 的 直线 就 叫做 温 线 在 点 4 处 的 切线 ”. 
如 果 区 分 了 曲线 的 起 点 和 终点 ， 因 而 也 就 区 分 了 它 的 通行 次 
二 从 筝 二 章 图 13 的 例子 奢 岂 ,市 线 的 极限 位 置 可 以 不 存在 ,那里 所 画 的 曲线 
y=vsin 十 在 零 的 附近 上 下 搂 动 , 使 得 当 和 4 热 向 0 时 , 神 线 04 总 是 从 直线 OU 所 
动 到 直线 OF 和 反 过 采 从 直线 OL 扰动 到 直线 OX。 
106。 








序 , 则 就 可 以 说 点 4 和 际 中 哪 一 个 是 第 一 个 , 哪 一 个 是 第 二 个. 
《例如 当 列车 从 莫斯科 开 到 海参 威 时 、 哪 木 斯 克 显 然 在 伊 尔 库 欧 克 
之 前 .) 由 于 这 个 缘故 , 就 可 以 在 割 线 上 用 箭头 指出 从 第 一 个 点 到 
第 二 个 点 的 方向 , 这 种 “有 向 守 线 "的 极限 是 “有 向 切线 "(图 人. 切 
线 上 的 箭头 志明 洪 曲 线 的 运动 在 通过 点 4 的 时 刻 向 着 哪 一 个 方 
向 ,在 点 沿 着 汝 线 运 动 时 ,在 每 一 时 刻 的 运动 速 讼 ,其 方向 都 沿 着 
它 所 产生 的 曲线 的 切线 . 





图 8 图 7 


切线 具有 一 个 重要 的 几何 性 质 ; 在 接近 切 点 处 , 曲线 与 这 条 直 
线 的 差异 在 一 定 的 意义 下 小 于 与 任何 别 的 直线 的 差异 . 这 时 曲线 
上 的 点 到 切线 的 距离 与 它 到 切 点 的 距离 比 起 来 是 很 小 的 ， 正 确 地 


说 比值 卫 基 (图 丰 当 环 鸥 于 妹 时 赵 向 零 ” 因而 在 轩 线 的 一 小 


自 上 可 以 用 切线 来 代 堵 它 ， 所 具有 的 误差 与 师 到 线 眉 的 大 小 相 比 
是 很 小 的 。 为 了 简化 推导 而 把 曲线 的 小 段 换 成 切线 的 线段 , 就 是 
利用 切线 的 这 个 性 质 。 在 连 上 极限 过 程 以 后 , 这 种 方法 给 出 十 分 
正确 的 结果 . 

我 们 有 趣 池 看 到 ,对 于 不 是 直线 的 曲线 , 即 对 于 没有 原来 意义 
的 方向 的 曲线 ,我 们 在 拿 它 与 直线 比较 以 后 , 就 能 在 每 个 点 处 决定 
它 的 方向 。 于 是 方向 概念 就 被 推广 了 ,， 它 得 到 了 它 原 来 没有 的 意 





从 图 7 看 到 ， 尖 各 sina, 这 时 


4) 这 个 断言 直 楼 从 切线 定义 本 吨 得 出 去 


9 蚌 切 线 和 割 线 4X 之 间 的 角 . 因而 汪 守 郑 着 = 同时 忆 向 从 
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义 。， 这 个 新 的 方向 宏 念 反映 了 沿 曲 线 的 运动 的 现实 的 本 质 , 即 它 
在 每 一 时 刻 都 有 方向 , 同时 连续 地 改变 它 的 方向 。 

曲 宰 ”要 用 眼睛 来 判断 道路 、 细 杆 或 者 图 上 的 线段 的 弯曲 程 
度 , 并 不 一 定 需 要 数学 家 。 但 是 即使 对 于 最 简单 的 力学 问题 , 这 种 
一 般 的 看 法 也 是 不 够 的 , 而 读 曲 程度 的 正确 的 定性 特征 是 必要 的 . 
这 特征 的 获得 明白 地 表 出 了 关于 曲率 是 曲线 方向 改变 快慢 的 直观 
看 法 中 所 存在 的 内 容 . 

设 4 是 曲线 上 的 点 ,2 
是 接近 4 点 的 (图 8). 在 这 
些 点 处 的 切线 之 闻 的 角 表 出 
曲线 的 从 4 到 于 的 片段 上 
的 旋转 ， 我 们 把 这 个 角 记 做 
,旋转 的 平均 速度 , 更 正确 
图 8 地 是 在 长 度 怒 的 片 眉 4M 


上 以 单位 长 度 来 算 的 平均 旋转 , 显然 是 和 于 是 作为 曲线 在 点 
么 处 前 平均 旋转 速度 的 曲率 , 自然 就 定义 为 比值 于 当 至 一 4 时 


( 换 名 话说 就 是 当 如 ->0 时 ) 的 极限 了 。 总之, 曲率 由 下 列 公 式 定 
义 : 





br 
作为 例子 ， 我 们 来 讨 
论 贺 的 曲率 (图 9) 明显 
地 , 半径 04 和 Of 之 间 
的 角 史 和 在 点 么 和 型 处 
的 切线 之 间 的 角 p 是 相等 

的 ， 这 是 因为 它们 的 边 互 图 9 
相 垂 站 的 缘 放 . 角 9 记 张 的 红 4M 有 长 度 人 一 9T, 于 是 


-本 
7" 
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这 说 明 比 们 于 是 常数 , 因而 作为 这 个 比值 的 极 黑 值 的 圆 的 曲率 ， 
在 圆 的 所 有 点 处 都 相同 而 等 于 半径 的 俏 数 ”. 

让 我 们 来 导出 由 方程 g 一 f(o) 给 定 的 平面 曲线 的 曲率 的 公 
式 .我 们 取 周 定点 六 作为 计算 长 度 的 起 点 (图 10). 在 点 4 和 
4 处 的 切线 之 问 的 角 9 按 绝 对 值 显然 等 于 切线 倾角 从 4 到 杂 
的 改变 量 

9= jd. 

所 于 角 < 可 能 减 小 , 所 以 我 们 训 取 绝对 值 , 

我 们 所 感到 兴趣 的 量 


-Jim - 刀 -jimn J jim — 4 ~ jel 
a 民 . 





图 10 


曲线 弧 N4 的 长 度 由 积分 
:上 VIryds 
s 
表示 ,因而 s 一 V1+g”。 
1) 我 们 生意 到 , 拿 昌 厂 与 作为 曲 闪 的 挤 范 或 标 壮 的 加 宁 比 较 ,一 般 夫 入 可 点 过 3 


你 剖 昌 线 的 轩 室 的 你 念 ， 那 就 是 说 : 曲率 是 丈 样 一 个 图 的 学 茎 的 俩 数 ， 这 个 团 直 在 于 
考 起 的 点 涉 以 让 好 的 方式 接近 于 已 知 册 线 的 。 
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还 要 来 求 a。 我 们 知道 始 < 一 上 因而 一 arc 记 y， 后 面 这 
个 等 式 对 = 求 微分 ,我 们 得 到 


en 
加 王佐 fh 
总 之 ,最 终 地 有 
| 
bl ri 


在 普通 的 分 析 学 教程 和 微分 几何 学 教程 里 还 导出 用 别 种 方法 给 定 
山 线 时 的 对 应 的 公式 和 关于 空间 曲线 的 公式 

得 到 的 公式 可 以 用 米 给 出 曲 闪 的 另 一 个 儿 何 解 姑 ， 这 在 很 多 
问题 里 是 有 用 的 。 屠 就 是 说 , 昌 线 在 已 知 点 处 的 曲率 可 以 用 下 到 
公式 中 出 

b= lim 部 ， 
这 里 畴 是 从 曲线 上 的 点 到 已 知 点 处 的 切线 的 距 高 ，1 是 切 锅 上 从 
切 点 到 曲线 上 的 点 在 切线 上 的 投影 点 
这 个 线段 的 长 度 ( 图 1)， 

为 了 证 明 ,我 们 了 直角 航标 系 ,使 
坐标 原点 与 级 的 已 知 点 重合 , 使 Cn 
轴 与 曲线 在 这 个 点 处 相 切 重合 (图 

国 开 11)， (为 了 简单 直 见 ,我们 只 考虑 平面 
曲线 ) 于 是 =0, 因 而 一 ly"|。 按照 泰 芭 公式 展开 给 定向 线 
的 两 数 y=f《z) 以 后 ， 我 们 得 到 ，y 一 十 ee 二 az (这 时 考 由 了 
gr-0 这 事实 )， 这 时 当 2->0 时 有 6 一 0 由 此 得 出 
tly' -lima 
而 且 因 为 |y| -为 一 忆 所 以 
1 要 学. 
这 个 公式 表明 , 曲率 刻画 了 赂 统 离开 切线 的 速度 . 
我 们 来 谈 一 下 曲线 概念 与 力学 问题 的 一 些 重要 联系 。 
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我 们 先 讨 论 以 下 的 问题 设 有 一 条 和 柔软 的 线 挂 在 一 个 加 柱子 
上 (图 12), 并 且 这 条 线 处 在 一 个 平面 上 .需要 求 出 在 每 个 点 处 这 
线 对 于 柱子 的 压力 ,更 正确 地 也 就 是 决定 极限 


i 
?-lim 十， (2) 


这 里 卫 是 长 度 4 的 包含 已 知 点 的 一 段 线 作用 于 柱子 的 力 了 的 
大 小 ， 为 了 简单 起 见 ， 我 们 假定 沿 整 条 线 的 张力 的 大 小 了 是 
相间 的 . 





图 12 


我 们 考虑 点 4 而 且 取 一 段 线 4B?， 在 这 长 讼 省 的 一 段 线 
4B 上 ,除去 柱子 的 反作用 力 以 外 ， 作 用 的 只 是 两 个 外 力 一 一 端点 
处 的 张力 , 它们 大 小 相等 而 方向 则 沿 着 端点 处 的 切线 向 着 两 侧 . 因 
而 这 一 段 线 对 柱子 的 压力 P， 几 何 地 就 等 于 两 个 端点 处 的 张力 之 
和 ， 从 图 12 可 以 看 到 , 向 量 了 是 等 腰 三 角形 04D 的 底 边 这 
个 三 角形 的 两 娶 都 等 于 也, 而 顶点 0 处 的 项 角 p 则 等 于 切线 从 4 
到 BB 的 旋转 角 . 

角 p 随 着 心 的 减 小 而 减 小 , 而 在 了 和 点 4 处 的 切线 之 间 的 
角 则 趋向 直角 .因而 压力 的 方向 垂直 于 切线 . 

为 了 求 出 压力 的 大 小 ， 我 们 要 用 到 圆 的 微小 的 弧 按 长 度 接近 
于 它 所 张 的 总 这 个 事实 ,而 且 我 们 就 把 弦 4D 的 长 度 , 即 量 忆 ， 换 


了 ) 取 点 4 是 中 点 的 一 段 线 当 然 更 自然 些 , 但 是 这 并 不 改变 最 后 的 结果 ， 反 而 引 
起 计算 上 汐 一 些 麻 燃 . 


“llle 


成 弧 4D 的 长 度 gp， 于 是 接 公 式 (2 我 们 得 到 
plim lim Se.—Tlim 7h. 


45+0 0 As 0 

总 之 ,在 每 个 点 处 的 压力 就 等 于 由 率 与 线 上 张力 的 乘积 ,其 方 
向 则 重 直 于 在 这 个 点 处 的 切线 . 

我 们 再 来 讨论 另 一 个 问题 。 设 质点 ( 即 很 小 的 物体 ) 沿 翔 平面 
上 的 一 条 曲线 以 大 小 不 变 的 速度 2 而 运动 ， 问 它 在 已 知 点 4 处 的 
加 速度 是 怎样 的 ? 按照 加 速度 的 定义 , 它 等 于 速度 (在 时 间 必 内 ) 
的 改变 量 对 时 间 的 增长 必 之 比值 的 极限 。 这 时 所 取 的 速度 不 仅 
有 大 小 ,而且 有 方向 ， 即 我 们 讨论 的 是 速度 向 量 的 改变 ， 因 此 , 从 
数学 上 看 ,关于 加 速度 的 大 小 的 问题 就 化 成 求 极限 

Wi 8 人 | 
0 


这 里 w(D) 是 在 点 4 处 的 速度 ,而 lt+ 4) -9(D| 则 是 表示 速度 
之 差 的 上 而 量 的 长 度 ， 我 们 所 关心 的 极限 还 可 以 改写 成 
Be Vt)+v(t+4) | Tim 4 

Ai’ 


Ber0 E30 
这 里 4 是 在 时 间 必 内 所 通过 的 强 的 长 度 . 
如 果 注 意 一 下 图 18, 而 且 考 虑 到 速度 在 每 个 点 处 的 方向 都 沿 
着 切线 , 而 它 的 大 小 又 是 常数 ， 那 末 要 以 几何 方式 求 出 一 5 十 





vt+dt) 
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了 (t+ 人 的， 正好 与 上 一 个 问题 中 求 出 向 量 己 没 有 任何 区 别 . 因 厅 
可 以 利用 上 一 个 问题 的 现成 的 解 , 把 张力 效 成 速度 而 写成 
lm -20 + ut 三 三 
此 外 ,Im 他 -w。 因 面 最 余地 可 以 说 , 物体 在 灌 曲 线 作 均匀 运动 
时 所 经 受 的 加 速度 就 等 于 曲率 乘 上 过 诬 平 方 的 秋 各 
why (3) 
加 速度 的 方向 则 沿 着 曲线 的 法 线 , 即 沿 着 季 直 于 切线 的 直线 ， 

引用 几何 的 类 比 ， 使 我 们 能 够 在 解决 关于 加 速度 的 问题 时 利 
用 关于 线 的 问题 的 解 ,这 再 一 次 地 说 明 , 数 学 的 概念 和 结论 在 售 亨 
了 具体 特性 之 后 ， 是 如 何 地 促使 这 些 结 论 富 右 各 种 各 祥 应 用 的 可 
能 性 呆 。 

我 们 还 注意 到 , 从 力学 现 点 反映 了 运动 方向 的 改变 的 曲率 ,与 
造成 这 种 改变 的 力 有 密切 的 关系 ， 在 等 式 (8) 的 两 边 条 上 运动 党 
的 质点 的 质量 以 后 ,很 答 易 得 到 表示 这 个 关系 的 式 子 我 们 
有 


Fo—m mk, 
这 里 厂 , 是 作用 于 点 上 的 力 在 法 线 方 向 的 分 力 的 大 小 。 

密 接 平面 ”虽然 空间 曲线 不 在 一 个 平面 上 ， 但 是 通常 在 它 的 
每 个 点 4 处 可 以 取 一 个 平面 P, 在 这 个 点 的 邻近 ， 曲 线 与 它 的 兹 
蜡 小 于 曲线 与 任何 别 的 平面 的 差 
蜡 . 这 样 的 平面 叫做 曲线 在 已 知 
点 处 的 密 接 平面 . 

密 凄 平面 自然 是 这 样 的 平 
面 ， 它 尽 可 能 更 紧密 地 依附 于 通 
过 点 4 的 曲线 和 已 知 曲线 的 切 
线 PT， 但 是 通过 点 4 和 包含 着 
和 4 的 直线 了 的 平面 有 很 多 ， 为 
了 在 所 有 这 些 平面 中 找 出 曲线 与 昌林 
其 差异 最 小 的 平面 , 我 们 试 着 来 考察 一 下 上 曲线 与 切线 的 差异 ， 为 
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此 我 们 沼 荐 切线 来 察看 曲线 , 换 句 话说 , 我 们 把 已 知 曲线 投射 到 所 
请 法 平面 @ 上 , 这 是 通过 4 而 垂直 于 7 的 平面 (图 坟 )。 已 知 曲 
线 的 包含 着 4 的 片段 的 投影 在 平面 & 上 形成 一 条 新 的 曲线 (在 
图 直上 这 条 曲线 用 虚线 画 出 )。 这 曲线 通常 在 点 4 处 有 一 个 尖 
端 . 如果 得 到 的 曲线 在 点 4 处 有 切线 叉 , 则 通过 了 和 六 的 平面 
卫 自然 就 是 在 和 4 邻近 最 紧密 地 依附 于 已 知 曲线 的 平面 , 也 就 是 在 
点 4 处 的 密 接 平面 、 可 以 证 明 , 当 给 定 曲线 的 函数 有 二 阶 导 数 而 
且 曲 线 在 点 各 处 的 曲率 不 是 零 时 , 密 接 平面 一 定 存在 ,而 且 它 的 
方程 可 以 非常 简单 地 用 给 定 曲线 的 函数 的 一 阶 和 二 阶 导 数 来 家 
出 。 
如 果 说 切线 的 性 质 可 以 用 来 把 微小 片 眉 的 曲线 看 化 直线 ， 而 
且 这 样 做 所 车 成 的 误差 与 曲线 片段 的 长 度 相 比 是 很 小 的 ， 那 么 密 
接 平 面 的 性 质 使 我 们 能 够 把 敏 小 片 眉 的 空间 有 曲线 看 做 平面 曲线 ， 
用 它 在 密切 平面 上 的 投影 来 代替 它 ， 并 且 这 里 的 误差 甚至 于 与 助 
线 片 段 的 长 度 平方 相 比 也 是 微小 的 . 
在 空间 中 垂直 于 切线 的 直线 是 很 多 的 ， 它 们 销 满 了 由 线 在 已 
知 点 处 的 法 平面 ， 在 这 些 直线 中 可 以 区 别 出 处 在 密 接 平面 上 的 一 
条 直线 六 ， 这 条 直线 叫做 曲线 的 主 法 战 、 通常 它 还 有 固定 的 方 
向 一 一 向 着 曲线 在 密 接 平面 上 的 投影 的 止 进 的 一 侧 ， 对 十 空间 曲 
线 说 , 主 法 线 占有 平面 曲线 的 唯一 法 线 的 池 位 (特别 地 ,如 果 有 
一 根 柱 子 迫 使 具有 张力 7 的 柔软 的 线 保持 空间 曲线 的 形状 , 那么 
曲线 在 每 个 点 处 对 于 柱子 的 压力 都 等 于 Th 而 且 沿 着 主 法 线 的 方 
向 。 又 如 果 有 质点 沿 着 空间 曲线 以 大 小 不 变 的 速度 "而 运动 ， 那 
来 它 的 加 速度 就 等 于 ht 而且 方向 沿 着 主 法 线 .》 
禾 率 ” 当 沿 其 曲 线 从 一 个 点 变 到 另外 一 个 点 时 ， 密 接 平面 的 
位 置 自 然 随 之 而 改变 . 正 像 切线 的 旋转 速度 由 曲率 刻画 一 样 , 密 接 
平面 的 施 转 速度 也 由 一 个 新 的 量 一 一 曲线 的 模 率 来 刻画 。 这 时 就 
像 在 曲线 的 情形 那样 ,速度 以 对 于 所 通过 的 弧 长 的 比值 来 计算 ， 
即 如 果 针 是 在 国定 点 委 和 邻近 它 的 点 及 处 的 密 接 平面 之 间 的 
角 , 而 心 是 绝 4X 的 长 度 , 那 末 在 点 4 处 的 找 率 = 就 定义 成 


la. 








极 服 2 


T=lim EM 
pe 


挠 率 的 符号 依 坊 于 密 接 平面 在 沿 着 曲线 的 运动 下 向 着 哪个 方向 旋 
转 , 

这 样 一 来 , 可 以 设想 当 点 沿 着 曲线 运动 时 , 同时 随 着 运动 的 有 
密 接 平面 以 及 画 在 它 上 面 的 切线 和 主 法 线 ， 并 且 切 线 在 每 一 时 刻 
都 向 着 法 线 一 侧 以 由 曲率 决定 的 速度 而 转动 ， 密 接 平面 则 绕 着 切 
线 以 由 挠 率 决定 的 速度 和 方向 而 转动 . 

运用 微分 方程 论 的 最 简单 的 手法 , 可 以 证 明 一 个 基本 定理 ,大 
致 说 来 它 相当 于 说 有 相同 曲率 和 挠 率 的 曲线 是 相等 的 ， 我 们 来 解 
释 一 下 这 个 命题 ， 如 果 从 曲线 的 起 点 沿 着 曲线 作 不 同 弧 长 s 的 移 
动 , 则 依赖 于 景 # 我 们 达到 曲线 上 的 不 同 的 点 ， 在 每 个 点 处 都 有 
它 独 有 的 曲率 天 和 挠 率 + 的 值 ， 因而 ks) 和 5(3) 对 于 每 条 曲线 
说 都 是 从 曲线 起 点 算 起 的 路 程 * 的 某 些 函数 . 

所 说 的 定理 断定 ， 如 果 两 条 曲线 的 曲率 和 挑 率 作为 弧 长 的 函 
数 是 相同 的 , 则 这 两 条 曲线 是 相等 的 ( 即 其 中 的 一 条 经 过 运动 可 以 
与 另 一 条 重合 )、 这 样 一 来 , 曲率 和 抄 率 作为 沿 曲线 的 弧 长 的 函数 
已 经 完全 决定 了 这 条 曲线 , 只 除 挤 这 曲线 在 空间 中 的 位 置 , 因而 可 
以 说 曲线 的 所 有 性 质 全 都 包含 在 它 的 长 庭 、 同 率 和 挠 率 的 依赖 关 
系 之 中 ， 因 此 这 三 个 概念 在 研究 关于 曲线 的 各 种 问题 时 成 为 一 个 
合理 的 基础 ， 利 用 它们 还 可 以 获得 我 们 马上 就 要 访 触 到 的 曲面 再 
论 的 最 简单 的 概念 . 

当然 , 这 一 些 还 不 是 曲线 理论 的 全 部 。 在 其 中 还 可 以 引出 与 
晓 线 有 关 的 很 多 别 的 概念， 研究 特殊 类 型 的 曲线 ， 曲 线 族 ， 曲 线 
在 曲面 上 的 位 置 ， 关 于 曲线 的 整体 形状 的 问题 ， 等 等 。 这 些 问 题 


1) 可 以 证 明 晶 匈 贱 在 其 所 有 的 点 处 有 同样 的 拨 阐 , 无 且 可 以 从 比较 曲线 与 在 已 
知 点 的 令 域 里 以 最 好 的 方式 带 近 渴 线 的 螺 线 , 来 引 过 任意 曲线 的 挠 齐 的 概念 ， 找 率 还 
刻画 了 曲线 对 于 平面 的 差 虱 。 在 与 曲率 的 某 种 联合 下 , 抗 率 刻画 了 有 曲线 离开 它 的 客 氛 
平面 的 速度 。 
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和 钨 决 它们 的 方法 几乎 与 记 有 的 数学 分 支 都 有 了 联系， 可 以 利 
用 这 个 型 论 的 力量 来 解 的 问题 的 范围 也 是 特别 帮 富 利多 样 化 
的 。 


§ 3. 曲面 理论 的 基本 概念 


确定 曲面 的 方法 ”为 了 用 分 六 学 的 方法 来 研究 曲面 ， 自 然 必 

须 能 解析 地 来 给 定 曲面 . 给 定 曲 面 最 简单 的 是 用 方程 
2=f ls, 9), 

式 中 必 y, z 是 曲面 上 的 点 的 笛 卡 儿 坐 标 。 这 时 函数 fw, 引 并 不 
必须 对 于 所 有 的 中 9 都 有 定义 一 一 它 的 给 定 区 域 可 以 有 各 种 的 
结构 .例如 对 于 在 图 15 上 半 出 的 曲面 , f(%, 幼 给 定 在 一 个 圆 环 
的 内 部 。 用 方程 =f(e, y) 给 定 曲 面 的 一 些 例子 , 我 们 在 解析 儿 
何 里 已 经 知道 了 ， 例 如 我 们 知道 ,方程 2 一 4w 十 By 十 0 给 定 平面 ; 
方程 :一 必 +y* 给 定 旋转 抛物 面 (图 26)。， 为 了 应 用 微分 法 ,函数 
f(z, 切 必 须 有 一 阶 和 二 阶 ( 有 时 还 需要 以 后 几 阶 ) 导 数 ， 由 这 种 
方程 确定 的 曲面 则 做 正则 曲面 。 几 何 上 表明 ( 昌 然 不 完全 正确 ) 监 
面 是 连续 地 弯曲 而 没有 折断 和 别 的 奇异 性 的 。 要 研究 不 服从 这 些 
条 件 的 遇 面 ,例如 有 尖 点 的 、 有 楼 的 .或 有 其 他 奇异 性 的 曲面 ,需要 
一 些 新 的 研究 工具 (参看 $5)， 





TSw 


然而 并 不 是 每 一 个 曲面 都 可 以 整个 地 用 形状 z=F(z， 急 的 


方程 来 才 示 的 ， 即 使 是 没有 奇 导 狂 
的 曲面 也 是 如 此 ， 如果 与 函数 (2， 
切 的 给 定 区 域 中 的 每 一 个 值 zy 
对 应 的 是 完全 确定 的 *, 则 这 就 说 明 
平行 于 0: 轴 的 每 一 条 直线 都 不 应 
该 与 曲面 有 多 于 一 个 的 公共 点 (图 
17)， 所 以 即使 是 非常 简单 的 曲面 ， 
如 像 球面 和 圆柱 面 ， 也 不 能 整个 地 
用 形状 :=f(z, 办 的 方程 来 给 定 ， 
在 这 些 情形 里 ， 曲 面 可 以 用 别 种 方 
式 ,例如 用 形状 (z, y, ) 一 0 的 隐 
方程 来 给 定 .在 那 时 候 , 中 心 在 坐 讨 
原点 而 且 有 半径 有 BR 的 球面 有 方程 
十 十 一 BB 


又 方程 四 十 妨 一 ?给 出 半径 7 的 圆 往 面 。 





当 研 究 的 只 是 曲面 的 小 块 时 (而 在 古典 的 微分 几何 学 里 基本 
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上 就 限于 这 一 类 的 问题 ), 用 方程 :=f(%, y) 给 定 曲面 的 方法 是 完 
全 适合 于 普遍 情形 的 ， 因 为 平滑 曲面 的 每 一 个 充分 小 的 小 块 都 
以 表示 成 这 样 的 形状 ， 我 们 就 采用 这 种 方法 作为 基础 ， 至 于 别 的 
给 定 曲 面 的 方法 则 将 在 54 和 $ .5 中 谈 到 ， 

切 平面 正 像 平滑 曲线 在 每 个 点 处 有 切线 ， 曲 线 在 这 个 点 的 
邻 域 里 最 接近 于 这 切线 一 样 ， 许 多 曲面 在 它 的 每 个 点 处 都 有 所 谓 
切 平面 . 

下 面 是 切 平面 的 正确 的 定义 ， 通 过 曲面 上 的 点 对 的 平面 
已 叫做 曲面 也 在 这 个 点 处 的 切 平面 ,如 果 在 平面 已 和 从 M 引 向 
曲面 上 任意 点 习 的 射线 履 苹 之 间 的 角 mw 当 点 于 接近 点 Mi 时 
趋向 于 零 ( 图 18)。 所 有 与 曲面 上 首 过 点 M 的 曲线 相 切 于 点 用 
的 直线 ,显然 处 在 切 平面 上 . 





图 出 


如 果 曲 面 在 每 个 点 处 都 有 切 平面 ， 而 且 当 从 一 个 点 变 到 另 一 
个 点 时 ， 切 平面 的 位 置 是 连续 地 改变 的 ， 这 个 曲面 就 叫做 平滑 曲 
面 . 
在 切 点 邻近 , 曲面 与 切 平面 只 有 很 小 的 差异 , 如 果 点 下 沿 曲 
面 接近 点 af, 则 点 互 到 切 平面 的 距离 与 它 到 点 履 的 距离 相 比 是 
很 小 的 (读者 在 图 18 上 设想 点 了 接近 于 了 ,就 很 容易 检验 这 一 
点 ). 这 洋 一 来 , 曲面 在 点 邻近 是 如 何 地 贴 合 于 切 平面 呀 。 所 
以 在 一 阶 返 近 下 , 曲面 的 小 块 ， 或 者 说 曲面 的 “元 素 "， 可 以 换 成 切 
平面 的 小 块 。 切 平 面 在 急 点 处 的 垂直 线 ， 也 是 曲面 在 这 个 点 处 的 
垂直 线 , 它 叫 做 曲面 的 法 线 . 
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这 种 用 切 平面 的 小 卖 代替 曲 面 的 小 块 的 可 能 性 在 很 多 情形 里 
出 现 。 举例 说 ,光线 从 曲面 上 的 反射 就 是 像 从 平面 上 的 反射 一 样 
地 进行 的 , 这 就 是 说 , 反射 光线 的 方向 由 普通 的 反射 定律 决定 ， 入 
射 光线 和 反射 光线 与 曲面 的 法 线 处 在 同一 个 平面 上 ， 而 且 入 射 光 
线 和 反射 光线 与 法 线 组 成 相等 的 角 ( 图 19), 就 像 反射 是 对 着 切 平 
面 而 进行 似 的 .同样 地 , 在 光线 通过 曲面 而 折射 时 , 每 一 条 光线 在 
出面 元 素 上 的 折射 也 按照 普通 的 折射 定律 ， 就 像 这 是 平面 元 素 一 
样 。 在 光学 器 柜 中 所有 关于 光线 的 反射 和 折射 的 计算 ， 就 是 根 据 
这 一 些 附 注 的 ， 再 有 例如 互相 接触 的 刚体 在 接触 点 处 有 公共 的 切 
平面 ,物体 通过 它们 表面 的 元 素 而 互相 接触 ， 而 旦 一 个 物体 在 曙 
一 个 物体 上 的 压力 在 没有 摩擦 力 时 其 方向 是 灌 着 接触 点 处 的 法 线 
的 。 这 个 事实 在 物体 不 止 在 一 个 点 处 相 切 时 也 对 ， 那 时 在 每 个 接 
触 点 处 , 压力 的 方向 都 是 没 着 对 应 的 法 线 的 ， 





图 19 


在 用 平面 的 小 块 来 代替 曲面 元 素 的 基础 之 上 ， 还 可 以 来 定 

义 各 种 曲面 的 面积 把 曲面 分 成 了 小 块 Fa 了 Fs,…, Fs, 而且 

把 每 个 小 菊 松 射 到 临 面 在 这 小 块 的 某 个 点 处 的 切 平 面 上 (图 

20)。 我 们 得 到 一 些 平面 区 域 P,Ps,…， 上 。 它们 的 面积 之 和 
sl9. 








给 出 曲 而 面积 的 近似 值 。 曲面 面积 本 身 就 定义 成 小 块 Pu Ps,*…， 
卫 , 的 面积 之 和 在 曲面 分 割 愈 来 愈 细 时 的 航 限 ?， 由 此 可 以 导出 用 
二 重 积分 表 出 的 正确 的 面积 公式 . 

从 这 些 附 证 已 经 可 以 看 出 切 平面 概念 的 价值 . 在 很 多 问题 中 ， 
出面 元 素 利 用 平 百 米 作 近 似 的 表示 还 充分 地 利 必 要 地 照顾 到 曲面 
的 弯曲 性 . 

曲 西 上 的 曲线 的 曲率 ”曲面 在 已 知 点 处 的 弯 二 性 由 曲面 离开 
其 切 平面 的 迅速 程度 来 决定 。 但 是 在 不 同 的 方向 曲面 可 以 以 不 同 
的 速度 离开 切 平面 〈 例 如 画 在 
图 入 上 的 曲面 ,在 04 方向 就 
比 在 OB 方向 更 决 地 离开 平面 
卫 ). 所 以 用 曲面 上 向 着 不 同方 
向 的 曲线 的 曲 举 米 决定 曲 天 约 
夸 曲 性 是 很 自然 的 ， 

可 以 这 样 地 做 到 。 我们 通 
过 点 型 引 切 平面 一 而 且 取 

为 红 定 法 线 的 确定 方向 (图 22). 我 
们 来 讨论 通过 点 站 处 的 法 线 的 平面 截 审 曲面 而 成 的 曲线 ; 这 些 浊 
了 D 在 第 八 章 $1 星 所 利 后 的 正 积 的 表达 式 就 是 这 样 地 革 出 的 。 
.120。 





线 叫做 法 截 线 。 法 规 线 的 向 率 带 有 符号 ， 当 它 的 凹面 向 着 法 绕 一 
例 时 ， 法 神 线 的 曲率 取 正 
号 ， 当 四 面向 警 另 外 一 便 
时 ,曲率 取 负 号 。 鲍 如 在 
图 33 上 所 画 的 马 屠 状 的 
曲面 上 ， 当 箭头 指出 的 是 
此 面 的 法 线 的 方向 时 ， 截 
钱 MK4 的 晶 率 被 认为 是 
正 的 , 而 视线 了 LB 的 曲率 
则 是 负 的 ， 

法 截 线 由 它 所 在 的 也 图 如 
而 与 切 平面 上 一 条 初始 的 射线 所 成 的 角 p 给 定 ( 图 22)。 知道 了 
依 回 于 角 吕 的 法 截 钱 的 曲率 (pg)， 我 们 就 有 了 关于 上 曲 丙 在 点 间 
的 邻 域 亚 的 结构 的 十 分 完全 的 观念 








图 28 


曲面 可 以 态 曲 成 各 种 各 样 的 形式 ， 因 而 曲率 对 于 角 gp 的 依 
较 关 系 看 来 可 以 是 任 党 的 。 事实 上 却 并 非 如 此 。 对 于 在 微分 几何 
里 研究 的 正则 曲面 , 存在 着 由 欧 拉 发 现 的 简单 法 则 , 这 法 则 确定 了 
通过 已 知 虑 而 向 着 不 同方 向 的 法 截 线 的 曲率 之 间 的 关系 . 

可 以 证 虹 , 在 临 商 的 每 个 点 处 存在 着 这 禅 两 个 方 奖 : 


人 它们 互相 垂直 ; 

《2) 向 闭 这 机 个 方向 的 法 截 线 的 曲率 局, a 是 所 有 法 截 线 的 
曲线 中 的 最 大 值 和 最 小 值 2 

(3) 与 曲率 加 的 法 截 线 组 成 角 的 法 截 线 的 曲率 %Cp) 由 下 
列 公式 表 出 ; 


bp) 一 夺 coe p+ ksgin’ g., (0) 
这 样 的 方向 叫做 曲面 在 已 知 点 处 的 主 方向 ， 而 曲率 有 ,ha 则 
叫做 曲面 在 已 知 点 处 的 主 曲率 . 


这 个 欧 拉 定理 表明 , 尽管 曲面 是 各 种 各 样 的 , 它们 在 每 个 点 邻 
近 的 结构 , 以 与 已 知 点 的 变动 相 比 是 二 阶 微 小 的 正确 性 来 考虑 , 可 
能 有 的 只 是 一 些 完全 确定 的 类 型 。 事实 上 ， 如 果 量 有 和 加 有 相 
辐 的 符号 ， 则 (9) 的 符号 是 不 变 的 ， 而 且 曲 面 在 所 研究 的 点 邻近 
有 画 在 图 22 上 的 形状 .如果 如 和 加 有 不 同 的 符号 , 例如 妈 >0， 
如 <0, 则 法 截 线 的 曲率 显然 要 改变 符号 ， 这 是 因为 当 p~0 时 曲 


率 4= 有 >0， 而 当 9 一 号 时 我 们 有 不 一 和 <<0， 


从 关于 (9) 的 公式 (多 不 难 肯 定 , 当 9 从 0 变 到 z+ 时 ,hb(p) 的 
符号 改变 两 次 ?, 因此 , 在 曲面 的 所 讨论 的 点 邻近 , 由 面 有 马鞍 的 形 
状 (图 28) , 

当 数 hi 和 与 中 有 一 个 是 罕 时 , 那么 曲率 总 保持 同一 符号 , 但 
二 对 于 9 的 一 个 值 它 成 为 零 . 例如 在 柱 面 (图 24) 上 的 每 一 个 点 
处 就 是 如 此 。 在 一 般 情形 中 ,曲面 在 这 种 点 邻近 有 接近 于 柱 面 的 
形状 . 

最 后 当 如 一 b=0 时 ， 所 有 的 法 截 线 都 有 零 翰 率 . 在 这 种 点 
邻近 曲面 特别 “密切 地 "依附 于 切 平 面 ， 因 而 这 种 点 叫做 平面 化 的 
点 .在 图 25 上 给 出 了 这 种 点 的 一 个 例子 (点 好 )。 曲面 在 平面 化 


卫 特别 当 如 一 要 时 ,所 有 法 乱 绞 的 蓝 率 部 相 同 (例如 在 球 的 户 形 )、 
翅 通过 简单 的 计算 可 以 证 明 ， 当 pmarclg /一刀 和 px 一 aregV 一 至 时 ， 


Cp) 一 如 coesy 十 和 simy 成 为 等 ， 第 一 种 情形 符号 从 正 交 到 负 ， 第 二 种 情 形 从 负 交 到 
正 。 
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图 25 图 26 


的 点 邻近 的 性 质 可 以 是 非常 复杂 的 . 

现在 让 我 们 来 讨论 曲面 与 任意 不 通过 法 截 线 的 平面 包 的 截 
线 ( 图 28)， 梅 混 ? 曾经 证 明 过 , 这 种 线 工 的 曲率 kz 与 向 着 问 一 
个 方向 ( 即 切 平面 与 平 而 @ 的 交 线 的 方向 ) 芍 法 专线 的 曲率 如 有 
着 简单 的 关系 。 这 个 关系 由 下 列 公式 圾 出 ; 


1 梅 温 亿 ?54 一 1793) 是 法 周 交 落 学 家 西 且 是 去 日 的 学 生 , 是 革命 军队 的 将 领 ,他 
因为 在 战争 中 受伤 而 死亡 。 


e123. 


这 里 4 是 法 线 和 平面 @ 之 问 角 的 《在 球面 的 济 子 里 可 以 特别 直 况 
地 看 市 这 个 公式 前 真正 意义 ). 

最 后 ， 曲 面 上 以 平面 @ 作为 寄 接 平面 的 任意 晤 线 的 曲率 ， 可 
以 证 明 是 重合 于 湖面 与 平面 @ 的 交 线 的 曲率 的 。 

总 之 ,在 知道 了 如 和 如 以 后 ,曲面 上 的 任意 曲线 的 曲率 党 浊 
它 的 急 线 的 方向 以 及 它 的 密 扶 平面 和 当面 法 线 之 间 的 角 决 定 . 因 
此 ， 曲 面 在 已 知 点 处 的 弯 册 特性 由 两 个 数 办 和 如 决定 。 这 两 个 
数 的 绝对 介 等 于 两 个 互相 垂直 的 法 哉 线 的 庙 京 ， 它 们 的 符 导 则 区 
贡 对 应 法 截 绕 的 四 而 方向 对 于 机 面 法 线 的 取 定 方向 的 关系 ， 

让 我 们 来 证 明 上 互 所 引进 的 网 拉 定理 和 梅 浊 定 理 . 
王 ， 在 证 明了 欧 拉 定理 时 我 们 利用 下 面 的 引 理 . 如果 函数 f(z, 幼 在 已 知 
可 处 连续 的 二 及 导数 ， 则 兴 标 轴 可 以 失 轩 这样 一 个 角 a， 合 得 在 新 各 标 里 ， 
混合 导数 wr 在 这 个 点 处 等 于 替 ?。 我 们 知道 ,经 过 符 轴 ,新 变数 zy 与 
四 变数 m 4 的 关系 由 下 列 公式 灾 示 。 
Zr ccsa—y sina; Y—z'sina+y osa 
[人 参 知 第 三 看 (第 一 卷 )5 门 。 为 了 证 明 这 个 引 理 , 我 们 注意 到 
名 -oso 名 sina, 名 -sn 如 -mma 
现在 可 以 按照 复合 函数 的 征 分 法 则 米 计 算 导 获 恩 风 经 过 计算 我 们 得 汉 
fo ~fm oo 2a+ fm foe tin ds, 
由 此 容易 推出 , 当 





了 了 
Se 





时 确实 有 fw. 一 0 

现在 让 我 们 米 讨论 由 方程 。=f(z, 急 给 定 的 出 而 杷 并 且 我 们 取 所 研究 
的 用 作为 坐标 原点 ,而 在 切 平 面 号 上 选取 淮 标 加 02 和 0y, 使 得 fo(0, 0) 
一 0， 我 们 在 平面 P 上 取 与 Oz 轴 组 成 角 9 的 任意 直线 ， 来 讨论 沿 着 这 条 页 
线 方 身 的 法 截 线 (图 27)、 接 照 在 $2 中 所 引入 的 公式 , 曲线 厂 在 点 到 处 


的 带 有 符号 的 曲率 等 于 


我们 潭 用 了 约 写 的 信 导 数 记号, 例 各 所 部 写成 二 相关 写成 了 等 等 


Ie 





四 27 


这 里 fx, 幼 是 三 上 的 点 到 所 取 直 线 的 带 有 符号 的 距离 ， 按 照 泰 勒 公式 《第 
二 剖 $ 9) 展 开 f(z, 殷 而 且 注意 到 f,0, 0) 0 =0( 因 为 0z 提 科 Cy 
办 都 在 切 平面 上 ), 我 们 得 到 

Ta Y) ft 十 6(22 十 扩 )， 


这 里 当 # 一 0, yD 时 有 。 一 0， 对 于 荆 上 的 点 ,我 们 有 «=6eosp, y= 
sing, 侣 一 十 广 ( 苹 27), 因 此 我 们 得 到 

lim ee’ 08 p+ fob? sinrg+ 6 

lim 一 一 一 一 一 

fes oe p+ ooain?g， 
倒 p~0,g 一 加, 我 们 肯定 feo, fw 就 是 Oz 轴 和 0y 轴 方 向 的 法 截 线 的 有 率 
知 , 知 ， 所 以 得 到 的 公式 就 是 殉 拉 公 式 ， 丰 ~ 和 costp 二 Kasinp( 至 于 说 友和 
恩 是 最 大 的 和 最 小 的 曲率 则 从 这 个 公式 就 可 以 推出 ). 

2 为 了 证 明 梅 浊 定 再 ,我 人 来 讨论 法 截 线 Lu 和 另 一 条 蕉 线 2 戎 线 
的 平面 从 吉 线 Ls 的 平面 旋转 一 个 角 6 而 得 到 ， 就 像 在 图 28 上 所 画 的 一 详 。 
我 们 还 让 Ox 轴 币 0y 同 都 在 训 平 面 上 ， 使 得 0z 轴 在 些 标 原点 处 初子 曲线 
也 和 ZL。 星 线 瑟 上 有 符 标 2 yf(z, 六 的 点 允 到 Oz 才 的 距离 2K2, 分 呈 
然 等 十 ( 见 图 33)， 
hs, DW — EL. 
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图 28 


利用 认 惑 公式 ,我 们 属 以 下 的 方式 来 变换 曲线 工 的 曲率 xz 的 表达 式 : 
im 路, 幼 as 01 
I 
lin oe fay fae te tL, (加 
并 且 当 mY-*0 时 有 8 一 0， 因 为 Or 办 切 于 沿线 工 ,所 以 显然 有 bin 世 一 0。 


网 而 在 公式 (5) 中 过 湾 到 此 限 ,我 们 得 到 
nd 
但 是 在 我 们 所 选取 的 从 标 系 里 , 曲 绕 La 有 方程 a~f(z,0),y=0, 对 于 
这 条 曲 战 有 1a ~ fo|。 因而 如一 J 站 疙 浊 定理 也 就 证 明了 . 
平均 曲率 。 在 曲面 理论 的 很 多 问题 里 ， 起 重要 作用 的 不 是 主 
曲 褒 本 身 ， 而 是 与 它们 有 依 事 关 系 的 量 : 所 谓 曲 面 在 已 知 点 处 的 平 
均 曲率 和 高 斯 曲 些 ( 忒 称 总 曲率 )。 我 们 就 要 详细 地 来 谈 一 下 它 


们 . 
曲面 在 已 知 点 处 的 平均 曲率 是 指 主 曲率 的 和 的 一 闪 , 即 


K+). 


为 了 引入 利用 这 个 概念 的 例子 ,我们 亲 讨 论 下 面 的 力学 问题 。 
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假定 在 其 个 物体 F 的 表面 上 紧 紧 地 及 上 了 一 块 有 弹性 的 ( 设 是 株 
皮 的 ) 沙 腊 ， 问 在 办 体 了 到 面 的 每 个 点 处 注 膜 的 于 力 有 多 大 ? 

点 M 处 的 压力 是 由 汞 腊 作 用 于 包含 点 M 的 蝎 面 小 块 的 单 
位 面积 上 的 力 来 量 出 的 ; 正确 地 说 ,“ 存 点 对 处 ”的 压力 是 作为 这 
祥 一 个 比值 的 极限 来 量 出 的 ， 那 论 是 所 说 的 力 将 小 块 面积 的 出 什 
当 小 决 向 着 点 到 缩小 时 0 
的 极限 . 

我 们 在 曲面 上 点 戏 
局 国 取 一 个 不 大 的 蓝 边 适 
形 ， 它 的 各 边 有 长 度 ds 
和 4 如 而 且 分 别 向 着 委 直 
于 点 Mi 处 的 第 一 和 第 二 
主 方向 (图 29)3， 在 矩形 
的 每 条 边 上 作用 着 与 边 长 图 下 
和 涤 膜 的 张力 7 成 正比 的 力 (根据 薄膜 张 开 时 的 假定 了 的 均 义 
性 ) .所 以 在 垂直 于 第 一 主 方向 的 一 双边 上 作用 车 近似 地 等 于 了 4x 
的 力 而 且 其 方向 没 装 曲 而 的 切线 。 同样 地 ， 作 用 于 什 形 男 一 双边 
的 是 等 二 Td 的 力 ， 为 了 求 出 在 点 MM 处 的 压力 , 必须 拿 这 四 个 
力 的 合力 被 着 形 的 近似 地 等 于 sl des 的 面积 除 , 然后 在 du 
4er-*0 时 过 泪 到 极限 ， 让 我 们 单独 地 先 把 前 两 个 力 加 起 来 ,再 用 
4uds 去 除 它们 的 合力 . 

如 果 从 侧面 来 观察 这 个 沿边 矩形 (图 30)， 则 可 以 看 出 这 两 个 
力 的 方向 沿 着 第 一 法 截 线 的 切线 ， 而 且 它 们 所 在 的 两 点 之 间 的 距 
高 正好 等 于 ds。 所 以 我 们 记 关 心 的 裤 限 的 计算 问题 正 是 与 在 8 2 
里 已 经 解决 过 的 线 在 柱 上 的 压力 问题 相同 的 间 题 ， 和 用 原来 的 结 
果 , 就 得 到 我 们 所 关心 的 极限 等 于 有 ,这 里 如 是 第 一 法 截 线 的 
昌 率 ， 间 样 地 讨论 了 另外 两 个 力 ,我们 最 后 引出 公式 

Pu—T (hths) =27 Eo. 


了 D 我 们 的 论证 并 不 严 富 ,然而 在 估计 了 这 里 所 许可 的 误差 以 后 ,可 以 京 严密 地 确 
立 同 一 个 结 暴 。 
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得 到 的 结果 有 很 多 重要 的 扑 论 。 我 们 来 讨论 一 个 例 于 ， 

已 知 液 体 的 表面 薄膜 在 所 有 方向 都 有 同样 的 一 个 表面 张力 . 
当 液 体 边 界 有 弯曲 的 形状 时 ,按照 上 面 所 说 的 , 就 是 这 个 张力 产生 
了 与 边界 丰 仙 训 已 知 点 处 的 平均 曲率 成 比例 的 表面 游 膜 在 液体 上 
的 蚊 为 ， 

由 宁 这 个 原因 , 在 非常 小 的 一 滴 里 必须 分 布 巨大 的 压力 ,才能 
阻止 它 分 成 一 些 更 小 的 小 滴 ， 在 燕 汽 冷却 时 , 遂 常 是 在 灰尘 和 带 
电 微粒 周围 形成 水 沉 的 . 在 真空 里 ,小 量 重新 冷却 的 蒸汽 是 很 难 
形成 水 滴 的 . 而 如 吴 让 具有 很 大 速度 的 微粒 通过 这 些 燕 汽 ， 拔 动 
分 于 的 游离 状态 , 则 环绕 着 微粒 所 通过 的 路 径 , 离子 在 一 朋 间 形成 
藻 汽 的 小 滴 而 成 为 微粒 的 可 见 的 痕迹 . (在 核子 物理 学 中 就 是 根 
据 这 一 点 来 建立 应 用 很 广 的 威尔逊 雾 室 的 ， 它 是 被 利用 来 观察 各 
个 临 电 微粒 的 运动 的 . ) 

由 于 液体 能 向 各 个 方面 均匀 地 传送 压力 ， 液 体 小 滴 在 没有 别 
的 压力 来 源 时 应 该 具有 这 样 一 种 有 形状， 使 得 它 的 表面 在 所 有 的 点 
处 都 有 同样 的 平均 曲 府 。 在 所 谓 柏拉图 实验 里 有 两 种 同样 比重 的 
液体 ， 其 中 一 种 液体 凝聚 成 块 起 浮 在 男 一 种 液体 的 内 部 而 旦 平衡 
状态 .可 以 认为 悬浮 液体 受到 的 只 是 由 张 在 其 边缘 的 曲面 所 造成 
9 下 力 2?， 这 时 可 以 证 明和 悬浮 的 "液体 总 具有 球 的 形状 。 实验 结 
采 引 出 一 种 想法 ， 有 定常 乎 均 曲 率 的 每 一 个 闲 曲 面 是 球面 。 这 个 


增 香 一 节 可 以 忽 政 不 计 , 因为 它 对 于 丙种 梁 体 说 是 相同 的 “由 于 
而 在 它们 的 各 部分 的 边 红 ， 由 深度 所 造成 的 内 外 补充 压力 是 被 比 
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定 避 往 实 足 对 的 , 但 是 它 的 严密 的 数学 证 明 却 准 党 

还 可 以 从 另 一 竹 面 来 达到 这 个 的 目的 。 自 于 液 休 的 豆 而 薄 腾 
荡 于 缩小 , 而 液体 的 体积 是 不 能 改变 的 , 自然 就 要 求 悬浮 液体 在 一 
定 的 体积 下 具有 最 小 的 表面 ， 可 以 证 明 , 具有 所 说 性 质 的 立体 也 
是 球体 。 

我 们 记 得 到 的 在 薄膜 的 独 面 压力 和 它 的 平均 曲率 之 间 的 关 
系 ， 还 可 以 应 用 到 张 在 一 定 周 界 上 的 肥 鱼 小 膜 的 形状 问题 上 ， 在 
这 时 候 由 于 薄 哄 的 沿 闭 曙 而 法 线 方向 的 压力 并 无 任何 支撑 牺 的 反 
作用 力 来 平衡 (这 时 簿 腊 根 本 就 没有 套 在 任何 支撑 物 上 )， 记 以 这 
种 压力 应 该 等 于 零 ,而 对 于 所 求 的 曲面 我 们 就 有 条 件 

天 一 0. (6) 

利用 平均 曲率 的 解析 表示 , 从 这 个 条 件 得 到 一 个 微分 方程 ,于 
是 问题 就 化 成 在 记 求 曲面 通过 已 知 周 界 的 条 件 下 来 解 这 个 微分 广 
程 9， 这 个 困难 问题 洗 涉 到 很 多 的 研究 。 

求 张 在 已 知 周 界 上 的 极 小 面积 的 曲面 的 问题 也 引出 同一 个 方 
程 (6)， 从 物理 的 观点 看 来 这 种 一 致 是 很 自然 的 , 因为 薄 腊 趋 症 缩 
小 , 面 且 唯 有 有 当 其 表 耐 在 已 知 条 件 下 达到 可 能 的 极 小 面积 时 , 才 是 
稳定 的 平衡 状态 ， 由 于 这 后 一 个 问题 ， 罕 平均 曲率 的 曲面 叫做 极 
小 曲面 。 

极 小 章 面 的 数学 研究 之 也 以 引起 大 家 的 注意 ， 部 分 原因 是 杰 
用 皇 或 腊 的 实验 中 出 现 了 大 量 的 各 种 各 样 的 极 小 此 面 。 在 区 831 
于 就 桓 著 张 在 不 同 周 界 上 的 两 种 肥皂 油膜 的 图 象 - 

高 斯 曲率 ”曲面 在 已 知 点 处 的 高 斯 曲率 是 指 主 曲率 的 滁 积 

Kkks. 

高 斯 昨 率 的 符号 决定 了 曲 面 在 所 讨论 前 点 邻近 的 结构 的 特 
伺 . 当 下 >0 时 曲面 有 硫 的 形状 (hz 和 回 号 ), 当 天 <<0 时 ,有 
和 有 不 同 号 ,曲面 有 马 葡 的 形状 . 我 们 以 前 说 过 的 肌 面 结构 的 其 
他 角形 相当 于 高 斯 昌 率 等 于 零 的 情形 、 高 斯 监 室 的 绝对 值 给 了 的 


办 对 于 由 方程 sms(z, 幼 给 定 的 当面 ,方程 (9) 可 以 化 记 
(ED ee Bee nyt C+ y=0, 
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是 从 各 个 方向 的 曲率 分 布 抽象 出 来 的 曲面 的 一 般 弯 曲 程 度 的 观 
念 。 优 如 转向 高 斯 曲率 的 另 一 个 定义 , 不 运用 关于 曲面 上 的 曲线 
的 研究 成 果 , 以 上 事实 就 成 为 特别 明显 的 了 - 

让 我 们 来 讨论 曲面 F 的 不 大 的 一 块 G， 它 包含 着 点 好 于 其 
内 部 , 在 这 一 块 曲 面 的 每 个 点 处 作出 曲面 的 法 线 . 

如 果 从 某 一 个 点 郴 出 这 些 法 线 ， 则 它们 形成 一 个 立体 角 ( 赂 
32)。 当 小 块 G 愈 大 而 且 曲 面 在 这 小 抉 上 弯曲 得 全 利害 时 ， 这 个 
立体 角 的 量 就 念 大 。 因 而 小 块 的 弯曲 程度 可 以 用 法 线 记 形 成 的 立 
体 角 的 量 对 于 小 块 G 本 身 的 面积 的 比 住 来 刻画 ; 曲面 在 已 知 点 处 
的 弯曲 程度 自然 就 用 这 个 比值 当 G 收缩 成 点 M 时 的 极限 来 量 出 
了 ?3， 可 以 证 明 , 这 个 极限 就 等 于 在 点 改 处 的 高 斯 曲率 的 绝对 
值 . 

决定 高 斯 曲率 在 曲面 理论 中 的 地 位 的 是 以 下 的 重要 性 质 ， 设 

了 D 为 了 重出 立体 角 ， 可 以 到 立体 锡 的 顶点 为 中 心 作出 一 个 单位 球面 。， 球 面 与 立 
体 角 相交 而 成 的 区 域 的 面 鞭 就 可 以 取 作 立体 角 的 黎 ( 图 3) 。 
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想 所 讨论 的 曲面 由 可 以 弯曲 但 是 无 伸缩 性 的 材料 (例如 薄 洋 铁皮 ) 
制 成 ， 它 的 一 小 块 可 以 经 受 弯曲 ， 使 它 改变 形状 而 不 把 制 成 它 的 
材料 拉 长 或 折断 。 这 时 主 曲率 将 要 改变 , 但 是 正 像 高 斯 记 证 明 的 ， 
在 每 个 点 处 的 主 曲 率 的 乘积 hs 却 保 留 不 变 ， 曲 面 理论 中 的 这 
个 重要 结果 表明 , 高 斯 由 率 不 同 的 曲面 具有 很 大 的 差别 性 , 即使 多 
许 出面 经 过 可 能 的 弯曲 一 一 无 体 缩 的 变形 ， 也 不 能 使 这 样 两 个 出 
面 彼此 列 合 。 举例 说 , 球面 的 小 块 随便 怎么 弯 昌 也 不 能 " 铺 " 到 平 
面 上 或 放置 在 有 另 一 个 半径 的 球面 上 . 

我 们 讨论 了 曲面 理论 的 一 些 基本 的 概念 。 至 于 这 个 理论 所 运 
用 的 方法 , 则 在 一 开头 就 已 经 说 过 , 它们 首先 包括 分 析 学 的 应 用 ， 
特别 是 微分 方程 理论 的 应 用 .我们 在 证 明 欧 拉 定 理 和 梅 温 定理 时 ， 
已 经 举 出 了 利用 分 析 学 的 最 简单 的 例子 。 我 们 应 该 指出 , 为 了 解 
决 更 复杂 的 问题 ， 还 需要 把 曲面 理论 的 问题 化 成 分 析 学 的 问题 的 
特殊 方法 。 这 种 方法 的 基础 是 引入 所 谓 曲 纹 坐标 ， 这 是 高 斯 在 其 
与 下 一 节 将 要 讲述 的 问题 有 关 的 工作 中 首先 作 了 深入 发 展 的 . 


§ 4. 内 蕴 几 何 和 曲面 的 弯曲 变形 


内 蕴 几 何 ”上面 已 经 说 过 ， 曲 面 的 变 曲 变形 是 指 它 的 这 样 的 
变形 , 它 保 贸 了 曲 面 上 曲线 的 长 度 不 变 。 举 例 说 , 卷 成 简 状 的 纸 片 
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从 几何 观 点 看 来 就 是 平面 小 热 的 夸 曲 变形 。 事实 上 , 这 时 由 桓 确 
实 没 有 伸 尾 ， 而 且 汀 在 纸 上 的 所 有 曲线 的 长 度 在 卷 起 纸 片 时 也 没 
让 改变 ， 保 留 不 变 的 还 有 另外 一 些 与 曲面 有 关 的 几何 重 , 例如 曲 
而 上 的 图 形 的 面积 。 曲面 在 夸 曲 变形 下 不 改变 的 所 有 性 质 , 就 组 
上 成山 画 的 所 谓 内 强 几 何 的 对 象 . 

这 是 什么 样 的 一 些 性 质 呢 ? 显然, 在 任意 的 弯曲 变形 下 可 以 保 
留 的 只 是 那样 一 些 性 质 ， 它 们 只 以 有 限 步 的 计算 依 束 于 曲线 的 长 
度 , 即 它们 可 以 用 在 曲面 上 启 产 生 的 测量 方法 来 确定 . 容 曲 变形 是 
保留 曲线 长 度 的 任意 变形 ， 而 经 过 任何 弯曲 变 形 都 不 改变 的 每 一 
个 性 质 都 可 以 这 样 或 那样 地 通过 长 度 来 决定 。 大 家 说 ， 内 草 几 何 
简单 地 就 是 曲面 上 的 几何 .“ 内 殖 几 何 ” 这 名 词 的 本 身 的 意义 是 
说 , 研究 的 只 是 此 面 本 身 的 内 在 的 狂 质 , 而 不 依赖 于 曲面 在 空间 中 
是 怎么 样 弯 晶 的 ?、 举 例 说 , 如 果 我 们 在 纸 片上 用 直线 段 连结 两 个 
点 , 然后 弯曲 这 张 纸 ( 图 83)， 则 线段 就 变 成 一 条 曲 线 , 然而 它 共 曲 
古 上 连结 两 个 已 知 点 的 最 短 曲线 这 个 性 质 仍然 保 廊 ， 因 此 它 属 填 
内 蕴 几 何 、 反 之 , 这 条 上 曲线 的 曲率 依 燥 于 纸 片 的 弯曲 稚 度 , 办 此 已 
经 不 认 于 内 落 几 何 了 。 
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,内 蓝 所 何 的 概念 堆 广 空间 的 球 学 机 念 , 因而 它 在 死 代 移 理学 
地 位 ,在 第 十 九 童 ( 息 三 衬 ) 盟 老 会 详 沪 地 说 到 这 一 点 。 





一 般 地 说 ， 由 于 平面 几何 的 结论 不 奉 涉 到 包容 这 个 平面 的 宣 
向 的 性 质 ， 平 而 几何 的 全 部 定理 都 属于 从 平面 的 读 曙 变形 所 得 到 
的 任意 曲面 的 内 蕴 几 何 ， 可 以 说 ,平面 几 何 是 平面 的 内 蕴 几 何 . 

内 葡 几 何 的 另 一 个 大 家 知道 的 例子 是 球面 几何 ， 在 测量 地 球 
表 画 时 我 们 实质 上 就 要 用 到 它 . 这 个 例子 特别 适宜 于 说 明 内 葡 几 
何 概念 的 本 质 ， 事实 是 ， 由 于 地 妹 有 很 大 的 半径 而 把 直接 看 到 的 
一 块 地 面 理解 成 平 的 ， 因 而 在 测量 很 大 的 距离 时 而 观察 到 的 与 平 
面 儿 何 的 差异 就 出 现在 我 们 面前 ， 并 非 作为 地 球 表面 在 空间 中 的 
弯 及 的 结果 , 而 是 作为 由 地 球 表面 本 身 的 几何 性 质 记 表示 的 "地面 
几何 ”所 特有 的 法 则 . 

应 该 指出 ， 研 究 内 获 几 何 的 观念 本 身 当 在 高 斯 那儿 产生 时 就 
是 与 测 最 学 和 地图 制图 学 有 关 的 。 这 两 种 实用 科学 实质 上 都 与 地 
球 次 面 的 内 北 儿 何 有 联系。 地 图 制图 学 处 理 的 特别 是 当 把 一 部 分 
地 球 表 面 责 到 平面 上 时 比例 尺 所 受到 药 焉 曲 ， 因 此 也 就 要 处 以 地 
球 表面 的 内 获 几 何 与 平 而 几何 的 差异 .。 同 理 可 以 想像 其 他 曲面 的 
内 蕴 几 何 , 设想 在 已 知 曲 面 上 生活 着 某 种 微小 的 生物 , 在 这 种 生物 
的 视界 之 内 曲面 看 来 像 是 平 的 (我 们 知道 , 任何 平滑 曲面 的 充分 小 
的 一 片 与 切 平面 只 有 很 小 的 差别 ); 那么 这 种 生物 就 不 会 注意 到 册 
面 是 在 空间 中 弯曲 的 , 只 有 在 测量 较 大 的 距离 时 , 他们 才 会 肯定 他 
们 的 几何 学 眼 从 另外 一 些 法 则 ， 这 些 法 则 正 是 相当 于 他 们 所 生存 
的 曲面 的 内 冀 儿 何 的 。 至 于 这 些 法 则 确实 随 曲 面 的 不 同 而 有 差 
别 , 则 可 以 用 以 下 的 论断 来 肯定 。 在 曲面 上 取 一 个 点 0, 我 们 来 讨 
论 这 样 的 曲线 元 ,在 曲面 上 用 得 的 这 曲线 上 的 任意 点 到 点 O 的 距 
离 ( 即 连接 这 点 与 点 0 的 最 短 曲 线 的 长 度 ) 都 等 于 常数 了 (图 34). 
临 线 五 从 内 蕴 几 何 的 观点 看 来 正 是 半径 的 圆周 用 来 表示 曲 
线 工 的 长 度 s(7) 依 赖 于 的 公式 是 属于 已 知 曲面 的 内 蕴 几 何 的 ， 
然而 这 种 依赖 关系 却 可 以 是 各 种 各 样 的 ， 例 如 在 平面 上 s(7) 一 


2xwr; 在 半径 五 的 球 而 上 不 难 算出 是 sG7) —2xRein Ft 在 图 中 所 
画 的 曲面 上 , 从 7 的 菜 个 值 开始 ， 具 有 已 知 中 心 0 的 圆周 的 长 度 
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变 得 完全 不 依 舟 于 ”, 面 后 来 又 变 成 递减 的 ， 因 此 , 以 上 所 说 的 各 
种 曲面 具有 不 同 的 内 获 几 何 . 

内 落 几 何 的 基本 概念 ”为 了 说 明 内 获 几 何 的 概念 和 定理 的 范 
力 ， 让 我 们 来 看 一 下 作为 平面 的 内 蕴 几 何 的 平面 几何 。 平面 几何 
的 对 象 是 平面 上 的 图 形 和 它们 的 性 质 , 这 些 性 质 通常 是 以 长 度 、 角 
度 、 面 积 等 等 基本 几何 量 之 同 的 关系 下 出 的 ， 当 然 , 角 和 面积 属于 
平面 的 内 荀 几 何 的 严格 的 根据 是 在 于 ， 可 以 证 明 角 和 面积 都 能 用 
长 度 来 表 出 。 这 是 因为 ,只 要 知道 已 知 角 所 在 的 三 角形 各 边 的 长 
度 , 就 可 以 算出 这 个 角 ; 三 角形 的 面积 也 可 以 按 它 的 各 边 来 计算 ， 
而 任意 多 角形 的 面积 则 可 以 把 它 分 成 三 角形 六 计算 . 

把 平面 几何 看 作 平 面 的 内 菇 几何 ， 夫 不 必需 限制 在 中 学 平面 
几何 的 范围 ， 相 反 地 , 它 可 以 展开 得 非常 远 ， 加 进 新 的 问题 ,只 要 
所 引用 的 概念 以 有 限 次 测量 长度 的 计算 作为 基础 就 成 ， 例 如 在 平 
面 几何 里 可 以 师 次 地 引入 曲线 长 度 的 报 念 ， 曲 边 图 拉面 积 的 概念 
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等 等 ; 它们 全 帮 属 于 平面 的 内 蕴 几 何 。 

在 任意 曲面 的 内 殖 几 何 里 可 以 引进 同样 一 些 硫 念 ， 此 线 的 长 
虚 在 这 时 是 原始 的 概念 ; 至 于 角 和 面积 情况 稿 有 些 复杂 -假如 已 
知 曲面 的 内 区 几 何 与 平面 几何 有 差别 ， 那 么 我 们 就 不 能 按 普 通 的 
公式 用 长 度 来 决定 角 和 面积 ， 热 而 , 我 们 曾经 说 过 , 曲面 在 已 知 点 
邻近 与 其 切 平面 很 少 差异 . 碳 切 地 说 , 下 面 的 断言 成 立 ; 假如 把 包 
含 已 知 点 至 的 路 而 小 片 投射 到 这 点 处 的 切 平面 上 ,那么 在 曲面 上 
量 得 的 两 点 之 间 的 距离 与 它们 的 投影 之 闻 的 距离 的 差 ， 比 起 它们 
到 点 好 的 距离 来 是 高 于 二 阶 的 无 穷 小 量 ， 所 以 在 决定 属于 曲面 
的 已 知 点 的 几何 量 时 ， 假 如 是 用 不 高 于 二 阶 的 无 穷 小 量 为 主 的 极 
限 过 程 得 到 这 些 几 何 量 ， 则 就 可 以 把 曲面 的 小 片 换 成 它 在 切 平面 
上 的 投影 ， 这 时 从 切 平 面 上 量 得 的 量 对 于 曲面 来 说 就 是 内 苑 几何 
的 量 .这 种 把 曲面 小 片 看 作 平 面 的 可 能 性 是 定义 内 部 几何 的 所 有 
概念 的 基础 . 

作为 例子 ,我 们 来 讨论 角 和 面积 的 定义 ， 依 据 一 般 的 原则 , 曲 
面 上 曲线 之 间 的 角 定 义 为 它们 在 切 平面 上 的 投影 之 问 的 角 ( 图 
36) ， 显 然 , 用 这 种 方法 定义 的 角 与 曲线 的 切线 之 间 的 角 重 合 ， 在 
§3 中 给 出 过 的 面积 的 定义 基于 同样 的 原则 ， 最 后 , 为 了 刻画 曲线 
在 曲面 “内 部 "的 弯曲 需要 引进 测 地 曲率 的 概念 ;“ 测 地 上 曲率 ”这 个 
名 称 是 从 地 球 表 面 上 的 测量 而 来 的， 曲线 在 已 知 点 处 的 测 地 曲率 
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定义 为 它 在 切 平面 上 的 投影 的 曲率 (图 37) . 
这 样 一 来 ， 我 们 断定 平面 几何 的 基本 稳 念 都 可 以 引进 插 意 唱 
A 而 的 内 蕴 几 何 中 去 、 

还 很 容易 在 任意 曲 而 上 
定义 与 平面 上 的 基本 图 形 相 
仿 的 图 形 。 敬 如 说 ， 我 们 已 
经 谈 到 过 贺 ， 它 就 可 以 像 在 
平面 上 一 样 来 定义 、 还 可 以 
定义 线 肌 的 同类 物 一 一“ 最 
短线 ”作为 曲面 上 连接 两 个 

图 37 已 知 点 的 曲线 中 的 最 短 者 , 
然后 ,自然 可 以 定义 三 角形 (作为 以 三 条 最 短线 为 界 的 图 形 )、 多 人 
形 等 等 。 然 而 所 有 这 些 图形 和 几何 量 的 性 质 都 依赖 于 曲面 本 身 ， 
因而 在 这 驴 义 下 就 存在 着 无 穷 多 种 不 同 的 内 蔓 几 何 ， 但 是 内 草 几 
何 作为 曲面 理论 的 特殊 部 分 ， 主 要 研究 的 是 在 任意 曲面 的 内 蕴 几 
何 里 都 成 立 的 那些 一 般 的 法 则 ， 而 且 在 这 时 需要 说 明 这 些 法 则 如 
何 地 通过 刻画 已 知 曲面 的 几何 最 而 表示 出 来 . 

我 们 章 经 指出 过 ， 腥 面 的 最 重要 的 特征 之 一 一 一 它 的 高 斯 由 
率 -一 在 次 上 变形 下 不 变 ， 即 只 依 束 于 沿 面 的 内 昔 几 何 。 原来 高 
斯 曲率 就 主要 方面 还 刻画 了 曲面 在 已 知 点 邻近 的 内 蕴 几 何 与 平面 
几何 的 差异 程度 .作为 例子 , 我 们 在 曲面 上 讨论 以 已 知 点 0 为 中 
心 而 且 有 极 小 的 半径 了 的 国 ， 在 平面 上 这 种 贺 的 周 长 sr) 由 公式 
8G) -2mmr 表示 ， 在 不 同 于 平面 的 曲面 上 ， 加 周 长 度 对 半径 的 依 
赖 关系 是 另 一 个 样子 的 ; 这 时 可 以 证 明 , 当 7 很 小 时 , s(7) 与 2wr 
苓 洲 葡 主要 依赖 于 圆心 处 的 高 新 曲率 天 那 就 是 说 ， 


s(7) 一 2rr 一 Er ter, 





这 时 当 了 ->0 时 e。 一 0、 换 句 话说 , 当 很 小 时 ， 加 周 长 度 可 以 按 

申 普 通 的 公式 来 计算 , 误差 是 三 阶 微小 ,， 并且 这 个 误差 (以 高 于 三 

阶 的 精确 竹 ) 与 高 斯 昨 率 成 正比 ， 特 别 地 , 如果 五 >0, 则 微小 半 
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爸 的 圆周 长 度 比 平面 上 同样 半径 的 回 周 长 度 小 些 ,如 果 下 <0, 则 
相反 地 要 来 得 大 些 ， 不 过 后 面 这 个 结论 不 难 直 观 地 看 出 , 在 曲面 
的 具有 正 曲率 的 点 邻近 曲面 的 形状 像 " 碗 “曲面 上 的 圆周 就 短 些 ; 
而 在 具有 负 曲 举 的 点 邻近 , 加 霹 没 着 “马鞍 子 ” 而 成 波浪 形 , 因而 有 
些 拉 长 (图 38) . 





加 38 


从 以 上 所 引 的 定理 推出 ， 具 有 变动 的 高 斯 曲率 的 曲面 是 几何 
地 不 均匀 的 , 它 的 内 药 儿 何 的 性 质 随 荐 点 的 改变 而 改变 .如 果 说 内 
获 几 何 问题 的 特征 使 它 接近 于 平面 几何 ， 那 么 上 述 的 不 均匀 性 就 
成 为 它 与 平面 几何 的 很 大 的 原则 性 的 区 别 记 在 ， 璧 如 说 , 在 平西 
上 和 任何 三 角形 的 各 角 之 和 都 等 于 两 个 直角 ;而 在 任意 的 曲面 上， 
出 最 短线 组 成 的 三 角形 的 各 角 之 和 是 不 确定 的 ， 即 使 知道 了 三 角 
形 所 在 的 曲面 和 指出 了 三 角形 的 “大 小 "(例如 各 边 的 长 度 ) .然而 ， 
如 果 知 道 了 在 这 三 角形 的 每 个 点 处 的 高 斯 曲率 五 , 则 它 的 各 角 
wo ,7 之 和 就 可 以 按 下 列 公 式 来 计算 ， 

atB+y~n+||Kdo, 


这 里 积分 是 对 三 角形 的 面积 来 求 的 。 作为 特例 ， 这 个 公式 包括 了 
关于 平面 上 和 单位 球面 上 的 三 角形 各 角 之 和 的 热 知 的 定理 ， 在 平 
下 上 ,一 0 和 < 十 B+7 一 ”而 在 单位 球面 上 , KK 一 1 和 ca 十 BTY 
= 十 吕 这 里 S 是 球面 三 角形 的 面积 。 

可 以 证 明 ， 高 斯 曲率 为 零 的 曲面 的 任何 充分 小 的 片段 都 可 以 
奢 册 (或 者 更 常 说 成 展开 ) 到 平 注 上 ， 攻 为 它 有 与 平面 相 启 的 内 巷 
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几何 ， 这 种 曲 曾 呀 做 可 展 曲 画 。 而 如 有 高 斯 曲率 接近 于 零 , 则 虽 
然 曲 面 已 经 不 能 展开 到 平面 上 ， 但 是 它 的 内 北 儿 何 与 平面 几何 只 
有 很 小 的 差别 。 这 再 一 次 表明 ， 高 斯 曲率 表示 曲面 的 内 蕴 几 何 与 
平面 几何 的 差异 的 程度 . 

测 地 曲线 “在 内 蕴 几 何 星 起 着 直线 的 作用 的 是 记 谓 测 地 曲 
线 , 它 也 常常 简单 地 叫做 “ 测 地 线 ”. 

平面 上 的 直线 可 以 定义 为 由 筱 此 有 一 部 分 重 秋 的 线段 组 成 的 
线 . 同 理 可 以 定义 测 地 线 , 只 是 线段 换 成 了 最 短线 ， 换 句 话说 , 测 
地 线 是 曲面 上 的 这 样 的 曲线 , 它 的 每 一 个 充分 小 的 线 都 是 最 短线 . 
并 非 每 一 条 测 地 线 就 整体 来 看 都 是 最 短线 ,关于 这 一 点 可 以 以 球 
面 为 便 , 球面 上 的 每 一 个 大 弧 都 是 测 地 线 , 但 是 只 有 不 超过 半 回 周 
的 大 图 弧 才 是 最 短线 ， 我 们 还 看 到 ， 测 地 
线 甚至 可 以 是 闭 曲线 . 

为 了 说 明 漠 地 线 的 一 些 重要 的 性 质 ， 
中 ”我们 来 讨论 下 面 的 力学 模型 *. 设 在 曲面 万 
上 绷 着 一 条 两 端 固定 的 拉 紧 的 橡皮 线 (图 
89)” 当 橡 皮 线 有 最 短 的 长 度 时 ， 它 就 处 

名 59 在 稳定 状态 ， 因 为 它 每 一 改变 位 置 都 需要 

拉 长 ,因而 只 有 在 外 力 的 作用 下 才 可 能 发 生 。 这 说 明 沿 最 短线 放 
团 的 线 处 在 平衡 状态 ， 为 了 平衡 , 必须 在 每 一 段 线 上 的 弹力 都 与 
曲面 的 向 着 法 线 方向 的 反作用 力 相 平衡 。 (我们 认为 曲面 是 平滑 
的 , 而 且 在 线 和 曲面 之 间 没 有 摩擦 力 .) 但 是 在 $2 里 曾经 确定 过 ， 
由 柱 上 拉 紧 的 线 所 产生 的 压力 ， 其 方向 向 着 沿 这 线 的 曲线 的 主 法 
线 的 方向 。 所 以 我 们 导出 了 这 样 的 结果 : 测 地 线 在 每 个 点 处 的 主 
法 线 与 些 面 的 法 线 同方 向 。 逆 定 理 也 成 立 : 在 正则 曲面 上 的 具有 
押 说 性 质 的 任何 曲线 都 是 测 地 线 . 

测 地 线 的 上 述 性 质 可 以 用 来 导出 下 面 的 重要 事实 ， 如 果 质 点 


防 我 们 早已 说 过 ， 我 们 下 面 的 论述 并 不 要 求 产 村 证 明 草 地 线 的 性 质 。 我 们 的 自 
的 只 是 说 及 其 中 的 一 些 重要 性 质 罢 了 。 

中 拉 紧 的 线 只 能 绍 在 凸 曲 而 上 ， 习 此 为 了 不 过 成 全 外。 最 好 设想 曲面 是 两 层 的 ， 
而 线 划 缚 在 它 的 两 层 之 回 。 
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沿 曲面 运动 时 , 除 掉 曲 面 的 反作用 力 以 外 不 受 任何 其 他 力 的 作 月 ， 
则 它 的 轨迹 就 是 一 条 测 地 线 。 事 实 上 , 我 们 从 8 2 知道 , 点 的 沿 状 
法 线 的 加 速度 的 方向 与 轨迹 的 主 法 线 方向 相同 ， 而 由 于 作用 于 点 
上 的 唯一 的 力 是 曲面 的 反作用 力 ， 执 迹 的 主 法 线 就 要 与 曲面 的 汉 
线 重合 , 所 以 根据 上 述 的 逆 定 理 , 轨迹 是 测 地 组， 测 地 线 的 最 后 这 
个 性 质 还 大 大 地 加 深 了 它 与 直线 的 相仿 性 . 正 像 自 由 的 点 在 惯性 
作用 下 沿 着 直线 运动 一 样 ， 哲 束 在 曲面 上 的 点 在 没有 外 力 时 沼 着 
测 地 线 而 运动 ”. 

从 测 地 线 的 同一 个 性 质 还 可 以 推 得 下 面 的 定理 ， 如 果 两 个 曲 
面 沿 涛 一 条 曲线 彼此 相 切 , 而 这 曲线 在 其 中 一 个 曲面 上 是 测 地 线 ， 
那么 这 曲线 在 另 一 个 曲面 上 也 是 测 地 线 ， 事实 上 ,因为 在 这 曲线 
的 每 个 点 处 两 个 曲面 有 公共 的 切 平面 ， 所 以 它们 在 这 些 点 处 有 公 
共 的 法 线 ,而 因为 在 其 中 的 一 个 曲面 上 曲线 是 测 地 线 , 这 法 线 又 与 
曲线 的 主 法 线 重合 ， 因 此 , 在 第 二 个 曲面 上 曲线 也 是 测 地 线 ， 

从 这 个 结果 还 推 得 测 地 线 的 两 个 直观 的 性 质 ， 其 一 , 假如 把 
有 弹性 的 长 方形 得 片 (例如 锅 皮 尺 ) 沿 荐 它 的 中 分 线 紧 密 地 贴 在 耻 
面 上 ,那么 它 就 与 这 曲面 沿 着 测 地 线 而 相 切 。 (实际 上 , 由 于 接触 
曲线 在 尺 上 是 测 地 线 , 所 以 它 在 曲面 上 也 是 测 地 线 , ) 其 二 , 如 果 有 
某 个 曲面 在 平面 上 沿 若 一 条 直线 而 滚动 ， 那 么 这 直线 在 同 面 上 的 
痕迹 是 一 条 测 地 线 ”。 这 两 个 例子 都 可 以 举 圆柱 为 例 来 说 明和 利 
用 把 平面 长 条 的 中 分 线 贴 到 圆柱 的 实验 来 肯定 (图 40)， 这 时 中 分 
线 的 位 置 或 者 沿 荐 母线 , 或 者 浴 着 圆周 ,或 者 沿 闭 螺旋 线 ( 不 难 证 
明 ,圆柱 画 只 有 这 几 种 类 型 的 测 地 线 )。 假 如 让 圆柱 在 用 白 汾 面 出 
直线 的 平面 上 滨 动 , 那么 在 圆柱 上 出 现 的 也 是 这 同一 些 曲 线 ， 

测 地 线 与 平面 上 直线 的 相仿 性 还 可 以 补 上 一 个 重要 的 性 质 ， 
这 个 性 质 常常 被 取 作 测 地 线 的 定义 。 那 就 是 说 , 平面 上 的 直线 可 
以 定义 为 零 量 率 的 曲线 ， 而 曲面 上 的 测 地 线 则 可 以 定义 为 测 地 曲 


1) 这 里 所 调 “ 外 力 ” 我 们 是 搬 除 曲 面 员 作 月 力 外 的 所 有 的 力 。 
中 这 个 合 避 实质 .上 与 上 一 个 命题 等 价 , 下 为 曲 血 在 半 画 上 以 所 说 的 方式 党 起 就 
相关 于 把 一 -条 平 的 带子 屿 公 曲 面 上 。 
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率 为 零 的 曲线 (我们 记得 , 当 考 虑 曲线 在 曲面 的 被 研究 的 点 处 的 
切 平面 上 的 投影 时 ， 曙 丝 在 这 点 处 的 测 地 曲率 就 是 这 投影 在 同一 
点 处 的 曲 举 ;参看 图 87. ) 测 地 线 的 这 个 定义 重合 于 原来 定义 的 自 
然 性 可 以 用 下 面 的 想法 来 加 以 说 明 . 如 果 在 某 条 曲线 的 每 个 点 处 
切 于 面 上 的 投影 的 曲率 等 于 零 ， 那 么 曲线 在 离开 切线 时 主要 就 癌 
郑 山 面 法 线 的 方向 ， 因 而 曲线 的 主 法 线 也 就 正好 向 着 曲面 法 线 的 
方向 , 而 曲线 就 显得 是 原来 意义 下 的 测 地 线 ， 反 过 来 , 如果 曲 线 是 
测 地 线 ， 则 它 的 主 法 线 ( 因 而 也 就 是 曲线 与 切线 的 差异 的 主要 部 
分 ) 方 向 向着 曲面 法 线 的 方向 , 所 以 在 把 曲线 投射 到 切 平面 上 时 就 
得 到 这 样 一 条 曲线 ， 它 与 切线 的 差异 大 大 地 小 于 原来 的 曲线 与 切 
线 的 差异 , 而 且 记得 的 投影 的 曲率 就 等 于 零 . 

在 各 种 不 同 的 曲面 上 ， 测 地 线 的 铺 况 可 以 是 种 类 繁多 的 ， 在 
图 41 上 举例 画 着 旋转 双 曲 曾 上 的 若干 条 测 地 线 . 

曲面 的 杰 曲 变形 ”研究 曲面 在 诗 曲 变形 下 不 改变 在 性 质 的 内 
草 儿 何 , 密切 地 联系 着 弯曲 变形 本 身 的 研究 。 曲面 的 弯曲 变形 的 
理论 属于 几何 学 中 最 富有 内 容 和 最 困难 的 部 分 ， 它 包含 着 大 基 的 
问题 , 虽然 其 由 有 一 些 问题 的 提 法 简单 而 又 白 然 , 但 是 直到 今天 还 
没有 获得 最 终 的 解决 . 

欧 拉 和 闵 定格 也 研究 过 曲面 的 弯曲 变形 的 问题 ， 但 是 关于 任 
意 出 面 的 弯曲 变形 的 兴 过 的 苦果 是 在 后 来 才 得 到 的 。 
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在 夸 曲 变形 的 一 般 理论 里 首先 发 生 的 是 赐 面 是 否 总 能 夸 由 变 
形 的 问题 , 而 生 假 如 能 够 弯曲 变形 的 话 , 那 束 这 种 这 由 变形 又 具有 
怎样 的 自由 度 ? 对 于 所 调解 析 由 面 即 可 以 用 能 形式 泰勒 级 数 的 
坐标 乔 数 给 定 的 曲面 ， 这 个 问题 在 上 一 世纪 来 叶 由 法 国 几何 学 实 
达尔 布 解决 了 。 竺 别 地 有 以 下 的 事实 , 如 困 在 曲面 上 取 定 任意 一 
条 测 地 线 而 且 在 空间 中 给 定 任意 一 条 有 同样 长 度 但 是 到 处 没有 零 
利率 的 (解析 ) 晶 线 ， 那 么 包含 已 知 测 地 线 的 充分 狭 容 的 曲面 长 条 
就 可 以 作 这 样 的 弯 沿 变形， 使 得 测 池 线 变 成 给 定 的 沿线 >， 这 个 
定理 骨 明 ,曲面 长 条 可 以 作 完全 任意 的 厅 偶 变形 。 然 谭 还 可 以 证 
明 , 如果 测 地 战 记 应 该 变 成 的 其 经 已 经 给 定 , 则 曲面 最 多 可 以 用 讽 
种 方式 作 索 曲 变形 、《 举 例 说 ,如 果 这 网线 是 平面 曲线 、 则 曲面 的 
两 个 位 置 就 正好 对 称 于 这 个 平面. ) 而 如 果 测 地 线 弟 直线 ， 则 以 后 
这 沾 命题 不 成 立 ， 因 为 可 以 举 杜 状 曲 面 的 任意 圭 曲 变形 作为 侠 
来 说 明 这 一 点 . 

我 们 定义 弯曲 变形 作为 曲面 的 这 样 的 变形 , 经 过 这 种 变形 , 其 
而 上 的 所 有 山 线 的 长 度 者 保留 不 变 ， 这 时 说 的 其 变形 的 最 从 结 
条， 至 于 曲 曾 本 身 在 变形 过 程 中 将 会 变 得 怎样 的 问题 则 没有 率 


也 拒 珊 地 线 计 成 具 下 零 翰 率 的 昌 引 的 情形 是 供 闪 的 ,因为 不 难 此 定 , 对 于 高 昌 曲 
率 为 正 数 的 若 状 , 这 显然 是 不 可 能 约 。 


sale 


涉 到 ， 然 而 假如 把 上 曲面 看 做 由 能 读 曲 而 不 能 伟 缩 的 材料 租 成 的 ， 
旭 自 然 可 以 讨论 在 变形 的 每 一 时 刻 长 度 都 保留 不 变 ( 在 物理 学 上 
这 就 相当 于 无 伸缩 性 的 物体 ) 的 连续 的 变形 。 这 种 变形 叫做 连续 
的 弯曲 变形 . 

初 看 起 来 ， 可 以 认为 ， 任 何 连续 变形 都 能 用 连续 的 过 程 来 实 
现 , 然而 这 并 非 事 实 、 例如 可 以 证 明 , 有 贺 档 形状 的 曲面 (图 42) 
就 不 允许 连续 的 弯曲 变形 (这 同时 说 明了 这 样 一 个 大 家 知道 的 事 
实 , 图形 的 水 柄 村 比方 形 的 水 柄 来 得 坚固 )， 虽 然 这 种 曲面 是 可 以 
作 弯 曲 变形 的 , 只 要 沿 着 它 与 水 平面 丰 切 的 加 把 它 割 开 , 把 其 中 的 
一 片 换 成 它 对 于 这 平面 的 镜面 反射 图 形 (在 图 43 上 ， 正 像 在 图 42 
上 上 一 样 , 为 了 直观 起 见 ， 只 画 出 所 讨论 的 曲面 的 一 半 )， 回 术 的 加 
环形 状 阻 碍 它 作 连 续 的 弯曲 变形 从 直观 上 看 来 是 很 明显 的 (而 像 
直 术 那样 的 曲面 ， 相 当 于 上 面 所 写 的 那 种 弯曲 变形 是 可 以 连续 地 
完成 的 )。 





图 如 


假如 限于 曲面 的 充分 小 的 片段 ， 那 么 要 它 作 连 续 的 弯曲 变形 
就 没有 什么 看 得 见 的 障碍 了 , 而 且 可 以 意 想到 , 临 面 的 微小 片段 的 
任何 弯曲 变形 总 可 以 必 连 续 的 方式 实现 ， 具 是 在 必要 时 需要 补充 
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一 个 镜面 反射 。 这 确实 是 对 的 , 但 是 必须 在 曲面 的 所 讨论 片段 上 
高 斯 曲率 不 成 为 零 的 条 件 下 (不 算 它 处 处 等 于 零 的 情形 )， 而 如 果 
高 斯 曲率 在 一 些 个 别 的 点 处 变 成 零 , 则 就 像 叶 菲 黄 夫 在 1940 年 所 
证 明了 的 , 即使 是 曲面 的 充分 小 的 片段 , 也 可 以 不 许可 作 保留 正 由 
性 的 弯曲 变形 ， 举 例 说 , 由 方程 < 一 2? 十 Mey 十 妨 (这 里 入 是 超越 
数 ) 给 定 的 曲面 就 是 这 样 ， 它 的 任何 包含 坐标 原点 的 (即使 是 充分 
小 的 ) 片 段 都 不 许可 作 充 分 正则 的 连续 的 弯曲 变形 ， 叶 非 费 夫 定 
理 是 古典 微分 几何 中 的 新 的 和 有 些 出 于 意外 的 成 果 . 

与 夸 曲 变形 理论 的 一 般 问 题 同 时 ， 在 几何 学 中 有 很 多 地 方 吓 
研究 曲面 的 一 些 特 珠 类 型 的 弯曲 变形 的 . 

曲面 的 内 苯 几 何 与 它 的 空间 形式 的 联系 ”我 们 已 经 知道 ， 曲 
面 和 曲面 上 的 图 形 的 某 些 直接 与 它 的 空间 形式 有 联系 的 性 质 ， 妈 
茶 些 所 谓 “ 外 在 几何 的 ”性 质 , 由 曲 而 的 内 苞 几 何 决定 。 举 例 说 , 曲 
面 的 主 曲 率 的 乘积 (高 斯 曲率 ) 就 由 它 的 内 获 几 何 决 定 。 另 一 个 例 
子 ,对 于 处 在 曲面 上 的 曲线 , 主 法 线 到 处 与 曲面 法 线 重合 的 必要 和 
充分 的 条 件 是 ， 这 曲线 具有 确定 的 内 获 几 何 的 性 质 ， 它 即 是 测 地 
线 . 

曲面 的 空间 形式 只 是 以 一 定 的 和 任意 性 随 着 向 面 的 这 种 内 萄 几 
何 而 被 决定 . 

曲面 的 空间 形式 对 它 的 内 列 几 何 的 依赖 性 可 以 解析 地 用 方程 
来 表 出 ， 在 这 些 方程 里 出 现 刻 面 内 蓝 几 何 的 量 和 刻画 曲面 的 外 在 
的 弯曲 性 的 量 . 这 些 公式 中 的 一 个 是 由 高 斯 提出 的 , 那 就 是 用 忆 
于 内 效 儿 何 的 量 来 麦 示 高 斯 曲率 的 公式 .另外 两 个 方程 是 在 $1 
轿 提 到 过 的 彼 德 还 - 科 达 奇 方程. 

高 斯 - 彼 德 还 - 科 达 奇 方程 完全 地 包括 了 在 则 面 的 内 萄 几何 和 
它 在 空间 的 弯曲 性 之 间 的 联系 ， 因 此 在 任意 曲面 的 内 列 儿 何 的 量 
和 外 在 几何 的 重 之 间 的 所 有 可 能 的 关系 , 至 少 是 以 隐蔽 的 形式 , 已 
经 包括 在 这 些 方程 之 中 了 . 

由 于 曲面 在 空间 中 的 形式 不 单 由 它 的 内 蕴 几 何 决定 ， 自 然 会 
发 生 这 样 的 问题 : 为 了 完全 决定 申 面 , 还 需要 给 定 哪 洋 一 些 外 在 几 
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何 的 量 ? 原来 ,如果 两 个 曲面 有 同样 的 内 获 几 何 , 而 且 这 两 个 出 而 
在 对 应 的 点 和 方向 上 的 法 截 线 的 曲率 在 取 定 符号 后 是 相等 的 ， 那 
么 这 两 个 曲面 本 身 也 就 相等 , 即 可 以 通过 运动 而 使 它们 本 合 .我们 
应 该 指出 ， 彼 德 还 比 波 奈 早 15 年 发 现 这 个 定理 ， 旭 然 这 定理 常常 
以 后 者 来 命名 ， 

曲面 理论 的 解析 的 工具 ”分析 学 在 曲面 理论 里 的 系统 的 应 用 
引导 出 特别 适合 于 这 个 目的 的 解析 工具 的 创立 .在 这 方面 的 有 决 
定 意义 的 一 步 是 由 高 斯 引入 的 ， 那 就 是 用 所 谓 曲 纹 坐 标 解析 地 给 
定 曲 面 的 方法 ， 这 个 方法 是 平面 上 的 笛 卡 儿 坐 标的 观念 的 自然 锥 
广 ,而 且 与 曲面 的 内 蕴 几 何 密切 有 关 , 在 内 草 几 何 里 用 方程 ?一 
了 (zw, 殷 来 给 定 曲面 已 经 变 得 不 方便 了 不 方便 的 原因 在 于 曲面 
上 的 点 的 坐标 m% Yy 在 弯曲 变形 下 要 改变 ， 为 了 消除 这 种 不 方便 ， 
人 们 在 曲面 本 身 之 上 引进 坐标 , 用 与 每 个 点 有 关 的 两 个 数 公 来 
决定 这 个 点 (这 些 数 在 经 过 弯曲 变形 后 还 与 已 知 点 有 关 )， 空 间 的 
坐标 % y, 4 每 每 就 是 ”的 这 个 或 那个 函数 了 .在 曲面 上 给 定 
一 个 点 的 数 业 和 叫做 这 个 点 的 曲 纹 坐 标 。 这 个 概念 是 这 样 命名 
的 : 如 果 固 定 其 中 一 个 坐标 (例如 ) 的 值 , 而 让 另 一 个 坐标 变动 ， 
那 来 我 们 就 在 曲面 上 得 到 一 条 坐标 曲线 ， 坐 标 曲 线 在 曲面 上 组 成 
曲线 网 , 就 像 平 面 上 的 坐标 网 似 的。 我 们 注意 到 , 在 地 球面 上 用 经 
度 和 续 度 决定 点 的 位 置 的 熟知 方法 并 非 别 的 ， 而 正 是 在 球面 上 引 
进 的 曲 纹 坐标 ; 在 这 情形 里 坐标 网 由 圆周 一 一 名 线 和 纬 线 组 成 > 
(图 44)， 为 了 用 曲 纹 做 标 来 给 定 曲 面 的 空间 位 置 , 需要 决定 曲面 
的 点 依赖 于 和 的 情况 ， 例 如 把 从 某 个 固定 的 起 点 引 向 曲面 的 
点 的 向 量 了 (所 谓 曲 面 的 向 径 ) 给 定 为 和 4 的 沙 数 ,fr 一 7 了 (ww, 切 
《这 等 价 于 把 向 量 f 的 分 最 2, y，: 给 定 为 u 和 wv 交 丽 数 )”"。 为 


1) 特别 是 , 早 在 徊 卡 儿 在 平面 上 引入 通常 的 坐标 以 前 奸 久 , 地 理学 标 就 在 实际 点 
用 中 出 见 了 . 

吧 高 斯 自然 并 没 衣 利 用 向 最 的 记号 ， 他 直接 把 曲面 上 的 点 的 三 个 侍 标 分 别 定义 
为 < 和 4 的 函数 。 在 汉 弥 登 和 禧 拉 记 受 的 工作 成 果 中 出 现 的 向 量 , 最 先 在 物理 学 小 得 
汉 广 猎 的 应 用 ,而且 直 列 很 聊 ( 实 慰 上 是 在 二 十 世纪 内 ) 放 成 为 讲述 解析 厂 何 和 王 分 几 
何 时 的 传统 的 工具 。 
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了 给 定 处 在 已 知 曲 面 上 的 曲线 ， 需 要 给 定 举 标 冯 和 ， 作为 一 个 变 
数 上 的 函数 , 在 这 以 后 ,在 这 条 暴 线 上 变动 的 点 的 向 径 就 可 以 用 揽 
会 画 数 [4( 引 .2《)] 殖 示 。 





导数 和 微分 的 概 全 可 以 逐 句 地 推广 到 向 时 西数 上 ; 这 时 从 导数 是 各 当 


#» 0 (r 是 参数 + 的 函数 ) 时 的 极限 的 定义 直接 推出 ， 曲 线 向 径 的 导数 是 向 
基 , 它 的 方向 沿 着 这 条 曲线 的 切线 (图 45)， 可 以 操 到 向 量 上 的 还 有 普通 导数 
前 基本 性 质 ,特别 是 复合 函数 的 向 分 法 则 
el， wt)] 半身 六 了 
三 


丁丁 一 MT 二 ro (7 
这 由 rw re 是 向 量 兽 数 r(W, v) 的 偏 导数 . 
可 以 证 明 , 些 线 衣 长 度 由 下 列 积分 表示 
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因此 , 由 线 长 度 的 敏 分 等 于 


ds=MTI) 二 5 十 六 0 


但 是 因为 9， 如 0 正 是 向 量 -一天 的 分 僵 ， 所 以 可 以 写 








45。 


外 一 |ril6, 这 里 |rt| 表 示 向 量 亚 的 长 变 ， 对 于 处 在 曲面 上 的 曲线 , 按照 (7) 


加 我 们 得 到 
lr +r. |, 
技 照 应 量 代数 的 法 则 计算 等 式 右边 的 
名 的 我 们 得 到 


[riu? tt 2roryd vo, + rd] As, 
es 而 且 引进 记号 
这 = 瑟 ( 
ur 一 Be 可 ， 
2=6 (u, v), 
我 们 就 有 
0 GP Bd 2Gu d+ Gd, 

图 此 我 们 看 到 ， 曲 面 上 弧 长 微分 的 平方 是 
微分 也 和 il 的 二 次 形式 ,其 系数 与 曲面 的 点 有 关 ， 广 个 二 次 形式 巴 微 曲面 
的 第 一 个 二 次 形式 ， 在 此 面 的 每 个 点 处 给 定 了 第 一 个 二 次 形式 的 系 数 马 杷 
6 以 后 ,就 可 以 按照 公式 

s— VE rr Gu dt 


琳 计 算 任 意 曲 线 的 长 度 , 因此 也 就 完全 决定 了 曲 而 的 内 密 几 何 , 
作为 合子 ,我 们 来 说 明 角 和 面积 如 何 用 ,如 来 表示 。， 设 从 一 个 点 引 
出 两 条 晶 线 ,其中 一 条 出 方程 uta《!)， vor( 人 ) 结 定 ， 而 另 一 条 由 方程 4 一 
(Do= ex(8) 给 定 ， 于 是 这 两 条 明 线 的 切 向 量 就 是 向 量 
mm 车" 党 
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这 两 个 向 量 之 问 的 角 的 余弦 等 于 它们 的 效 量 季 积 mrs 被 它们 的 长 度 的 
乘积 mra 除 ， 
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等 于 向 是 与 其 自己 的 数 生生 入 ， 而 对 于 数量 乘 识 。 我 们 知道 
和 9], 普通 去 括 强 的 法 则 成 立 。 


回想 到 到 一 马 ， rsrv 一 加 于 一 G 我 们 得 到 
学 多 :7( 和 分 + 各 名 ) 
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为 了 得 到 而 积 的 公式 , 我 们 来 讨论 曲 边 四 边 形 , 设 它 的 各 边 是 曲线 w 一 wos 
Vv ui 十 小 9 一 to 十 各， 我 们 近似 地 把 它 换 成 切 平面 上 的 一 个 平行 
四 边 形 ， 这 个 平行 四 边 形 是 以 切 于 坐标 曲线 的 向 基 mu 色 和 加 各 为 边 的 
(图 和 9)。 这 个 平行 四 边 形 的 面积 是 一 [mej|m|4u4psinm, 这 里 9 是 在 ru 
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图 46 
和 ,之 何 的 角 ， 因 为 np 一 VI 一 coFp, 所 以 


Ahs=|ro]|r,] duduV Tconp = V TI rol rl 08g du do, 
加 想到， 从 = 再， r=G， |r。j :|r.|oosp=ror.= 了 我 们 得 到 4 一 
VY 了 6 一 本 lv， 把 平行 四边 形 的 面积 加 起 来 ， 而 且 在 di， 如 一 0 时 过 渡 
到 极限 , 我 们 就 得 到 面积 的 公式 


5 由 Ra 





这 里 积分 其 对 于 与 已 知 昭 面 片 各 对 应 的 变数 w+ 的 变化 区 域 DD 进行 的 . 
因此 , 曲 纹 坐标 在 研究 曲面 的 内 蓝 几 何 时 是 非常 适用 的 、 
原来 曲面 在 空间 中 的 凌 曲 性 也 可 以 用 数 分 mr 和 ao 的 一 个 二 次 形式 来 
启 西 ， 事 实 上 ,假如 ww 是 曲面 在 二 了 处 的 单位 法 商量 ,而 4r 是 当 从 点 挪动 
一 下 时 曲面 的 向 径 的 改变 量 ,那么 曲面 与 切 平 面 的 差异 X 图 97) 就 等 于 
nn 和。 按 泰 勒 公式 展开 4r, 我们 得 到 
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图 4 


hndr t+ nr tod +ae), 


这 路 当 V de +dw 一 0 时 有 680， 因 向 量 dr 处 在 切 平 而 上 ,所 以 mar = 从 
最 再 一 项 e(2u?+) 与 第 分 de 和 的 平方 相 比 是 微小 的 。 留 下 的 站 主 
要 项 于 nzr。 两 倍 于 的 主要 部 分 的 量 nr 是 iu 和 du 的 二 次 形式 
md ro + nr Gu y+ nr GP, 
这 个 二 次 形式 党 表 明 曙 而 与 切 平 而 的 差异 的 特征 ， 它 叫做 曲面 的 第 二 个 二 
次 形式 ， 它 的 依 者 于 和 。 的 系数 常常 记 做 
nres=L, mr 一 nr 一 
知道 了 第 二 个 二 次 形式 , 我 们 就 可 以 计算 曲面 上 的 任意 曲线 的 曲率 ， 事 实 上 ， 
应 用 公式 Jim 全 ,我 们 得 到 ， 方向 与 数 分 比值 isau 对 让 的 法 航线 的 由 
亨 竺 于 
nr LPPtoM oudvt Nd 
wi Badwt+abFausdot+Gde 

如 果 所 讨论 的 曲 红 不 是 法 这 线 ， 那么 疾风 梅 浊 定 型 ， 只 慨 用 向 徐 同 一 个 
方 身 的 法 专线 的 曲率 除 以 则 线 的 主 法 线 和 曲面 法 线 之 同 的 角 的 余弦 就 或 . 

第 二 个 二 次 形式 的 引入 给 出 了 研究 此 面 的 论 虹 性 的 解析 方法 ， 特 别 地 ， 
吉 可 以 纯 解 析 地 获得 欧 拉 定 理 和 梅 浊 定 理 , 获得 高 新 是 率 和 平均 昌 字 的 表示 
式 等 筠 
前 画 说 过 的 筷 德 过 定 亚 才 明 ， 同 时 取 定 的 两 个 一 次 形式 决定 一 个 间 面 只 
;在 空间 只 的 位 置 ， 因 此 ， 册 面 的 任意 位 质 的 研究 从 解析 方面 大 就 化 成 古 
究 这 两 个 二 次 形式 ， 最 后 我 们 要 指出 ， 阿 个 二 次 形式 的 系数 并 不 是 互 不 相关 
的 前 而 提 到 过 的 在 曲面 的 内 蔓 几 何 和 它 的 空 司 形式 之 间 的 联系 ， 解 折 地 访 
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也 第 一 个 和 第 二 个 二 次 形式 的 系数 之 间 的 三 个 关系 《高 斯 - 科 达 至 方 程 ) 上 
出 . 


$ 5. 曲线 和 曲面 理论 中 的 新 方向 


曲线 族 和 曲面 族 ”虽然 曲线 和 曲面 理论 的 原理 在 很 大 程 发 上 
在 上 一 世纪 中 叶 已 经 完成 了 , 但 是 这 理论 过 去 继续 有 发 展 , 今天 还 
在 号 续 发 展 着 。 同时 在 这 理论 中 逐渐 增加 了 一 系列 新 的 方向 , 扩 
大 了 在 现代 微分 几何 中 所 研究 的 图 形 和 其 性 质 的 范 图 ， 不 过 这 些 
方面 中 的 一 个 早 在 油分 几何 的 萌芽 时 期 就 已 经 出 现 了 .我 们 指 的 
是 " 族 "的 理论 ， 即 曲线 和 曲面 的 连续 集合 的 理论 但 是 因为 直到 
曲线 和 曲面 理论 的 原理 已 经 完全 形成 时 , “ 族 " 的 理论 才 开始 了 深 
入 的 发 展 , 在 这 意义 下 可 以 认为 它 是 新 的 方向 . 

图 形 的 连续 集合 一 般 巴 做 #4 参数 的 族 ,假如 这 集合 的 每 个 图 
形 由 个 参数 的 值 给 定 , 并 且 假 定 所 有 刻画 一 个 图 形 的 量 (关于 图 
形 的 位 置 . 形 状 等 等 ) 至 少 是 连续 地 随 着 这 些 参 数 而 改变 的 ， 从 这 
个 普 才 定 义 的 观点 看 来 , 可 以 认为 曲线 是 单 参 数 的 点 族 ,而 此 面 则 
是 二 参数 的 点 族 。 因为 平面 上 的 圆 由 三 个 参数 给 定 , 中 心 的 两 个 
坐 奈 和 半径 , 弃 以 半 面 上 的 所 有 圆周 的 集合 就 是 三 参数 的 曲线 族 , 

曲线 族 或 曲面 族 的 理论 中 的 最 简单 问题 是 求 出 所 谓 族 的 包 络 
的 问题 。 假 如 一 个 曲面 在 其 每 个 点 处 与 一 个 曲面 族 中 的 一 个 遇 面 
相 切 , 而 且 它 以 这 种 方式 与 曲面 族 中 的 每 一 个 曲面 相 切 , 这 曲面 就 
岂 做 这 曲面 族 的 包 络 。 警 如 说 ,中 心 的 已 知 直 线 上 的 等 半径 的 球 
丙 族 的 包 络 是 圆柱 面 (图 48)， 而 以 已 知 绊 面 的 所 有 点 为 中 心 的 这 
种 球 页 族 的 包 络 则 由 两 个 平行 平面 组 成 ， 同 样 地 可 以 定义 曲线 族 
的 包 络 . 在 图 49 上 画 若 以 不 同 的 角度 从 喷泉 中 喷 出 的 水 流 ; 在 同 
一 个 六 面 上 的 这 种 水 流 形成 一 个 曲线 族 ， 这 些 曲 线 可 以 近似 地 认 
为 是 抛 勉 线 。 在 照片 上 可 以 清楚 地 看 出 它们 的 包 络 ， 它 好 象 是 水 
冠 的 周 界 ， 当 然 ， 并 不 是 每 -个 曲线 族 或 曲面 族 都 有 包 络 ( 举 从 
说 , 平行 的 直 终 族 就 没 证 包 络 )。 娟 任 总 族 的 色 络 的 简单 面 普遍 的 
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同和 (a) 于 49 (b) 
方法 是 有 的 ; 对 于 平面 上 的 曲线 族 , 这 种 方法 还 是 莱 布 尼 兹 所 给 出 
的 嘿 . 
每 一 条 曲线 虽然 是 它 白 己 的 切线 的 包 络 。 同 理 , 每 一 个 曲面 
是 它 自己 的 切 平面 的 包 络 . 《这 答 好 是 用 给 定 出 线 的 切线 族 来 给 
“150。 


定 曲 线 或 者 用 给 定 曲面 的 切 平面 族 来 给 定 册 面 的 新 方法 的 根据 . 
在 很 多 问题 中 , 这 种 给 定 曲线 或 曲面 的 方法 是 很 方便 的 . ) 

一 般 地 说 , 在 曲面 的 不 同 的 点 处 , 切 平面 是 不 同 的 ， 因 此 贞 面 
的 切 平面 族 通常 是 二 参数 的 。 但 是 在 某 些 情 形 下 , 例如 在 柱 面 的 
情形 ， 切 孕 面 族 是 单 参数 的 ， 可 以 证 明 下 而 的 重要 定理 成 立 ， 有 
单 参数 的 切 平面 族 的 出 面 是 而 且 只 是 可 以 摊 开 到 平面 上 的 曲面 ， 
即 它 的 任何 充分 小 的 片段 都 可 以 弯曲 成 平面 的 片段， 这 就 是 我 们 
在 54 中 提 到 过 的 可 展 曲 面 。 每 个 这 种 样子 的 解析 曲面 都 由 直线 
段 组 成 , 而 且 或 者 是 平面 (平行 直线 组 成 ), 或 者 是 锥 面 ( 素 集 于 一 
个 点 的 直线 组 成 ), 或 者 由 某 一 条 空间 曲线 的 切线 组 成 . 

包 络 理论 常常 在 工程 问题 (例如 在 传动 理论 ) 里 利用 .我 们 米 
讨论 两 个 齿轮 4 和 5。 它们 的 相对 运动 可 以 这 样 设想 : 假定 齿轮 
4 是 国定 的 ， 而 齿轮 5 则 党 效 它 滚动 (图 50) ， 于 是 齿轮 妃 的 周 
界 在 取 不 同 的 位 置 时 就 在 齿轮 4 的 平面 上 形成 一 个 曲线 族 , 而 齿 
轮 4 的 周 界 应 该 总 与 它们 相 切 , 即 是 这 族 的 包 络 ， 当 然 , 对 于 传 
动 来 说 这 还 是 不 够 的 ， rd 但 
是 上 面 指出 的 条 件 毕 况 是 主要 的 ， 
货轮 的 形状 总 应 该 满足 这 个 条 件 ， 

我 们 曾经 说 过 ， 包 络 的 问题 只 NN 
不 过 是 曲线 族 和 曲面 族 理论 中 最 简 
单 的 和 旱 已 解决 了 的 问题 。 族 的 理 = 
论 就 其 可 能 包含 的 问题 来 说 不 见得 a 
会 比例 如 曲面 理论 更 罕 些 .探讨 得 昌 如 
特别 多 的 是 “ 线 汇 "理论 ， 即 各 种 二 参数 的 曲线 族 (特别 是 直线 族 ， 
所 亩 直线 汇 ) 的 理论 ， 在 这 理论 中 应 用 的 方法 实质 上 与 曲面 理论 
中 所 用 的 方法 相 局 - 

直线 汇 的 理论 时 在 起 日 的 著作 “ 论 沟 和 性 "中 已 经 开始 ， 这 落 
作 的 名 称 表明 , 孟 日 的 研究 是 在 联系 到 实际 问题 时 产生 的 ; 谈 到 的 
是 从 沟 到 堤 上 的 最 便利 的 运 土 法 . 

在 上 一 世纪 中 叶 才 开始 的 线 汇 理论 的 系统 发 展 ， 在 很 大 各 度 
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-是 与 几何 光学 有 关 的 ; 因为 在 沟 匀 介质 中 药 放 线 的 集合 常常 是 
直线 汇 . 

非 正则 曲面 和 “整体 "几何 ”曲线 和 曲面 (以 及 出 级 族 和 册 面 
族 ) 的 理论 是 在 上 进 纪 来 叶 形成 的 ， 通 常 把 它 叫做 古典 微分 几何 ; 
作为 它 的 标志 的 特别 是 以 下 的 特征 . 

首先 , 它 只 讨论 “充分 平滑 的 " 即 廊 亩 正规 的 曲线 和 曲面 ,也 就 
是 说 它们 是 由 具 有 足够 多 个 导数 的 函数 所 给 定 的 .因而 像 具 有 从 
端 和 棱角 的 出 面 , 例如 多 面体 表面 和 锥 面 , 不 是 完全 排斥 到 讨论 之 
外 ,就 是 只 讨论 曲面 上 平滑 的 片段 了 . 

其 次 ， 古 典 微 分 几何 专门 研究 曲线 和 出 五 的 充分 小 的 片段 的 
人 性 质 ( 局 部 "的 几何 学 )， 而 完全 不 关心 整个 闭 曲 面 有 什么 性 质 这 
种 问题 (这 种 问题 已 经 属于 所 谓 “ 整 体 "的 几何 学 了 ) . 

揭露 “局 部 ”几何 和 “整体 "几何 的 差别 的 典型 例子 可 以 由 曲面 
的 党 曲 灾 形 米 给 出 举例 说 , 早 在 1888 年 ， 闵 定格 就 证 明了 球面 
的 充分 小 的 片段 可 以 作 弯曲 变形 (“局 部 "的 定理 )。 同 时 它 还 提出 
了 尾 个 球面 不 能 作 变 曲 变形 的 假设 。 这 后 一 个 定理 直到 1899 年 
才 由 别 的 数学 家 证 明了 恰好, 对 于 由 可 以 弯曲 但 是 确实 不 能 伸 
展 的 材料 做 成 的 球面 , 我 们 很 容易 用 实验 米 揭 示 它 的 不 可 窟 有 曲 性 . 
举例 说 , 虽然 乒 兵 妹 是 用 很 容易 弯曲 的 材料 做 成 的 , 但 是 它 却 是 很 
坚固 的 。 再 有 一 个 例子 是 我 们 在 $4 里 已 经 说 到 过 的 普通 的 洋 铁 
水 桶 ; 由 于 水 桶 具有 图形 的 边缘 ， 它 整个 地 说 是 坚固 的 ; 然而 同一 
个 曲面 的 个 别 片 侦 却 是 可 以 装 昌 的。 如 同 我 们 所 看 到 的 ， 在 曲面 
的 “局 部 "性 质 和 “整体 "性 质 之 间 可 以 发 现实 质 上 的 差别 、 

我 们 在 8 4 里 获得 过 初步 知识 的 测 地 线 理 论 ， 也 给 我 们 一 个 
特征 性 的 例子 。 测 地 线 在 “局 部 "上 ， 即 在 小 片段 上 , 乃 是 最 短线 ， 
但 是 它 "整体 "地 可 以 完全 不 是 最 短线 ， 而 且 可 以 像 在 球面 上 大 图 
的 情形 一 样 是 封闭 的 . 

读者 不 难 注意 到 写 在 $4 中 的 关于 测 地 线 的 定理 基本 上 是 
“局 部 "的 定理 。 而 关于 测 地 线 的 整个 伸展 情况 的 问题 则 是 属于 整 
体 几 何 的 ， 举 例 说 ， 大 家 知道 ， 在 正则 曲面 上 的 一 个 很 小 的 分 域 
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一 的 测 地 线 连接 两 个 充分 接近 的 点 。 而 假如 从 鸿 地 线 
离开 这 两 个 点 非常 远 的 地 方 来 看 测 地 线 ， 则 按照 莫 
和 尔 斯 定理 ， 在 闭 砷 而 上 的 任意 一 对 点 都 可 以 用 无 穷 多 条 测 地 线 把 
它们 连结 起 来 .举例 说 , 四柱 侧 面 上 的 两 个 点 和 和 好 就 可 以 用 
完全 不 同 的 测 地 线 来 连结 它们 : 只 要 在 从 4 到 召 的 路 径 上 取 绕 
回 柱 次 数 不 同 的 各 种 螺旋 线 ， 属 于 “整体 ”几何 的 还 有 由 列 斯 台 尔 
尼克 和 史 尼 禹 尔 曼 所 证 明 的 关于 闭 测 地 线 的 虎 卡 来 定理 ， 这 定 现 
将 会 在 第 十 八 章 (第 三 卷 ) 里 谈 到 . 

证 明 这 些 定理 , 就 像 证 明 “ 整 体 "几何 中 很 多 其 他 定理 一 样 , 时 
得 是 难以 用 古典 拆 分 几何 的 普通 方法 来 做 到 的 ， 因 而 需要 创造 新 
的 方法 ， - 

正如 "“ 束 体 "几何 的 问题 不 可 避免 地 会 引起 数学 家 们 的 广 意 ， 
在 科学 中 也 不 可 能 坚持 单 是正 则 曲面 这 个 限制 ， 因 为 我 们 经 常 进 
见 非 正则 的 ,不 能 连续 地 奉 曲 变形 的 曲面 , 例如 立方 体 \ 网 镀 、 有 尖 
的 边缘 的 凸透镜 等 等 的 表 而 . 

此 外 ， 很 多 解析 曲面 在 自然 扩展 下 必然 会 出 现 “ 奇 异性 ”一 一 
违反 了 正则 性 , 例如 出 现 棱角 和 尖端 。 和 警 如 圆锥 面 的 片段 在 扩展 
后 就 要 引 向 顶 虚 一 一 尖 增 , 在 那儿 是 违反 曲面 的 平滑 性 的 ， 

最 后 提 到 的 事实 只 不 过 是 下 列 重要 定理 的 特别 情形 . 不 是 柱 
面 的 任何 可 展 曲 而 在 宙 然 的 扩展 下 总 要 遇 到 校 角 (在 锥 面 情 形 足 
尖端 ), 在 过 到 楼 角 时 这 曲面 已 经 不 能 在 保持 正则 性 的 条 件 下 青 扩 
展 了 . 

内 此 , 在 曲面 的 “整体 "情况 各 它 的 奇异 恬 之 名 有 很 深 的 联系 . 
这 正 是 为 什么 解决 “整体 "问题 和 研究 具有 “奇异 性 ”( 校 角 ， 尖 端 ， 
业 率 的 疝 断 处 等 等 ) 的 曲面 应 该 同时 进行 的 原因 之 一 . 

同样 的 新 方向 也 在 分 析 学 中 发 生 。 例如 在 第 五 章 $7 里 说 过 
指向 分 方程 的 定性 理论 ， 就 研究 微分 方程 在 其 整个 定义 区 域 里 的 
稻 的 性 质 , 即 记 谓 “整体 "的 性 质 ， 因 而 它 特别 注意 "奇异 性 ”注意 
正 财 性 的 玻 坏 , 注意 方程 的 奇异 点 .此 外 , 现代 的 分 析 学 所 研究 的 
对 旬 包 括 了 非 平 则 前 函数 , 而 它 正 是 古典 分 析 学 所 不 研究 的 (参看 
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第 三 卷 第 十 五 章 ); 这 就 使 几何 学 在 研究 更 一 般 的 曲面 时 有 了 新 的 
工具 ,最 后 , 在 通常 处 再 具有 某 种 极 值 性 质 的 曲线 或 曲面 的 变 分 法 
里 ， 有 时 达到 极 值 的 极限 曲线 会 姨 得 不 是 正则 曲线 ， 在 这 种 问题 
的 担 法 中 所 必须 的 曲线 类 或 项 面 类 的 封闭 性 ， 也 要 求 推广 所 讨论 
的 曲线 或 曲面 的 范围 一 一 首先 至 少 得 包括 最 简单 的 非 正 则 曲线 或 
曲面 。 总 之 , 几何 学 中 的 新 方向 的 产生 并 不 是 孤立 的 , 而 是 与 数学 
的 整个 发 展 密切 地 有 联系 的 . 

大 约 在 印 年 前 才 开始 解决 “整体 "问题 和 不 仅 研究 正则 曲面 
的 转变 。 有 很 多 数学 家 参加 了 这 个 新 方向 的 研究 。 幸 尔 曼 ' 闵 可 
夫 斯 基 (1864 一 1909) 作 出 了 第 一 个 重要 的 贡献 ， 建 立 了 几何 学 中 
宽广 的 一 章 一 一 凸 体 理论 的 初步 。 顺便 说 一 下 ， 促 使 闵可夫 斯 基 
进行 这 些 研究 的 问题 之 一 是 关于 正方 格子 的 问题 ， 这 问题 是 与 数 
论 和 几何 结晶 学 有 密切 联系 的 . 

一 个 立体 叫做 凸 的 , 假如 通过 它 的 表面 的 每 个 点 , 都 可 引 不 会 
稚 割 这 个 立体 的 平面 ， 即 这 个 立体 可 以 用 它 雪 面 的 任何 点 支持 在 
平面 上 (图 列 )， 巴 体 由 它 的 表面 决定 ,而 且 在 很 大 程度 上 当 我 们 
说 到 凸 体 理论 和 闭 凸 曲面 理论 时 是 没有 差别 的 。 关于 凸 体 的 普遍 
定理 的 真实 性 ， 通 常 并 不 需 对 它 的 表面 的 平滑 性 或 “正则 性 ” 作 
任何 补充 的 假定 、 即 是 说 这 些 定理 通常 属于 整个 的 凸 体 或 整个 的 
点 曲面 。 因 此 , 凸 体 和 凸 上 曲面 的 理论 在 其 基本 方面 就 打破 了 古典 
微分 几何 的 限制 。 然 而 同体 和 凸 曲面 的 理论 还 稍稍 与 二 典 被 分 几 
何 有 些 联系 ; 这 两 种 理论 的 统一 是 很 晚 才 发 生 的 。 
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从 1940 年 起 ，A. 工 亚历山大 洛 夫 发 展 了 一 般 则 线 和 曲面 的 
理论 。 这 理论 不 仅 包括 了 古典 微分 几何 的 正则 曲面 , 而 且 也 包括 
了 非 平 滑 的 曲面 : 多 面体 表面 , 任意 凸 曲面 和 其 他 曲面 。 虽然 问题 
的 提 法 和 这 理论 的 结论 有 很 大 的 普遍 性 ， 但 是 作为 这 理论 的 基础 
的 首先 是 直观 的 几何 概念 和 几何 方法 ， 当 然 它 确实 还 要 利用 现代 
分 析 学 的 概念 和 方法 。 这 理论 的 基本 方法 之 一 是 用 多 面 形 (多 面 
体 表面 ) 带 近 一 般 的 曲面 。 这 个 方法 的 最 简 尝 情形 是 每 一 个 中 学 
生 都 知道 的 ， 璧 如 把 贺 柱 的 镜面 积 当做 角 柱 面积 的 极限 来 计算 就 
是 如 此 。 在 一 系列 的 情形 里 这 方法 给 出 强 有 力 的 结果 ， 这 些 结果 
或 者 是 用 别 的 方法 所 不 能 得 到 的 ， 或 者 是 在 引 向 极限 的 解析 过 程 
中 需要 很 大 的 努力 和 引起 复杂 的 思考 。 这 个 方法 是 这 样 的 ， 先 对 
多 面 形 解决 了 问题 ， 然 后 用 过 渡 到 极限 的 方法 把 结果 搬 到 一 般 的 
曲面 上 . - 
关于 从 已 知 的 排 开 图 形 粘 合成 一 个 凸 多 面 形 的 条 件 的 定理， 
乃 是 一 般 凸 曲面 理论 的 原理 之 一 、 这 个 定理 从 令 述 上 看 完全 是 初 
等 的 ， 然 而 却 有 非 初等 的 证 明 而 且 引 出 关于 一 般 凸 曲面 的 极为 深 
入 的 推论 ， 读 者 当然 知道 如 何 粘 合成 立方 形 的 盒子 , 例如 , 由 十 字 
形 的 纸样 来 粘 合 成 立方 形 (图 52). 这 个 用 纸 片 粘 合 多 面 形 的 方 
法 可 发 展 成 为 “ 扒 开 和 粘 合 ”的 一 般 方 法 ， 这 方法 在 曲面 理论 的 多 
种 问题 中 给 出 强 有 力 的 结果 而 适宜 于 实际 应 用 。 

这 理论 中 的 一 些 深 入 的 结果 是 由 坡 果 列 洛 夫 获得 的 . 特别 地 ， 
他 证 明了 任意 闭 凸 曲面 作为 一 个 更 体 是 不 能 在 保留 它 的 凸 性 的 条 
件 下 作 弯 曲 变形 的 ， 在 1949 年 获得 的 这 个 结果 结束 了 很 多 著名 
的 数学 家 的 工作 , 这 些 数学 家 在 50 年 的 长 时 期 中 企图 证 明 这 个 定 
理 , 但 是 只 在 这 样 或 那样 的 补充 条 件 下 才 得 到 它 的 证 明 。 坡 果 列 
洛 夫 的 结果 在 结合 了 “ 挫 开 和 粘 合 ”的 方法 以 后 ， 不 仅 给 出 了 这 个 
问题 的 完全 的 解 ， 而 且 儿 乎 是 最 终 邮 一 明了 关于 闭 的 和 不 闭 的 凸 
曲面 的 可 弯曲 性 和 不 可 容 曲 性 的 全 部 问题 。 他 还 确立 了 新 的 理论 
与 “古典 的 ”理论 的 密切 联系 . 

这 样 一 来 ， 人 终于 建立 了 这 样 的 曲面 理论 ， 它 不 仅 包 括 了 古典 
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的 理论 ， 而 且 包 括 了 多面 形 、 任 意 凸 汕 面积 极为 一 般 的 非 凸 尚 面 
的 理论 。 遗 憾 的 是 我 们 不 能 在 这 里 详细 地 说 一 下 这 个 理论 中 的 结 
论 和 尚 末 解 决 的 问题 , 虽然 这 一 点 是 可 以 做 到 的 , 因为 它们 很 多 都 
是 极为 直观 的 , 而 且 尽管 它们 的 严密 证 明 是 困难 的 , 为 了 理解 问题 
的 提 法 却 并 不 需要 特别 的 知识 . 

前 面 在 谈 到 曲面 的 弯曲 变形 的 $ 4 里, 我 们 曾 处 理 过 正则 的 
(连续 地 弯曲 的 曲面 在 保留 其 正则 性 的 条 件 下 的 弯曲 变形 ， 相 反 
地 , 在 刚才 提 到 的 坡 果 列 洛 夫 定理 里 , 并 不 要 求 原来 的 和 弯 册 成 的 
阳 面 的 正则 性, 但 却 演 上 了 两 个 曲面 都 是 凸 钙 面 的 要 求 . 

明显 地 , 假如 允许 得 到 的 曲面 不 必 是 凸 向 面 和 可 出 现 络 折 , 则 
球面 的 弯曲 变形 就 成 为 可 能 的 了 .只 要 从 球面 市 一 决 而 把 它 从 原 
来 的 位 置 变 成 翻转 过 来 的 形状 ， 即 像 把 球面 的 片段 压 向 里 面 去 一 
样 , 我 们 就 得 到 这 种 弯曲 变形 的 一 个 例子 。 不 久 以 前 由 美国 数学 
家 衣 什 和 荷兰 数学 家 凯 伯 所 获得 的 结果 是 特别 出 于 意外 的 ， 他 们 
证 明了 ， 假 如 只 保留 曲面 的 平滑 性 而 允许 在 曲面 的 曲率 中 出 现 某 
种 跳跃 ( 即 对 于 已 知 函 数 捕 去 了 二 阶 导 数 的 连续 性 、 有 界 性 甚至 存 
在 性 的 任何 要求 ), 则 出 面 作为 一 个 整体 就 可 能 以 很 大 程度 的 任意 
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性 作 弯 昌 变 形 了 ， 特 别 地, 球面 片段 就 可 以 弯曲 成 某 种 小 块 , 这 种 
小 块 是 具有 很 小 的 波浪 状 络 纹 的 平滑 曲面 .通过 关于 这 种 变形 的 
某 种 认识 ， 就 可 清楚 地 想像 由 柔软 物质 (例如 布 ) 做 成 的 球形 口角 
是 能 够 极为 任意 地 弄 络 的 ， 至 于 赛 璐 瑞 的 小 球 则 是 另 一 回 事 了 . 
它 的 弹性 表面 不 但 不 允许 伸展 , 而且 也 不 允许 突然 的 弯曲 , 因而 这 
种 小 球 就 显得 是 非常 坚 夯 的 了 . 

各 种 变换 群 的 微分 几何 ”本 世纪 的 开端 从 古典 茹 分 几何 发 揭 
出 一 系列 新 方向 , 它们 是 统一 在 一 个 观点 之 下 的 。 这 指 的 是 专门 
研究 曲线 .曲面 和 曲线 族 、 曲面 族 的 这 样 一 些 性 质 , 它们 是 在 这 种 
或 那 种 形式 的 变换 下 不 变 的 性 质 .古典 油分 几何 研究 在 运动 下 不 
变 的 性 质 , 但 是 自然 可 以 考虑 其 他 的 几何 变换 ， 例 如 , 在 空间 范 辕 
里 把 直线 还 变 成 直线 的 变换 叫做 射影 变换 ， 很 久 以 前 已 经 产生 了 
所 渭 射影 几何 , 它 研究 在 任意 射影 变换 下 保留 不 变 的 图 形 的 性 质 . 
射影 几何 就 其 所 研究 的 问题 说 是 与 通常 的 初等 几何 和 解析 几何 相 
类 的 ,直到 本 世纪 开始 才 在 很 多 数学 家 的 工作 中 开始 发 展 “射影 微 
分 几 人 向”, 即 类 似 于 古典 微分 几何 的 曲线 ,曲面 和 曲线 族 、 曲 面 族 的 
理论 ， 只 是 专门 研究 它们 在 任意 射影 变换 下 保留 着 的 性 质 ， 这 方 
疝 的 创始 工作 是 美国 数学 家 维尔 琴 斯 基 的 ， 以 及 意大利 数学 家 窜 
比 尼 和 捷克 数学 家 切 赫 的 工作 . 

同样 地 还 产生 了 “ 仿 射 微分 几何 ”， 它 研究 曲线 、 曲 面 和 曲线 
族 ,曲面 族 在 仿 射 变换 下 保留 的 性质, 所 谓 仿 射 变换 是 不 但 把 直线 
变 成 直线 , 而 且 不 违反 直线 的 平行 性 的 变换 。 德国 数学 家 伯 拉 什 
路 和 他 的 学 生 们 把 几何 学 的 这 一 部 分 发 展 成 宽广 的 理论 ， 还 可 以 、 
提 到 “ 保 角 几何 "， 在 这 种 几何 学 中 研究 图 形 在 不 改变 任意 曲线 之 
闻 的 角 的 变换 下 保留 的 性 质 ， 

一 般 地 说 , 可 能 有 的 “几何 ”是 种 类 繁多 的 , 因为 其 中 每 一 个 在 
一 定 的 意义 下 都 可 以 取 任 意 的 变换 群 作为 基础 ， 而 且 研 究 图 形 在 
这 个 群 中 的 变换 下 保留 的 性 质 ， 定 义 各 种 “几何 “的 这 种 原则 我 们 
还 将 在 第 十 七 章 (第 三 着 ) 里 谈 到 . 

苏联 数学 罕 们 ( 菲 尼 可 夫 ， 拉 普 捷 夫 和 其 他 人 ) 也 有 成 就 地 发 
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展 了 和 发 展 着 微分 几何 的 新 方向 .但 是 在 我 们 这 一 篇 概述 中 无 法 
描述 造成 微分 几何 各 个 方面 成 就 的 现代 研究 的 全 魏 . 
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第 八 章 变 分 法 


§1. 绕 论 


赛 分 问题 举例 “为 了 并 清楚 在 变 分 法 ?中 所 研究 的 问题 的 范 
天, 我们 先 来 考虑 一 些 个 别 的 问题 . 

工 最 快 滑行 曲线 “最速 降 线 或 最 快 滑行 虞 线 问题 是 历史 上 
变 分 法 开始 发 展 的 第 一 个 问题 . 

在 所 有 连接 : 及 4。 两 点 的 曲线 之 中 , 求 一 曲线 , 使 当 质 点 
在 重力 影响 之 下 ， 设 有 初速 地 沿 此 曲线 从 如: 运动 达到 点 4 所 
需 时 间 为 最 短 . 

为 了 求 这 个 问题 的 解 ， 我 们 应 该 考虑 所 有 可 能 的 连接 :与 
as 的 曲线 。 如 果 任 取 一 条 确定 的 曲线 3 它 就 给 出 了 质点 沿 着 它 
请 下 所 需 时 网 的 确定 的 值 了 ， 时 闻 了 依 囊 于 曲线 1 的 选择 ， 而 在 
所 有 的 , 连接 用; 与 zs 的 曲线 
之 中 要 选 出 给 出 T 了 的 最 小 值 
的 那 一 条 曲线 . 

最 速 降 线 问题 可 以 用 另 一 
形式 给 出 . ey 

经 过 点 M; 及 Ms 作 一 重 
直 平面 ， 显 然 最 快 滑行 曲线 应 y 
该 在 这 平面 内 ， 所 以 求 最 快 滑 如’ 沿 
行 曲线 时 我 们 就 只 需要 限于 这 个 平面 内 的 曲线 里 来 寻找 了 .把 点 
AML; 取 作 坐 标 原点 , 钠 02 指向 水 平 而 轴 Oy 径直 向 下 ( 厚 图 也， 点 
了: 的 坐标 就 是 〔0, 0); 把 点 zs 的 坐标 叫做 《zs, go)， 任 取 一 条 
可 由 方程 

蕊 “ 变 分 法 "这 个 名 称 的 来 状 将 在 下 面 闭 明 。 


La be r 
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y=f(2), 0<z<2za. (DD 
给 出 的 曲线 ,其 中 了 是 连续 可 微 函 数 。 因为 曲线 经 过 M1 与 Ms， 
函数 了 在 区 间 [0, zs] 的 两 端 应 满足 条 件 
f=0, f(r) ~—%. (2) 
如 果 在 曲线 上 取 任意 一 点 性 (z, 妨 ， 则 质点 在 曲线 上 欧 这 个 
位 置 上 运动 的 速度 " 与 这 点 的 % 坐标 具有 物理 学 中 熟知 的 关系 式 
诗 w=gy， 
vagy. 
质点 走 过 曲 线 的 殊 长 元 素 同 所 需要 的 时 间 为 
VI go, 
人 2gy 
因此 质点 沿 由 线 从 和 1 将 行 到 Ms 的 整个 时 间 为 


VE ee A dz, (9) 


六 在 满足 条 件 (2) 的 所 
有 的 函数 (1) 之 中 , 求 相应 于 积分 (3) 的 最 小 值 的 那个 函数 . 

2， 面积 最 小 的 旋转 曲面 ”在 连接 平面 上 的 两 个 点 的 曲线 之 
中 , 求 把 它 绕 Ow 灿 旋 转 所 得 曲面 面积 为 最 小 的 那 条 曲线 - 

设 给 定 的 点 为 Hi(zx g) 及 如 (wa, ya)， 并 考虑 任 一 可 由 方 


或 


程 
yf (2) 4) 
给 出 的 山 线 ， 
如 果 曲 线 经 过 :+ 及 Ms， 则 函数 了 将 满足 条 件 
了 (za) 一 名 ， 了 (za) 一 的 (5) 


绕 0 轴 旋 转 后 , 这 曲线 找 成 一 个 曲面 , 其 面积 的 数值 等 于 积 
分 


8S-az 人 ywVITY5an， {6) 

这 积分 的 值 依 束 于 曲线 也 就 是 依 可 于 函数 y=f (2) 的 选择 .在 所 

有 满足 条 件 (5) 的 函数 ( 少 之 中 ,我 们 要 找 出 使 积分 (6) 取 最 小 值 的 
ml60 





著 个 函 效 . 

3. 变形 了 的 落 腊 的 平衡 “所谓 菏 膜 就 是 有 弹性 的 曲面 , 它 在 
静止 时 是 平 的 而 只 在 张力 作用 时 自由 弯曲 和 作 功 。 我 们 认为 , 变 
形 了 的 薄膜 的 位 能 与 其 表面 面积 的 增 基 成 比例 . 

设 在 静止 状态 , 薄膜 占有 平面 0zy 的 区 域 了 (图 2)。 把 簿 议 
的 边界 在 垂直 于 Ozy 平 面 的 
方向 作 变 形 ， 并 用 p( 政 ) 类 示 
边 上 点 型 的 位 移 。 同时 薄膜 
的 中 间 部 分 也 就 有 了 变形 . 试 
求 注 膜 边界 具有 给 定 的 变形 时 
获取 的 平衡 位 置 。 

具有 高 度 的 准确 性 可 以 认 
为 在 上 述 变 形 下 ， 所 有 薄膜 上 
的 点 都 只 秋 直 干 Ozy 平面 地 移 
动 ， 以 w%, 9) 记 点 (z, 幼 的 
位 移 ， 在 变形 状态 下 ,薄膜 的 面积 为 

J t+ aay, 

如 果 落 膜 元 素 的 训 形 很 小 ,以致 和 羽 的 高 次 短 和 它们 的 低 
次 竹 相 比较 时 可 以 略 去 不 计 ， 上 述 面积 的 卖 达 式 可 以 换 成 更 简单 
的 





E+ 和 (+ je 
菏 询 面积 的 变化 为 
二 J| ery 
变形 的 位 能 就 具有 位 
号 | 人 e+ 赔 ae GD 


尹 此 处 以 及 本 章 各 处 , 偏 导数 帮 只 困 在 函数 记 续 的 下 方 配 出 的 下 标 表示 , 这 个 下 
标 指 明 我 们 是 对 哪个 扬 变 县 来 求 偏 导数 的 ， 
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式 中 心 是 依赖 于 薄 联 的 弹性 性 质 的 常数 . 

由 于 薄膜 边界 上 的 点 的 位 移 是 给 定 的 ， 西 数 4(w，9) 在 区 域 

至 的 边界 1 上 要 满足 条 件 
wli=p(M). (8) 

在 平衡 位 置 时 , 变形 的 位 能 具有 最 小 的 可 能 的 值 , 因此 确定 薄 
膜 的 点 的 偏差 的 函数 4(%, 人 ,应 该 从 下 列 极 小 问题 来 求 : 在 所 有 
在 区 域 召 上 连续 可 微 和 满足 边界 条 件 (8) 的 函数 wz, 胃 ) 之 中 , 求 
使 积分 (7) 取 最 小 信 的 函数 . 

泛 函 的 极 值 与 变 分 法 ”上面 举 的 例子 使 我 们 有 可 能 对 在 变 分 
法 中 所 考 虚 的 问题 的 范围 有 所 了 解 。 但 是 为 了 确切 地 来 确定 变 分 
法 在 数学 中 的 地 位 , 我 们 应 该 来 熟悉 一 些 新 的 概念 、 注意 数学 分 
析 的 基本 概念 之 一 是 函数 概念 ， 在 最 简单 的 情形 下 函数 关系 可 以 
这 样 表示 .假定 M 是 任何 一 个 实数 集合 ， 俱 定 集合 型 中 的 每 一 
个 数 % 对 应 于 某 一 个 数 % 就 说 在 集合 疙 上 确定 了 函数 y 一 f(z). 
集合 2 往往 叫做 函数 的 定义 区 域 . 

泛 函 的 构 念 是 函数 概念 的 直接 而 又 自然 的 淮 广 ， 并 且 泛 淆 的 
概念 还 包含 函数 概念 作为 它 的 特殊 情形 。 

假定 履 是 一 个 由 任何 对 象 组 成 的 集合 。 这 些 对 象 的 本 性 现 
在 对 我 们 来 说 是 没有 关系 的 ， 这 些 对 象 , 例如, 可 以 是 空间 的 点 、 
线 、 函 数 、 曲 面 及 力学 体系 的 状态 或 者 甚至 可 以 是 力学 体系 的 运 
动 , 等 等 ， 为 简便 计 , 在 以 后 我 们 把 它们 叫做 集合 的 元 素 , 而 以 
字母 = 记 之 . 

如 果 开 的 每 一 个 元 素 对 应 于 一 数 %， 就 说 在 集合 好 上 确 
定 了 泛 函 4 一 (Go). 

如 果 集 合 于 是 数 z 的 集合 ,那么 泛 函 y 一 (2) 就 是 具有 -一 个 
自 变量 的 函数 。 当 型 是 数 偶 (zu zs) 的 集合 或 平面 上 的 点 的 集合 
时 , 泛 函 就 是 含 两 个 自 变量 的 函数 4 一 王 (za， za)， 等 等 . 

对 于 泛 函 4 一 忆 (z) 我 们 提出 下 列 问题 

在 型 的 所 有 的 元 素 “之 中 , 求 使 泛 函 % 一 全 (2) 取 委 小 值 的 元 
素 。 
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同样 可 以 陈述 这 个 泛 函 的 极 大 值 问题 . 

注意 ,如 果 把 泛 函 了 (z) 改 号 ,而 考虑 泛 西 一 了 (4) ,那么 也 (人 
的 极 大 值 ( 极 小 值 ) 就 变 威 了 一 F(z%) 的 极 小 值 ( 极 大 住 )。 所 以 把 
极 大 信和 极 小 值 分 别 研究 是 没有 意义 的 ， 因 为 它们 的 理论 是 非常 
相 象 的 ， 以 后 我 们 主要 只 谈 泛 函 的 极 小 值 . 

在 最 快 滑行 曲线 的 问题 中 ， 我 们 要 去 找 它 的 极 小 值 的 泛 函 是 
积分 (3), 也 就 是 质点 沿 曲 线 滑行 的 时 间 ， 这 个 泛 函 是 确定 在 所 有 
可 能 的 满足 条 件 (2) 的 函数 (了 D 之 上 的 。 

在 注 腊 的 平衡 位 置 的 问题 中 , 泛 函 是 薄膜 变形 的 位 能 (7), 我 
们 需要 去 求 它 在 所 有 满足 边界 条 件 (8) 的 函数 4(w, 外 的 集合 上 的 
极 小 值 . 

”每 一 个 泛 函 都 由 两 个 因素 来 确定 ， 一 是 元 未“ 的 集合 阳 , 在 
型 上 这 泛 函 被 给 定 ， 一 是 对 每 一 个 元 素 2 赋 以 对 应 的 数 ( 即 泛 函 
的 值 ) 的 规律 。 求 泛 函 的 最 大 的 和 最 小 的 值 的 方法 无 疑 地 与 集合 
用 的 性 质 有 关 。 

变 分 法 是 泛 函 理论 的 一 个 特殊 章节 ， 在 变 分 法 中 讨论 确定 在 
函数 集合 上 的 证 函 ， 而 变 分 法 的 任务 则 是 建立 这 种 泛 函 的 极 值 理 
论 . 

在 建立 了 变 分 法 和 物理 学 、 力 学 中 许多 部 门 的 联系 之 后 ， 这 
支 数 学 就 具有 特别 重大 的 意义 .其 原因 可 以 从 下 面 看 出 来 ， 下 面 
即将 大 明 白 ， 为 使 一 个 函数 给 出 泛 函 的 极 值 ， 这 个 函数 必须 消 
足 一 定 的 微分 方程 。， 另 一 方面 , 我 们 在 谈 微 分 方程 的 章节 中 已 经 
说 过 , 往往 力学 和 物理 学 中 量 的 规律 也 可 以 写成 微分 方程 的 形式 . 
而 事实 上 许多 的 这 种 微分 方程 同时 也 是 变 分 法 中 的 微分 方程 。 这 
就 提供 了 拒 力学 的 和 物理 学 的 方程 考虑 成 相应 的 泛 洒 的 极 值 条 人 
的 可 能 性 , 和 把 物理 学 的 规律 志 示 成 求 茶 些 量 的 极 值 ( 特 别 是 极 小 
值 ) 的 形式 的 可 能 性 .这 就 允许 我 们 在 力学 和 物理 学 中 ,把 这 样 或 
那样 的 物 现 规律 代 以 与 之 等 价 的 “ 极 小 原理 ”而 引进 新 的 观点 ， 问 
时 这 也 开辟 了 利用 求 相应 泛 函 的 极 小 ， 来 准确 地 或 考 近似 地 解决 
物理 问题 的 新 道路 . 
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$2， 变 分 法 的 微分 方程 


欧 拉 微分 方程 ”读者 请 注意 ， 一 个 可 微 函 数 了 在 某 点 4 具有 
极 值 的 必要 条 件 是 它 的 微 商 六 在 这 点 等 于 零 : 了 (wm) 一 0, 或 者 说 必 
要 条 件 是 西数 的 微 放 等 于 零 :9f 一 (2)dv 一 0, 也 是 一 样 的 . 

我 们 最 近 的 目的 是 求 变 分 法 中 与 这 相 类 似 的 条 件 ， 和 和 弄 清楚 
给 出 泛 函 的 极 值 的 函数 应 该 满足 怎样 的 必要 的 要 求 . 

我 们 来 证 明 , 这 种 函数 应 该 满足 一 定 的 微分 方程 。 方程 的 形 
状 依赖 于 所 研究 的 泛 函 的 形状 ， 我 们 从 记 谓 变 分 法 的 最 简单 的 积 
分 开始 叙述 ， 记 谓 变 分 法 的 最 简单 的 积分 就 是 具有 下 列 积分 来 达 
式 的 泛 函 ; 


I(W) = Po y, Yao, 四 


积分 符号 后 面 的 函数 了 依赖 于 三 个 自 变 量 (z, y, %)， 假定 
当 变量 y 取 任 何 值 而 变量 2 与 y 在 Ow 平面 的 荣 区 域 旦 内 时 , 函 
数 卫 确定 且 对 Y 及 4 两 次 连续 可 敏 。 
令 4 为 = 的 一 个 函数 
4 一 4(z). (10) 
设 它 在 区 站 24<w<zs 上 连续 可 向, 而 为 它 的 导数 。 
几何 上 上 ,函数 %(z) 是 平面 
Oxy 上 在 区 间 [za，za] 上 的 一 
条 曲线 六 见 图 3) . 
积分 (9) 是 在 最 快 滑行 曲 
线 问 题 中 过 到 的 积分 (3) 和 在 
面积 最 小 的 旋转 曲面 问题 中 过 
到 的 积分 6) 的 推广 积分 (9) 
图 3 的 值 依赖 于 函数 yz) 或 曲线 
2 的 选择 ,而 关于 它 的 极 小 的 问题 具有 下 列 意义 . 
给 定 函 数 《10) (曲线 玉 的 集合 开 ， 要 在 这 个 集合 内 找 出 一 个 
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函数 %( 此 线 妨 使 积分 TCy) 取 最 小 值 - 

首先 我 们 应 该 确切 地 定义 这 个 函数 集合 开 ， 在 这 个 集合 用 
上 ,我 们 来 研究 积分 (9) 的 值 ， 在 变 分 法 中 我 们 通常 称 这 个 集合 中 
的 函数 为 容许 作 比较 的 函数 ， 考 虑 固定 边 值 的 问题 . 这 里 容许 函 
数 的 集合 用 以 下 两 个 要 求 来 确定 : 

(CD y(z) 在 区 间 [zx ma] 上 连续 可 微 ; 

(2) 在 区 问 的 两 端 y(z) 取 预 先 给 定 的 值 : 

Yo) ys Woo) =ys, (11) 

在 其 他 别 的 方面 , 函数 y(z) 可 以 完全 是 任意 的 ， 如果 用 几何 
的 话 来 说 , 我 们 研究 区 间 [wx, za] 上 的 所 有 可 能 的 经 过 两 点 4(zu 
YD) 及 (ms, ys) 且 可 由 方程 (10) 给 出 的 光滑 曲线 ， 我 们 假定 给 
出 积分 的 极 小 的 函数 存在 并 且 把 它 记 作 y(%). 

” 下面 的 简单 而 又 巧妙 的 想法 , 在 变 分 法 中 经 常 运用 着 , 它 给 出 
了 很 篇 单 地 弄 清 楚 y(z) 所 应 当 满足 的 必要 条 件 的 可 能 性 ， 主 要 
的 事情 是 它 允 许 把 积分 (9) 的 级 小 问题 转变 成 为 函数 的 极 小 问题 ， 

考虑 依赖 于 数字 参 变 量 < 的 函数 族 
3(z) —y (2) 二 ar (ao) (12) 
为 使 对 于 任何 a，y(z) 仍 是 容许 函数 ,我 们 应 当 假定 (z) 连续 可 
“ 微 并 且 在 区 间 [zz, ws] 的 两 端 都 等 于 零 : 
(ca 一 (oa 一 0 (19) 
就 9(z) 计算 ,积分 (9) 是 参 变 量 a 的 一 个 函数 


I@ [Pe yton, y +e) dmgo)®,. 


因为 y(z) 给 出 了 积分 的 极 小 值 ,函数 几 (a) 应 该 在 0 时 具 
有 极 小 值 , 而 其 导数 在 这 点 就 当然 要 等 于 零 ， 


多 轿 -三 Egg Nn+ Prko, y, yao=0, (14) 
上 面 这 个 等 式 是 任何 连续 可 微 并且 在 区 同 [zo] 两 端 为 过 


也 差 Y 一 yman 叫做 西数 Y 的 交 分 ( 即 改 变量 ) 并 记 作 况 , 而 差 T(9) 一 Ty) 由 做 
积分 (9) 的 全 变 分 四 此 就 有 了 变 分 法 的 名 称 。 
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的 函数 "(z) 所 都 应 当 满 足 的 。 为 了 获得 由 此 引出 的 结果 ,最 好 把 
条 件 (14) 中 的 第 二 项 用 分 部 积分 法 变 成 


区 Fdo~—— 人 :入 Fy do, 


而 把 条 件 (14) 变 成 了 另外 的 形状 


(0) 下 [~- 直 Fv]nde=0. {15) 
可 以 证 明 下 面 的 简单 引 理 ， 
假定 满足 条 件 : 


(1) 函数 jz) 在 区 间 [o, 8] 上 连续 ; 
(2) 函数 (2) 在 区 闻 [o, 妇 上 连续 可 微 且 在 区 间 两 端 为 零 . 


如 果 对 于 任何 的 这 种 画 数 4(z)， 积 分 | 7 (aaaa 等 于 夫 ， 
那么 就 有 f(z) 三 0. 
训 实 上 , 伪 定 在 某 一 点 上 浮 数 了 不 等 于 零 ,我 们 证 有 那 将 必然 
要 有 个 | 7(a)9(a)azy0 的 画 数 5(z) 不在， 而 与 引 理 的 条 件 巴 
盾 . 
因为 了 (0) +0 而 了 连续 , 故 在 0 点 附近 有 一 个 区 间 [a, B] 存 
在 ,在 这 区 间 内 于 处 处 不 等 于 稚 ， 
和 因而 也 就 不 变 号 .。 
我 们 总 可 以 作出 洒 效 图 (o) 
使 在 区 间 [a, 要 上 过 续 可 向， 在 
[wm A] 上 恒 正 ,而 在 [m A] 之 外 
让 一 处 处 等 于 办 ( 见 图 人 ， 
函数 (a) 可 以 是 由 下 列 竺 
因 吉 式 确定 的 


0, 在 [e, a 上， 

9- |e 在 [a, B] 上 ， : 
0, 在 [8, J 上, 

位 是 对 于 这 个 函数 mkz)， 
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mm mm 
然而 上 面 这 个 积分 不 能 等 于 零 , 因为 乘积 fn 在 积分 区 冯 内 不 
为 零 , 也 不 变 号 . 
由 于 等 式 (15) 是 要 对 于 任何 连续 可 微 且 在 区 间 [zx, za] 两 端 
都 为 零 的 9(z) 都 成立 的 ,我 们 根据 引 理 , 就 可 以 肯定 这 只 有 在 
孔 - 且 Br-0 (16) 


时 才 可 能 发 生 . 计算 出 对 的 导数 , 《16) 就 是 
Flv, 的 一 Fe 人 y, Y)— Polo, y, YN 
—Fyvle, y, Vy" =0. (17) 

这 等 式 是 关于 函数 y 的 二 阶 微分 方程 。 它 叫做 欧 拉 方 程 ， 

我 们 可 以 得 出 下 列 结 论 . 

如 果 函 数 %(z) 给 出 了 积分 T(y) 的 航 小 值 ， 那 么 它 就 应 当 满 
足 欧 拉 微 分 方程 (47)， 这 在 变 分 法 中 的 意义 和 在 函数 的 极 值 理论 
中 的 必要 条 件 of ~0 的 高 义 完全 一 样 。 它 使 我 们 马上 排除 了 所 有 
不 满足 这 个 条 件 的 容许 浮 数 ， 因 为 对 于 这 些 务 数 积 分 必然 不 可 能 
达到 极 小 值 ， 这 就 非常 有 力 地 压缩 了 我 们 必须 研究 的 容许 函数 的 
范围 , 于 是 我 们 可 以 把 我 们 的 注意 力 集中 到 方程 (17) 的 解 了 、 

方程 (LT) 的 解 具 有 对 于 任何 7(e) 都 使 导数 


似 zre+m] -9 

的 性 质 ,而 它 的 意义 相当 于 函数 的 逗 国 点 。 所以 往往 说 积分 了 (y) 
在 GL7) 的 解 上 具有 逗 图 十 。 

在 我 们 的 固定 边 值 的 问题 中 , 远 不 必 求 下拉 方程 的 所 有 的 解 ， 
我 们 只 须 求 其 中 在 点 mx, ws 取 和 预先 给 定 的 值 ,ys 的 那些 解 。 

注意 欧 拉 方 春 (17) 是 二 只 方程 , 它 的 通 解 要 包含 两 个 任意 党 
数 

y=9p(%, O% O03), 
这 两 个 任意 常数 应 当 要 由 积分 沿线 通过 点 4 及 B 的 条 件 来 决定 
这 就 给 出 了 砚 个 用 米 求 常数 04,0 的 方程 
lf7» 


9 (zz Or On) =ys, gloms, C1 Op) =—ys. 

在 许多 情形 下 这 组 方程 只 有 一 组 解 ， 那 时 就 只 有 一 条 积分 曲 
线 经 过 4 和 卫 . 

寻找 可 能 给 出 积分 的 最 小 值 的 函数 的 问题 已 化 为 解 下 列 微分 
方程 的 边 值 问题 , 即 在 区 间 [ex ea] 上 求 方程 (17) 的 能 在 区 间 两 端 
依次 取 值 刀 , ys 的 解 . 

后 面 的 这 个 问题 ， 往 往 能 够 利用 微分 方程 理论 中 的 熟知 的 方 

我 们 再 一 次 指出 ， 这 个 边 值 问题 的 解 还 只 仅仅 是 具有 给 出 最 
小 值 的 可 能 性 ， 在 以 后 还 必须 再 检查 它 是 不 是 的 确 给 出 积分 的 最 
小 值 。 但 特别 在 应 用 上 常 遇 到 的 特殊 情况 下 , 殉 拉 方程 完全 解决 
了 求 积 分 的 最 小 值 的 问题 。 假定 事先 已 经 知道 , 给 出 积分 的 最 小 
值 的 函数 存 在 ， 并 且 还 假设 欧 近 方 程 具 有 一 个 解 满足 边 值 条 件 
(11), 因 而 就 只 有 一 条 容许 曲线 能 够 给 出 最 小 值 。 在 这 些 条 件 下 ， 
可 以 背 定 ,所 求 得 的 方程 (17) 的 解 ,确实 给 出 际 分 的 最 小 值 ， 

例 症 前 面 已 经 得 出 ,最 快 滑行 曲线 的 问题 可 以 化 减 求 积分 


mI 
Iw) = YB 
在 满足 边 值 条 件 
YC0) 一 0 yz3) 一 0 
的 画 数 集 含 上 的 最 小 值 . 
在 这 个 问题 里 
jn 2 
F /3 
鸣 拉 方程 为 一 雪 六 VIT 一 二 (y Er) 
经 过 化 简 之 后 , 它 可 以 化 成 





把 等 式 两 边 都 乘 以 %， 并 积分 之 ,得 
卫 仁 上 +g% 3 一 一 ng 十 in 太 
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ey- +dz. 
现在 令 y 一 各 (1 一 oo8t)，dy 一 十 sinudu. 
经 过 代 换 与 化 简 以 后 ,得到 
辫 GL 一 coa 四 一 二 da， 


于 是 ， 积 分 以 后 即 得 5 一 土 却 (usinw) +0， 因 为 曲线 应 该 经 过 


坐标 原点 , 放 有 0 一 0. 
由 此 可 见 , 最 速 降 线 是 旅 轮 线 


wk (usinw), 4- 去 代 一 cosa) 。 


常数 五 应 当 从 这 条 曲线 经 过 点 Ms (es, gs) 的 条 件 求 出 。 

依赖 于 几 个 函数 的 泛 函 ”我 们 研究 过 的 、 变 分 法 的 最 简单 的 
泛 西 (9) 只 依赖 于 一 个 函数 。 在 应 用 上 当 研 究 的 对 象 (或 其 行为 ) 
只 由 一 个 本 数 关系 确定 时 ,就 会 遇 到 这 种 泛 函 例如 ,平面 上 由 点 
的 模 坐 标 与 纵 坐 标的 依 相 关系 来 确定 的 曲线 ， 直 质点 的 坐标 与 时 
间 的 依赖 关系 来 确定 的 该 质点 消 轴 的 运动 , 等 等 ， 

同样 也 常常 可 以 过 到 不 能 像 这 样 简单 地 确定 的 对 象 ， 为 了 给 
出 空间 的 曲线 ， 必 须 有 两 个 函数 关系 来 把 它 的 两 个 坐标 用 第 三 个 
坐标 表示 ， 空 间 的 点 的 运动 由 它 的 三 个 坐标 对 时 间 的 依 核 关系 来 
确定 , 等 等 。 研究 这 种 较 复杂 的 对 象 就 引出 了 具有 儿 个 变 函 数 的 
变 分 问题 *. 

我 们 只 限于 讨论 泛 函 依赖 于 两 个 函数 g(o) 与 (2) 的 情形 ， 
因为 函数 的 个 数 更 多 时 在 原则 上 并 没有 什么 分 别 . 

我 们 提出 下 列 问 题 。 容 许 进行 比较 的 一 对 对 的 瑞 数 y(2) 与 
2(z) 由 下 列 条 件 确定 

” 吴 有 几 个 变 画 效 的 变 分 避 题 ， 就 是 具有 几 个 区 数 作为 变星 的 泛 卫 的 变 分 何 

题 .一 一 译 者 注 
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(DD 函数 
Y=Y(), +=z(®) (18) 
都 在 区 间 [w:，ws] .上 连续 可 微 。 
{2) 在 区 闻 两 端 , 这些 函数 取 已 知 值 
ym) —y, YTs) =Ys, 
zea) 一 zu。 2(za) 一 2 
在 所 有 可 能 的 这 种 一 对 对 的 函数 y(z) 与 z(z) 中 ， 我 们 要 求 
出 一 对 ,使 积分 


Ty d=] Plo, wa Y, 2) (20) 


(19) 


取 最 小 什 . 

在 三 维 空间 z，y，? 中 ,每 一 对 容许 画 数 对 应 于 一 条 由 方程 
(18) 确定 而 又 经 过 点 Ma(zu Ys z0 及 as(za Ys, za) 的 曲线 1 

我 们 应 当 求 积分 (20) 在 所 有 这 种 曲线 组 成 的 集合 上 的 最 小 什 

假定 给 出 积分 的 极 小 值 的 一 对 函数 存在 ， 并 记 作 9(z) 与 
xz) ， 我 们 在 考察 这 对 函数 的 同时 ,我 们 还 考察 其 他 的 函数 对 

yyton(e), 2—2+ot (os), . 

式 中 mkw) 与 5(z) 是 任意 一 对 连续 可 微 而 在 区 间 的 两 端 z， os 都 
等 于 零 的 状 数 .六 于 是 也 是 容许 函数 , 当 c 一 0 时 ， 它 们 就 是 函 
数 y 和 z， 把 它们 代入 (20) 


I Df Pe, ytom, eto, Y toe, za 
-C0), 
得 到 的 积分 是 a 的 说 数 ， 因 为 当 a=0 时 ， 名 就 是 ys 本数 
GCo) 当 40 时 应 取 极 小 值 。 在 到 极 小 人 的 点 上 ,外 的 导数 应 等 
于 和夫 
(0) -0, 
计算 出 导数 即 省 
ent Fett Det Pot) dm0, 
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或 者 , 把 含 及 《的 两 项 分 部 积分 以 后 , 有 


下 {[ 有 -是 本 jn@+[ 忆 -是 瑟 ]@ja-o. 


这 个 等 式 应 该 对 于 任何 一 对 连续 可 微 且 在 区 间 两 端 都 等 于 堆 的 函 
数 0(z) 与 5(z) 都 满足 ， 所 以 , 扫 据 前 面 证 明 过 的 基本 引 理 ,容易 
断言 下 列 两 个 条 件 应 当 满足 ; 


孔 - 是 本 -0 
。 GD 
FF-0. 


所 以 ,如果 函数 % = 使 积分 (20) 取 极 小 值 ， 它 们 就 应 当 满足 
欧 拉 微 分 方 各 级 (21). 

这 种 结论 再 一 次 允许 我 们 把 关于 积分 (30) 的 极 小 值 的 变 分 站 
题 代 以 微分 方程 论 的 边 值 问题 , 试 在 区 间 [m，2s] 上 , 求 贡 分 方程 
组 (21) 的 满足 边 值 条件 (19) 的 解 yz 

和 前 而 的 情形 一 样 ， 这 开 姓 了 解决 所 提出 的 极 小 人 问题 的 一 
个 可 能 的 途径 、 

作为 应 用 欧 拉 方 程 组 (21) 的 例子 ,我 们 考察 牛 玫 力学 中 的 奥 
斯 特 治 格拉 特 斯 基 - 汉 藉 登 变 分 原理 ,我 们 只 考察 这 个 原理 的 最 简 
单 的 形式 . 

取 质 量 为 m 的 物体 , 并 且 认为 这 物体 的 大 小 与 形状 可 以 忽 略 
而 可 以 把 它 看 成 一 个 质点 - 

候 定 质点 从 它 在 时 间 所 所 在 的 位 置 Ha(za，gh 只， 在 时 间 
己 移 到 了 位 置 Ms(za， ga, 可。 假定 运动 服从 牛顿 力学 的 规律 ,并 
且 运 动 是 由 于 力 F(z, yz 上 的 作用 产生 的 , 这 力 依 赖 于 点 的 位 置 
和 时间 + 并 且 具 有 位 区 数 林 (2, 9y, 2 芒 。 所 谓 力 到 具有 位 画 数 如 
的 含义 是 力 在 三 个 华 标 吉方 向 的 分 景 了 ,是 菜 一 个 画 
数 唔 对 于 相应 的 学 标的 信 导 数 

6 oD on 
DD 
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航 定 运动 是 自由 的 , 不 受 任何 约束 ?. 

牛顿 的 运动 方程 是 

ao 8 dy_20 ,dx _20 
TH Wb 

根据 牛顿 力学 的 规律 , 点 按 确定 的 途径 完成 位 移 . 与 点 的 “和 牛 
顿 运动 ”的 同时 , 我 们 考察 它 的 其 他 运动 , 这 些 运 动 简称 “容许 的 
运动 ”. 我 们 用 两 个 要 求 来 定义 “容许 的 运动 ”, 即 在 时 间 所 质点 握 
有 位 置 Wi 而 在 时 间 乌 则 据 有 位 置 M，. 

怎样 来 区 别 质点 的 “牛顿 运动 ” 和 它 的 任何 其 他 的 “容许 的 运 
动 ” 呢 ? 奥 斯 特 洛 格 拉 特 斯 基 - 汉 弥 登 原型 就 给 出 了 区 别 这 个 的 可 
能 性。 

引进 质点 的 动能 

2 -到 mv HY + 


养 作 曙 所 谓 作用 积分 





I-f +mDas, 


原理 的 内 容 是 ， 质 点 的 “ 生 频 运动 "与 它 的 其 他 “容许 的 运动 
的 区 别 就 在 于 “ 牛 轨 运 动 "使 作用 积分 达到 逗留 值 . 

作用 积分 依赖 于 三 个 函数 ，ztt)，%(D)，z( 人 9 。 

由 于 在 所 有 进行 比较 的 运动 中 ， 质 点 的 开始 位 置 和 终了 位 置 
都 是 一 样 的 , 这 些 函 数 的 边 值 是 周 定 的 . 这 里 我 们 就 有 了 具有 三 
个 在 区 间 [所 缮 的 端点 取 固定 的 值 的 变 函 教 的 变 分 问题 . 

前 面 曾 经 约定 , 如 果 某 条 曲线 是 欧 拉 方 程 的 积分 曲线 ,我 们 就 
说 在 这 曲线 上 积分 (17) 具有 逗留 值 ， 在 我 们 的 问题 中 ,被 积 函数 


PDtUm mt t+U (ey, 5 0, 
依 琅 于 三 个 卫 数 ,而 对 于 积分 的 去 留 值 , 应 该 满足 三 个 微分 方程 组 
1) 邓 于 关 斯 符 咨 格拉 特 斯 基 - 汉 弥 乾 原 开 这 是 非 本 压 的 : 在 力学 体系 上 可 以 添加 


任何 的 , 芯 芭 是 非 定常 的 但 失效 是 整 式 的 约 来 ,也 就 是 流 , 以 写成 方程 式 的 洒 式 下 不 
包含 坐标 对 于 时 间 的 导数 的 约 来 。 
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成 的 方程 组 








a 
Pa FO, 
DE Fe, 
要 
三 一 a Fou=0. 
由 于 了 一 -级 ， 了 J 一 me'，… 等 等 ， 欧 拉 方 丢 组 就 和 牛顿 力 


学 中 的 运动 方程 组 相同 ， 这 就 建立 了 上 述 原理 的 正确 人 性. 

多 重 积 分 的 极 小 值 问题 ”我们 要 求 读 者 注意 的 最 后 一 个 变 分 
法 的 问题 是 多 重 积分 的 宜 小 值 问题 .由 于 和 解决 这 种 问题 有 关 的 
事实 对 于 任何 重 数 的 多 重 积分 者 是 类 似 的 ， 我 们 只 就 多 重 积分 中 
最 简单 的 情形 即 二 下 积分 来 讨论 . 

设 如 为 平面 Ozy 上 由 围 线 了 围 成 的 区 域 。 容许 作 比较 的 函 
数 集合 由 下 列 条 件 确定 : 

(了) w(z, 幼 在 区 域 刀 内 连续 可 缴 ; 

《2) 4 在 了 上 到 给 定 的 值 


“lf On), (9 
在 所 有 函数 如 中 , 求 使 积分 
I -||P yy (23) 


取 极 小 得 的 函数 . 

函 教 的 边界 值 的 给 定 , 意 际 着 在 空间 (z, % 0) 中 给 定 了 在 
了 之 上 的 一 条 空间 围 线 人 (参看 第 161 页 图 2). 

考 串 所 有 经 过 本 而 在 区 域 B 上 的 一 切 可 能 的 曲 而 S。， 在 它 
们 之 中 ,我 们 希望 求 出 使 积分 (23) 为 极 小 的 曲面 . 

像 以 前 一 样 ,我 们 假定 综 出 弄 分 的 极 小 的 函数 存在 ,并 且 把 它 
记 做 &， 同 时 考虑 其 他 的 函数 

vg 二 on(z, 肋 

式 中 mtz, 幼 是 任何 连续 可 微 函 数 , 并 且 在 工 上 等 于 零 . 于 是 函数 
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TQ) -ze Y, +an, te 十 mm t+ my) dz dy = 人 $a) 


应 当 在 “=0 时 取 极 小 值 。 在 这 种 请 形 下 , 它 的 一 阶 导数 在 a=0 


时 应 为 只 te 


J teat usmet Faye] dz dy—0. (C24) 
我 们 用 奥 斯 特 洛 格拉 特 斯 基 公式 来 改变 上 式 中 后 面 的 两 项 ， 
站 [Fusmet Fu]dzady 
上 [总 (Pusm) +[ 训 (Fun) Jaway 
-人 几 [ 癌 ceoo+ 融 (Pi) |ndody 
-| Emacs 2) + Fu cog(n, W) Jnds 
Ibs (Ft) + 匣 (pu) era 


沿 的 围 线 积分 应 该 等 于 零 , 因为 在 围 线 1 上 函数 7 等 于 零 ， 所 
以 条 件 (34) 可 以 表 成 形式 


几 [m- 癌 C- 喜 Cru) aray=0. 


这 个 等 式 应 该 为 任何 连续 可 微 而 在 边界 ! 上 为 从 的 函数 了 所 满足 . 

所 以 , 和 前 面 的 类 似 ， 可 以 断定， 在 区 域 卫 的 所 有 的 点 上 , 应 
当 满足 方程 

乙 - 吉 本 -高 m-0. (25) 

于 是 ， 如 果 画 数 u 给 出 积分 (28) 的 极 小 值 , 它 就 应 当 满足 信 
微分 方程 (25)， 

正 像 所 有 前 而 的 问题 一 样 ， 这 里 也 建立 了 求 一 个 积分 的 极 小 
值 的 变 分 法 的 问题 与 微分 方程 (在 这 里 是 偏 微分 方程 ) 的 边 人 问题 
的 联系 


1Te， 


例题 ”边界 上 有 变形 的 蒋 膜 上 的 点 的 偏差 wz，2 应 当 从 在 
给 定 边 值 |: 一 ”时 位 能 


痘 [ ,Wetasoy 


是 极 小 的 条 件 求 出 ， 
为 简单 计 ,不 考虑 常数 因子 pr, 可 以 到 
一 -于 C3+ 品 ， 
而 方程 (25) 具 有 形 决 
-高 四 -高 四 -0 
本 Bu 2 
+ 
因此 ， 兢 定 淹 朋 的 点 的 偏差 的 问题 化 成 了 求 在 区 域 的 四 训 上 取 给 
定位 p 的 调和 函数 了 (参看 第 6 章 , $ 3). 


§ 3， 交 分 法 问题 的 近似 解法 


我 们 指出 变 分 法 问题 一 些 近似 解法 的 思想 来 结束 这 一 章 ， 
为 确定 计 , 我们 只 对 固定 边 值 的 容许 函数 讨论 最 简单 的 证 函 


I ~ re, y, yd. 


假定 y(z) 是 求 工 的 极 小 的 问题 的 解 ， 而 mm 一 了 ly) 是 积分 的 
相应 的 极 小 值 ， 显 然 , 如 果 我 们 能 求 出 容许 函数 y, 使 积分 的 对 应 
值 T(9) 和 对 很 接近 ， 那 么 我 们 可 以 预期 也 和 准确 的 远 4 相关 
很 小 。 此 外 ,如果 我 们 做 出 了 一 序列 容许 函数 9 3 …, 使 了 9) 
一 mn, 那么 可 以 希望 这 个 序列 会 按 这 种 或 那 种 意义 收敛 到 解 y, 而 
对 于 充分 大 的 下 标 计算 出 %， 我 们 就 可 以 求 出 具有 任意 高 的 准确 
度 的 解 . 

根据 我 们 所 选择 建立 “ 极 小 化 序列 ” 和 (一 二 2 …) 的 这 样 或 
那样 的 法 则 , 我 们 就 得 到 了 变 分 问题 的 这 种 或 那 种 近似 解法 ， 

9315。 





最 早 的 近似 方法 是 折线 法 或 欧 拉 法 .把 区 间 [zy，zs] 分 成 许 
多 部 分 ,例如 , 把 这 些 部 分 取 成 一 祥 长 , 使 分 点 为 


ty, ti wth i Ws 
位 出 顶点 在 分 点 之 上 前 折线 pp-+， 它 的 顶点 的 纵 学 标记 做 
bo, bi, be, *, ba-1, bs, 
并 且 要 求 这 些 折线 具有 相同 的 起 点 与 终点 。 这 样 所 有 的 容许 折线 
逆 合 于 bo 一 yu bn 一 Ya， 所 以 折线 由 纵 坐 标 
ba, ba, «°°, ba- 





现在 的 问题 就 是 应 该 如 何 选择 折线 Pp,-+ (也 就 是 选择 它 的 顶 
虚 妨 的 纵 举 标 ) 使 它 能 尽 可 能 的 最 接近 问题 的 准确 解 . 
为 了 达到 这 个 月 的 ,自然 这 样 来 进行 。 对 折线 计算 积分 了 的 
什 , 这 个 值 要 依赖 于 5b 
IT (pt) Db, ba 了， 
也 就 是 说 , 积分 是 这 些 纵 坐 标的 函数 ， 现在 选择 六 使 并 Zr-) 取 
极 小 值 。 为 了 确定 所 有 的 8， 我们 有 方程 组 


疡 Tp) 0, Gl 2 orD. 


因为 对 于 任何 容许 曲线 , 包括 问题 的 准确 解 ,都 可 以 用 这 样 的 折线 
去 任意 地 带 近 ,使 得 不 但 它们 在 平面 上 的 位 置 很 接近 ,而 切线 的 方 
向 也 可 以 很 接近 ,所 以 非常 明显 , 从 计算 结果 就 得 出 一 序列 的 折线 
2r- 这 个 序列 差不多 肯定 将 是 极 小 化 序列 。 取 nn 充分 大 , 我 们 可 
求 出 在 整个 区 间 [ws，as] 上 和 和 解 近似 到 任何 程度 的 折线 ， 当 然 , 收 
伍 性 的 事情 是 应 当 对 每 一 个 情形 进行 具体 研究 的 ， 

下 面 的 非常 便于 计算 的 方法 也 在 物理 学 和 技术 科学 中 极 广泛 
地 应 用 . 

取 一 个 满足 边 值 条 件 pol2) 一 oj， polza) 一 gs 的 任意 函数 
Yn(2) 及 一 串 在 区 间 [zu wa] 两 端 为 零 的 函数 p12)， pa(2)，…。 

然后 作 线 注 组 合 
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S,(2) 一 go(o) 十 aagx(z) 十- 十 ongn(2) 
对 于 系数 0:, oa, …， wm 的 任何 一 组 数 信 ， 阔 数 S。(2) 都 是 容许 到 
数 . 
用 Sn(z) 代 普 积分 工 中 的 妃 并 完成 必要 的 计算 ,我们 就 得 到 
系数 m 的 一 个 函数 
现在 选择 a 使 这 个 函数 取 它 的 最 小 值 ,这 些 系数 应 从 方程 


赵 I(8,) -0 (G1, 2, ,7) 


求 出 . 解 这 组 方程 , 一般 来 说 , 我 们 得 到 给 出 了 C5") 的 极 小 值 的 确 
定 的 一 组 系数 值 zx …， zw 从 而 作出 了 解 的 近似 式 
BS, 2) = po (2) + ip1 (8) +++ + nn 2), 
这 种 近似 序列 B,Cn 一 1, 2,…), 不 是 对 于 任何 选择 的 Pi 都 是 
极 小 化 序列 。 为 了 使 得 六 是 极 小 化 序列 ， 函 数 序列 m 必须 满足 
某 些 “ 完 备 性 ”条件 , 关 于 这 些 的 说 明 我 们 就 不 再 水 及 耳 ,. 
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第 九 章 复 变 函数 


§1. 复数 和 复 变 函数 


复数 和 它 在 代数 中 的 意义 “在 数学 中 ， 由 于 解 代数 方程 的 关 
系 ,我 们 就 引进 了 复数 代数 方程 
+1=0 (D 
在 实数 域 中 是 不 可 解 的 , 因此 ,就 促使 我 们 引入 一 个 由 等 式 
一 1 (29) 
所 定义 的 约定 的 数 襄 叫做 虚 章 位. 设 s 秘 是 实数 , 则 形 如 十 妈 
的 数 叫做 复数 ， 关 于 这 种 数 的 运算 , 我 们 把 它们 当 作 二 项 式 来 加 、 
来 狠 , 正如 同 运算 实数 一 样 。 假 若 这 时 我 们 利用 等 式 (2), 则 复数 
经 过 算术 运算 , 结果 仍旧 得 到 复数 ?。 复数 的 除法 运算 , 这 是 定义 
作息 法 的 逆 运 算 的 ,也 是 一 个 经 常 成 立 的 一 意 运算 , 只 要 除数 不 等 
于 零 就 行 ， 这 样 一 来 ， 复 数 的 引进 首先 就 说 明了 一 个 值得 注意 的 
( 俱 暂时 还 是 形式 上 的 ) 现 象 ， 除 了 实数 之 外 , 还 存在 另外 的 数 , 关 
于 复数 ,所 有 的 算术 运算 皆 成 立 . 
下 一 步 就 是 复数 的 几何 解释 .每 一 复数 ec 十 于 可 以 用 Oay 平 
面 上 坐标 为 (2, 功 的 点 来 表示 ,或 者 用 一 个 从 原点 引 到 (zw, 3) 点 的 
向 量 来 表示 ,这 对 复数 又 引进 了 一 个 新 的 看 法 .复数 ,这 是 一 个 实 
数 对 (a, 5), 我 们 对 它 ,已 经 胃 确 地 规定 了 加 法 运算 和 乘法 运算 , 
它们 和 实数 运算 一 样 服从 同样 的 规律 ， 这 时 发 生 了 一 个 值得 注意 
的 现象 ; 两 个 复数 之 和 
(aot)+ etd) = (eto + (D+ 
在 儿 何 上 由 表示 两 个 被 加 项 的 向 若 作 成 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 来 
天 未 (图 七, 因此 ,复数 是 按照 力学 和 物理 学 中 所 出 现 的 向 量 , 力 、 
2 读 看 在 中 学 型 就 应 尖 已 经 知道 了 复数 ,参考 第 四 章 (第 一 卷 )3 3. 
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速度 .加 速度 等 相 加 的 规律 来 相 加 的 . 这 就 使 得 我 们 有 理由 认为 复 
数 不 仅 具有 单纯 形式 推广 的 意义 ， 

而 且 还 可 以 用 来 表示 实 有 的 物理 

量 . fartErad) 

我 们 进一步 还 可 以 看 出 ， 这 种 
看 法 在 实际 的 数学 物理 问题 中 将 取 
得 多 么 大 的 成 就 ， 

然而 把 复数 引进 来 这 一 件 事 首 
先 还 是 在 发 现代 数 和 分 析 的 规律 方 
面 开始 带 来 了 成 就 ， 实 数 域 , 它 对 于 算术 运算 说 来 是 封闭 的 ,但 对 
于 代数 运算 则 是 不 够 完全 的 ,就 像 (1) 这 样 一 个 简单 的 方程 在 实数 
域 中 尚且 没有 根 . 高 等 代数 的 基本 定理 ,， 即 任何 复 系数 代数 方程 

多 十 az 十 … 十 am-4z 十 aa 一 0 
必 有 个 根 ,这 是 一 个 特别 重要 的 事情 ”. 

这 定理 指出 , 复数 做 成 了 一 个 数 系 , 它 就 某 种 意义 来 说 , 关于 
代数 运算 是 完全 的 ,只 把 (1) 这 样 一 个 方程 的 根 加 到 实数 域 中 去 ， 
由 于 导出 了 数 a+B%, 在 这 种 数 做 成 的 域 中 , 就 使 得 任何 代数 方程 
都 可 解 , 这 不 是 一 件 简单 的 事情 高 等 代数 的 基本 定理 已 经 指出 
了 , 多 项 式 的 理论 , 即使 这 些 多 项 式 都 具有 实 系数 , 当 且 仅 当 我 们 
把 多 项 式 的 值 在 整个 复数 域 中 来 考虑 的 时 候 ， 才 可 能 得 到 最 外 的 
形式 ， 代 数 多 项 式 论 的 进一步 的 发 展 越 来 越 表 定 了 这 种 观点 . 只 
有 有 当 我 们 把 多 项 式 作为 一 个 复 变 函数 来 考虑 的 时 候 ， 它 的 性 质 才 
必得 清楚 . 

宕 级 数 和 复 变 函数 分 析 的 发 展 显示 出 了 一 系列 的 事实 ， 这 
些 事实 指出 了 ， 引 进 复数 这 一 件 事 不 只 是 在 多 项 式 论 中 具有 重要 
意义 , 而 且 对 于 另 一 个 非常 重要 的 函数 类 , 即 可 以 展 成 宕 级 数 

了 (zc) 一 co 二 ax 人 一 0) 十 za(z 一 0 二 (3) 
的 函数 类 ,也 具有 重大 的 意义 . 

正如 我 们 在 第 二 章 (第 一 卷 ) 中 曾经 说 过 的 ,无 穷 小 量 分 析 的 发 

3 参看 第 四 章 (入 一些 )9 3. 
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展 要 求 我 们 在 函数 这 一 概念 上 ， 以 及 在 数学 中 定义 函数 的 各 种 可 
能 的 方法 上 , 需要 建立 起 更 为 精确 的 观点 .在 这 里 ,我 们 不 来 谈论 
这 些 富有 趣味 的 问题 ,我 们 只 提醒 一 下 , 在 分 析 学 发 展 的 最 初 阶段 
中 , 它 显 示 出 了 ,最 常 遇 到 的 函数 在 它 的 定义 域 之 内 每 一 点 的 附近 
皆 可 展 成 等 级 数 ， 例如 所 亩 的 初等 函数 就 都 具有 这 种 性 质 . 

分 析 中 大 量 的 具体 问题 六 导致 可 尾 成 矫 级 数 的 函数 。 另 一 方 
而 , 人们 有 着 一 种 愿望 ,要 把 “数学 ”函数 的 定义 和 “数学 ”公式 联系 
在 一 起 ,而 用 来 作为 一 个 “数学 "公式 , 竺 级 数 则 有 一 种 适 于 各 种 用 
从 的 形式 ， 这 种 现象 甚至 使 得 我 们 产生 了 一 种 奢望 , 要 想 把 分 析 
限于 研究 可 以 展 成 宏 级 的 函数 , 这 种 函数 因而 得 到 解析 函数 之 名 , 
科学 的 发 展 证 明了 这 种 卡 制 是 不 适当 的 .数学 物理 中 的 一 些 问题 
已 经 使 得 我 们 必须 跑 到 解析 函数 类 的 范围 外 面 去 .解析 函数 类 就 
连 《 比 如 说 ) 那些 可 以 用 具有 角 点 的 曲线 来 表示 的 肖 数 也 不 包括 . 
但 解析 函数 类 , 由 于 它 的 值得 注意 的 性 质 以 及 它 的 多 方面 的 用 途 ， 
它 已 经 成 为 数学 中 所 研究 的 最 重要 的 一 类 函数 . 

因为 在 计算 振 级 效 的 每 一 项 时 , 只 需要 用 到 算术 运算 , 所 以 那 
些 可 以 用 每 级 教 来 表示 的 函数 的 函数 值 对 于 变数 取 复数 值 时 也 可 
以 算出 ,只 要 对 于 这 些 值 级 数 仍然 保证 收敛 就 行 , 像 这 样 定义 实 变 
丙 数 关于 复 变数 的 值 ,我 们 称 之 为 它 在 复 域内 的 “扩展 "因此 , 解 
析 函 数 , 正如 多 项 式 一 样 , 不 仅 对 于 实 变数 值 可 以 进行 讨论 , 而 且 
对 于 复 变 数值 也 可 以 进行 讨论 。 不 仅 如 此 , 我 们 还 可 以 研究 复 系 
数 的 每 级 数 , 解析 函数 的 性 质 , 正如 多 项 式 的 性 质 一 样 , 当 旦 仅 当 
把 它 放 在 复 域 中 来 讨论 的 时 候 , 才能 完全 于 以 揭露 。 我 们 现 举 一 
例 阅 明 上 而 所 说 ， 

我 们 现在 来 看 两 个 实 变 函 数 

”= 和 Ts. 
这 两 个 函数 在 整个 实 畦 Oz 上 都 是 有 限 的 .连续 的 , 而 且 可 以 微分 
任意 多 次 ,它们 可 以 展 成 泰勒 级 数 , 例 如 在 原点 2==0 的 附近 ,有 
1 的 


“lm. 





Ts 一 1 一 mo 一 op 十 前 
所 得 的 级 数 前 一 个 对 于 一 切 2 值 绽 为 收 化 ， 而 第 二 个 级 数 则 
只 当 一 1<o< +1 时 收 化 ,车 仅 就 变数 取 实 值 时 来 研究 画 数 (5)， 
则 不 可 能 发 现 出 到 底 是 它 的 什么 样 的 性 质 使 得 它 的 泰勒 级 数 在 
iw| 之 1 时 发 散 。 但 车 转 到 复 域 中 来 看 , 则 即 可 说 明 这 一 现象 ， 我 
们 现在 对 于 变数 取 复 值 时 来 研究 级 数 (5). 
1 一 2 二 (6) 
这 级 数 的 nn 项 之 和 
1 一 碟 十 下 一 臣 二 十 ( 一 12- 
可 以 如 同 对 于 实 值 * 一 样 算出 
2 一 1) 2 


到 (~ 一 党， 
由 此 即 得 I 
这 式 子 指出 , 当 |z|<1 时 ， 
六 
CE 


因为 Ee 由 是 ,对 于 满足 不 等 式 |z| <1 的 复数 4 级 数 (0) 
收敛 ， 并 以 了 于 声 -i 为 其 和 , 当 |?| >1 时 ,级 数 (6) 发 散 ,办 为 这 时 
差 数 Sa 1 了 "bm! 不 趋 于 零 . 

不 等 式 |z| 1 指出 , z 点 与 坐标 辐 原 点 的 距离 不 超过 二 ”办 
此 ,使 得 级 数 (6) 收 敏 的 点 在 复 平面 上 做 成 一 个 以 侯 标 轴 原 点 为 心 
的 圆 , 在 这 圆 的 圆周 上 有 两 个 点 和 一 ?函数 工 革 -在 这 两 点 
变 为 无 穷 ， 这 两 点 的 出 现 也 就 是 级 数 《6) 的 收敛 域 受到 限 馈 的 原 
故 ， 

至 级 数 的 收 阁 域 等 级 数 

Co 十 ii(z 一 0) 十 ga 人 一 0)3 十 一 ao(z 一 "十 (up) 

在 复 平面 上 的 收敛 域 常 是 一 个 以 4 点 为 心 的 回 . 

我 们 现在 来 证 明 这 一 命题 , 它 具 有 阿 贝尔 定理 之 省 
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我 们 先 来 指出 , 复数 项 级 数 
04 十 t08 十 … 十 to 十 … {8) 
可 以 看 作 两 个 级 数 , 各 由 数 tr 一 二 iv。 的 实 部 分 和 虚 部 分 的 系数 
所 组 成 ; 
二 十 扯 十 "十 t 十 " (9) 
人 十 9 十 … 十 名士 …。 (10) 


级 数 (8) 的 部 分 和 ss, 可 以 用 级 数 (9) 和 (10) 的 部 分 和 os 和 Ts 来 表 


一 On 十 rwy 
因此 , 级 数 (8) 的 收敛 与 否 就 和 级 数 (9) 和 
《10) 的 收敛 与 否 等 价 , 而 且 级 数 (8) 的 和 数 
3 可 以 用 级 数 (9) 和 (10) 的 和 数 o 和 “7 表 
出 : 





3 一 0 十 订 . 
在 作 了 上 述 这 一 说 明之 后 , 下 面 的 引 理 就 变 得 很 清楚 . 
若 级 数 (8) 的 项 就 绝对 值 的 大 小 而 言 小 于 几何 级 数 
A+Agi4…+Ag + 
的 项 , 此 时 ，4 和 g 为 正 数 , 且 g<1, 则 级 数 (8) 收 敏 . 
事实 上 ,车 |w,|<4g", 则 
lwl < lw, <Ag, lw] < lu) <Ag, 
故 [参看 第 二 章 (第 一 卷 )$ 14] 级 数 (9) 和 (10) 收 全 ， 因 而 级 数 (8) 
也 收敛 . 
我 们 现在 来 证 明 , 若 等 级 数 〈7) 在 某 一 点 收敛 , 则 它 在 以 
点 为 心 , 边界 经 过 az 的 圆 内 亦 为 收 敏 ( 图 2， 假若 这 点 已 经 证 明 ， 
我 们 由 此 就 容易 推出 , 级 数 (7) 
ao 十 aaGz 一 G) 十 十 Ga(z 一 a" 十 … 
的 收敛 域 或 为 全 平面 ,或 为 一 a 一 点 ,或 为 某 一 半径 为 有 限 的 加. 
于 是 , 设 车 级 数 (7) 在 有 % 点 收敛， 则 级 数 (7) 的 一 般 项 对 丁 z 一 
馈 当 ”co 时 趋 于 零 , 而 这 也 就 是 说 , 级 数 (7) 的 一 切 项 皆 在 某 一 
国之 内 ; 设 4 为 这 样 的 一 个 圆 的 半径 , 则 对 于 任何 
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Ila-—®)"[<4. C11) 
我 们 现在 任 取 一 点 % 它 和 a 点 的 距离 小 于 2% 点 到 4 点 的 距离 ,而 


米 证 明 级 数 在 点 收 敏 。 
显 而 匈 见 ， 
laal <ls—al, 
天 此 
-ja| 
g fra {12) 
我 们 来 估 计 级 数 (7) 在 点 的 一 般 项 ， 
Ilo-o) "lao-o)" (EE)| 
“(sal y 
lel)"| (EY 


由 不 等 式 (11) 和 (12), 即 得 

Im-o)"|<Ag, 
这 也 就 是 说 ， 级 数 (7) 在 = 点 的 一 般 项 小 于 一 收敛 几何 级 数 的 一 
般 项 .根据 上 面 所 证 明 的 引 理 ,级 数 (7) 在 z 点 收敛 . 

一 个 圆 , 假若 罕 级 数 于 其 中 为 收 伍 , 于 其 外 为 发 散 , 则 称 之 为 
收敛 圆 ， 这 圆 的 半径 叫做 该 级 数 的 收 生 半径， 收 伊 览 周 必然 通过 
复 平 面 上 使 得 函数 的 正则 情况 受到 破坏 的 点 中 与 点 最 为 接近 的 
= 

赛 级 数 ( 约 在 全 复 平面 上 着 为 收敛 ; 竺 级 数 (四 ,正如 已 经 证 明 
了 的 , 它 的 收敛 半 径 等 于 工 

复 变 指数 函数 和 三 角 函 数 ”天 级 数 可 以 用 来 作 实 变 函数 在 复 
平面 上 的 “拓展 ”。 例如 对 于 复数 值 > 可 以 用 下 面 的 等 级 数 定义 
函数 e: 

e+ 天 + 全 Fe (18) 

同 理 ,我 们 引入 复 变 三 角 函 数 

eins- 计 ~ 阁 + 前 一 (en 


= 1838。 


i 
cosz—1—51 TP (15) 
这 几 个 级 数 在 全 平面 上 皆 为 收敛 . 


我 们 现在 把 三 角 函 数 和 指数 函数 之 间 当 转 入 复 域 时 所 出 现 的 
关系 予以 指出 , 这 将 是 有 益处 的 . 
在 等 式 (18) 中 以 记 代 % 即 得 


CL 号- 条 + 阁 + “ 
将 无 因子 的 各 项 和 有 因子 的 各 项 分 别 集中 在 一 起 , 则 得 
的 一 cog2z 十 isin es, (16) 
辕 理 可 得 
@-*—0082— iging, (16") 


公 实 (16) 和 (16) 名 为 欧 拉 公式 .关于 cosz 和 sinz 解 出 (16) 
和 (16)， 即 得 





Pg te, 
az GT) 

非常 重要 的 是 , 指数 定律 对 于 复 变数 秆 仍然 成 立 : 
5 一 ea (18) 


因为 对 于 复 变 数值 我 们 已 经 用 级 数 (13) 定义 了 函数 妨 故 
《18) 式 应 当 由 这 定义 出 发 来 加 以 证 明 . 
由 定义 ， 
enon— (4+ 各 + 从 + 小 (i+ 名 二 本 二 小 
我 们 现在 把 级 数 乏 项 相 乘 . 在 条 出 级 数 时 ， 和 人 可 吉 村 站 
之 项 写成 正方 形 ; 
1 和 各 中 43 如 1 站 


各 计划 1 计 间 + 
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5 嗓 2 " 问 各 .用 
本 和 + 可 


入 起 . 本 在 我 们 的 雪上 这 
种 项 害 在 同一 对 角 线 .上 。 于 是 即 得 
ee-1+( 生 + 全 +( 且 + + 里 "名 + 划 六 +… 19) 
这 级 数 的 一 般 项 为 
全 又 -1 哎 ” 爱 Ea 
nl m1 i Tt 


“+t Tr DT 


十 …。 








+ Tt +). 
运用 牛顿 二 项 定理 , 则 可 将 此 一 般 项 化 为 
Gta)" 


nl 
于 是 , 级 数 (19) 的 一 般 项 与 o*** 的 一 般 项 一 致 ,而 这 也 就 证 明了 
指数 定律 18) . 
指数 定 拌和 欧 拉 公式 使 得 我 们 可 以 把 函数 用 实 变 函 数 表 成 
有 限 形式 (不 是 级 数 )。 实 际 上 , 设 


z= 二 和， 
则 得 人 
又 因 风 一 0093 十 和 sin y, 
帮 得 e—e (000y+ tainy). (20) 


上 面 所 得 到 的 公式 对 于 研究 函数 的 性 质 非常 方便 , 我 们 现 
在 指出 它 的 两 个 性 质 , (函数 无 一 处 为 零 ; 实际 .上 ,#0, 而 且 
公式 (20) 中 的 cosy 和 sing 不 可 能 同时 为 零 ，(2) 荡 数 具有 周 
期 2ri, 即 

i 
上 式 可 从 指数 定律 和 等 式 
es 一 co0s 2T 二 tsin 2 一 二 

推出 ， 公 式 (17) 使 得 我 们 可 以 在 复数 域内 来 研究 函数 cosz 和 
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sinz， 我 们 留 给 读 考 去 证 明 , 在 复数 域内 cosz 和 sinz 党 具有 周期 
2w， 且 和 数 的 正 东 定 理 和 余弦 定理 消 成 立 . 

复 变 函数 的 一 般 概念 ， 函 数 的 可 微分 性 ”和 宕 角 数 可 以 用 来 定 
义 解析 复 变 函数 .但 值得 注意 的 是 对 任意 一 个 复 变 函数 去 研究 分 
析 的 基本 运算 , 首先 是 微分 运算 . 在 这 里 出 现 了 一 个 与 复 变 函 数 的 
可 微分 性 有 关 的 深刻 的 事实 .正如 我 们 下 面 将 要 看 到 的 , 一 方面 ， 
在 加 点 附近 所 有 的 点 泗 具 有 一 阶 导数 的 函数 在 zo 点 必然 具有 各 
阶 导数 , 不 仅 如 此 , 在 这 点 还 可 展 成 短 级 数 , 即 为 解析 的 ， 于 是 , 在 
研究 可 微分 的 复 变 函 数 时 ,我们 重新 又 回 到 解析 函数 上 去 . 另 一 
方面 ， 导 数 的 研究 还 使 我 们 发 现 了 复 变 函数 的 解析 性 质 和 函数 论 
以 及 数学 物理 方程 问题 之 间 的 关系 . 

根据 上 面 所 说 ， 以 后 我 们 将 把 在 % 点 的 某 一 邻 域 之 内 的 一 切 
点 哟 具有 导数 的 那 种 函数 叫做 在 % 点 解析 的 函数 . 

从 函数 的 一 般 定义 出 发 ， 假若 根据 已 给 的 复数 值 % 我 们 可 以 
找 出 一 种 规律 , 使 得 可 以 得 出 复数 值 w, 我 们 就 说 名 是 复数 ?的 函 
数 、 

每 一 复数 ?一 “十 志 可 以 用 平面 Ozy 上 的 点 (z, g 来 表示 ,而 
数 各 =w 十 并 我们 则 将 用 Oun 平面 (函数 平面 ) 上 的 点 类 示 . 于 是 ， 
从 几何 的 观点 看 , 复 变 函数 

wf (©) 
在 变数 平面 Ovy 上 的 点 与 西数 平面 Ouw 上 的 点 之 间 定义 了 一 个 
对 应 关系 . 换言之 , 复 变 函数 给 变数 平面 到 函数 平面 上 建立 了 一 个 
喘 象 ， 给 了 一 个 复 变 函 数 , 这 就 是 说 , 在 数 对 (z, y) 积 (w, 们 之 间 
给 了 一 个 对 应 , 因 之 , 给 定 了 一 个 复 变 函 数 和 给 定 了 两 个 函数 
全 一 9( Y), v= (, 9) 
是 等 价 的 , 于 此 显然 有 
十 多 一 gp(%, 及 十 示人 驴 。 

车 如 说 ,假设 ww 一 2 一 (z+iy) ?一 2 一 +2iny， 
则 w=pl®, Y) 一 到 一 多 oe, W —22y, 

复 变 函数 的 导数 是 在 形式 上 如 同 实 变 函 数 的 导数 一 样 给 以 定 
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义 的 。 导 数 是 画 数 的 增 基 与 变数 的 增 基 之 比 的 极限 ， 
7 四 -md 人 GD， GD 
吉 


假若 这 极限 存在 的 话 . 

车 我 们 假定 构成 函数 w 一 f(z) 的 两 个 实 丁 数 和 % 关 于 zx 和 
4 具有 偏 导 孝 , 则 此 仍 不 足以 保证 函数 ,f(z) 的 导数 存在 ， 增 量 之 
比 的 极限 一 般 是 与 点 地 一 ?十 笑 接 近 点 z 的 方向 有 关 ( 图 3)， 要 想 


导数 (2) 存在 ， 必 须 这 极限 与 ? 接近 = 的 +as 
方法 无 关 ， 例 如 我 们 现在 米 考虑 z 沿 Oz 轴 ee 
的 方向 和 Oy 轴 的 方向 接近 于 * 这 两 种 情 。 站 
形 。 xz 0 
在 前 一 种 情形 , 晶 党 
如 = 如 


JGC+J 一 7G) 
Wmt le, 切 -wz Y +ilv (e+ ly, Y rz, Y], 
而 增 量 的 比 
4 人 -7 全 


Let de, 角 一 xz YW) ic+4z， =", WD 
如 dz 





当 如 -0 时 趋 于 
侈 44 多 . C23) 
在 第 二 种 情形 ， 
-dy 
而 增 量 的 比 


1 (z 十 由 ) 一 了 (2 
4 


ji y+ hy) uo, Y) 2% 4 二 4 力 一 "(z, WM 
一 一 名 





之 极限 为 


2 (28) 
Wy 
假 芳 函 数 好 一 了 (z) 具有 导数 , 则 所 得 的 这 琴 个 式 子 应 该 相等 ， 
因而 有 
到 -3 (24) 


这 两 个 方程 的 成 立 是 函数 wz 一 “十 加 的 导数 存在 的 必要 条 件 . 
原来 ,方程 组 (24) 不 仅 是 必要 条 件 , 而 且 也 是 充分 条 件 (假若 函数 
也 9 具有 全 微分 的 话 )、 我 们 现在 不 来 读 论 条 件 〈24) 之 为 充分 条 
件 的 证 明 . 条 件 (24) 叫做 柯 西 - 黎 曼 方程 

容易 证 明 ， 关 于 实 变 函数 的 一 系列 的 敏 分 规则 可 以 不 加 改变 
地 搬 到 复 变 函数 上 米 ， 像 画 数 zz， 和 数 、 乘 积 、 砍 数 等 的 微分 就 是 
如 此 ， 这 些 公式 的 推演 和 在 实 变 函 数 的 情形 一 样 , 不 过 现在 指 的 
是 复 量 , 不 是 实 量 . 这 证 明了 ，z 的 一 切 多 项 式 

切 一 四 十 ca2 十 .… 十 Coz 
是 处 处 可 微分 的 函数 ， 任 何 有 理 函 数 , 它 等 于 两 个 多 项 式 之 比 ， 
Co 十 ai2 士 … 十 az 
在 所 有 使得 分 母 不 为 零 的 点 背 为 可 微分 的 . 

要 想 证 明 函 数 ww 一 。" 可 以 微分 ， 我 们 可 以 利用 柯 两 - 黎 曼 条 

件 . 在 现在 这 种 情形 下 , 根据 公式 (20)， 

从 一 如 008 切 t—6 Sin gy 
将 这 两 个 函数 代入 (24), 即 可 证 明 柯 西 - 黎 曼 条 件 成 立 . 这 函数 的 
导数 可 以 ' 璧 加) 根据 公 式 (22) 算 出 。 由 此 即 得 


w= 


根据 公式 (17) 容易 证 六 三 角 函 数 光 可 微分 , 而 且 在 分 析 中 关于 这 
些 函 数 的 导数 的 值 记 常 遇 到 的 那些 公式 仍然 运用 . 
务 数 Lnz 在 这 里 ， 我 们 将 不 把 所 有 的 初等 复 变 函 教义 一 来 
进行 研究 ， 但 知道 一 下 函数 Jmz 的 狂 质 对 我 们 还 是 非常 重要 的 . 
e183. 





正如 在 实数 域 中 一 样 ,车 


ao 

则 令 如一 Dee. 

为 了 把 前 数 Lnz 加 以 分 析 , 我 们 现在 把 数 2 写成 三 角形 式 
3 一 T(cosp 十 fsinp). 


利用 指数 律 于 e”， 则 得 
Tlettin m0 0 (COGV +i Sin v), 
将 所 得 的 关 字 z 的 两 个 式 子 加 以 比较 , 即 得 
一 7 (c) 
cosv+isinv=cosgp+iein Pp. (B) 
注意 w 和 7 为 实数 , 则 由 公式 (9) ,部 得 
i=Inr, 
下 此 ,Lnr 是 实数 的 自然 对 数 的 普通 值 、 等 式 (6) 仅 当 
Cosv =0089, Sinv—=sinp 
时 成 立 , 而 对 于 这 等 式 , "与 9 只 能 相差 一 2 的 倍数 ， 
v=9+2nz, 
但 对 于 任何 整 值 % 等 式 (B) 岩 
成 立 ， 根 据 所 得 的 关于 和 人 
的 式 子 ; 我 们 有 
Lna=minri+i(pt+2ar). (25) 
公式 (25) 对 于 所 有 异 于 等 
的 复数 值 > 定义 了 函数 Lnz. 
这 个 公式 不 仅 是 对 于 正 数 ， 而 
且 也 对 于 负数 和 复数 给 出 了 对 
数 的 定义 . 总 
关于 Lmz 所 得 到 的 式 于 包含 有 一 个 任意 的 整数 nn. 这 就 是 说 ， 
Lnz 是 一 个 多 值 函 数 。 对 于 任意 一 个 7% 我 们 就 得 到 了 函数 Lnz 的 
一 个 可 能 的 值 ， 假若 把 固定 , 我 们 就 得 到 这 画 数 的 一 个 可 能 的 
值 . 
但 Tau 的 不 同 的 值 相互 间 是 有 礼 地 联系 卷 的 。 事实 上 , 比如 
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说 ， 我 们 在 有 % 点 固定 nw 一 0、 设 o 是 一 条 通过 % 点 并 包围 坐标 轴 
原点 的 闲 曲 线 (图 分。 我 们 现在 假定 : 点 沿 o 连续 变动 ， 当 2z 移 
动 时 , 辐 角 9 将 连续 增加 ， 而 当 z 点 经 过 了 整个 闭 曲 线 时 ,9 即 增 
大 2r， 于 是 ,在 固定 a 点 的 对 数值 
(Znz)o 一 到 ro 十 io 
之 后 ， 然 后 当 z 沿 着 包围 坐标 轴 原 点 的 闲 髓 线 殉 动 时 连续 地 改变 
这 个 函数 值 , 我 们 在 回 到 zo 点 时 就 得 到 了 另外 的 一 个 函数 什 
(Le)o=Inroti(pot+ 2m), 

这 证 明了 函数 的 任意 一 个 值 可 以 连续 地 变 到 另 一 个 值 . 为 此 ， 
就 必须 让 = 点 绕 坐 标 输 原点 连 污 地 转 过 必要 的 回 数 。 点 z=0 叫 
做 函数 Lmz 的 支点 . 

假若 我 们 希望 只 限于 讨论 函数 Jns 的 一 个 值 ， 我 们 就 必须 禁 
止 z 点 描 过 包围 z=0 点 的 六 些 线 .这 是 可 以 做 到 的 , 只 需 从 坐标 
轴 原 点 向 无 限 远 点 引 一 条 连续 曲线 ， 然 后 禁止 点 穿 过 这 条 线 即 
可 ， 这 条 线 叫 做 剂 线 (或 前线)， 仿 著 4 点 在 一 张 具 有 割 线 的 平面 
上 变动 , 即 已 经 不 可 能 从 Zz 的 一 个 值 变 到 另 一 个 值 , 因而 当 我 们 
从 对 数 在 菜 一 点 的 一 个 园 定 的 值 出 发 时 ,我们 在 每 一 点 只 能 得 
到 一 个 对 数值 ， 这 样 分 离 出 来 的 函数 Lmz 的 值 叫做 它 的 一 支 . 

比如 说 , 假如 我 们 沿 Oz 的 负 的 部 分 引 一 基线， 我们 就 得 到 了 
Tnz 的 一 支 , 它 的 轻 角 只 限于 在 范 转 

(2k—1)x<pe 28+1)s 

内 变动 ,这 里 的 是 任 一 整数 . 

当 我 们 只 考虑 对 数 的 一 支 时 , 我 们 可 以 来 研究 它 的 微分 ， 设 

Lab V+y, p=arcotg ¥, 


容易 证 明 Lmz 满足 柯 是 - 黎 曼 条 件 ， 而 它 的 导 歼 ,在 根据 (比如 说 ) 
公式 (22) 计 算 之 后 , 即 等 于 
dim 1 
ba 2 
我 们 要 特别 指出 , Lmz 的 导数 已 经 是 一 单 值 函数 。 
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§ 2. 复 变 函数 与 数学 物理 问题 的 关系 


与 流体 力学 的 关系 ” 柯 西 - 黎 曼 条 件 把 数学 物理 中 的 问题 与 

复 变 导数 论 联系 在 一 起 ， 我 们 现在 用 流体 力学 中 的 问题 来 谈 明 这 
在 流体 的 各 种 可 能 的 运动 中 , 驻 定 运动 起 着 特别 重要 的 作 朋 . 

驻 定 运 动 乃 是 这 样 的 一 种 运动 ,对 于 这 种 运动 , 述 度 在 空间 的 分 布 
状况 不 因 时 间 的 改变 而 改变 ， 比 如 说 , 一 个 观察 者 , 当 他 站 在 桥 上 
注视 着 流 过 桥墩 的 河水 时 , 他 就 看 到 河水 流动 的 一 个 驻 定 相 图 . 有 
时 ,流水 对 于 某 些 随 着 某 一 物体 移动 的 观察 者 来 说 , 它 就 变 成 驻 定 
的 ， 假 若 在 汽船 行动 时 , 站 在 岸上 的 人 们 注视 着 水 的 波动 ,那么 对 
于 这 些 观 察 者 ,水 的 运动 相 图 就 不 是 驻 定 的 , 但 对 于 汽船 上 的 观察 
者 ,水 流 就 是 驻 定 的 ， 对 于 以 定 速度 飞行 的 飞机 上 的 乘客 来 说 , 因 
飞机 记 激 动 的 空气 的 运动 也 是 驻 定 的 . 

在 驻 定 运动 之 下 ， 通 过 空间 中 某 一 定点 的 流体 质点 的 速度 向 
量 Y 不 因 时 间 而 改变 。 假 车 对 于 移动 着 的 观察 者 来 说 , 运动 是 碍 
定 的 ， 那 么 ， 在 随 观 察 者 移动 车 的 坐标 系 中 具有 固定 坐标 的 那 种 
点 , 速度 向 量 不 因 时 间 而 改变 . 

在 流体 的 各 种 运动 中 , 平面 平行 运动 具有 特别 重要 的 意义 , 平 
面 平 行 运动 是 一 流动 , 在 这 流动 之 下 , 质点 的 速度 处 处 与 某 一 平面 
平行 ， 而 且 速度 的 分 布 相 图 在 记 有 与 所 给 平面 平行 的 平面 上 都 是 
一 样 的 . 

假若 我 们 设想 流体 的 质量 是 无 根 的 ， 流 向 垂直 于 一 圆柱 体 的 
母线 ， 则 在 所 有 与 母线 垂直 的 平面 上 ， 速 度 分 布 的 相 图 都 是 -一样 
的 , 因而 流体 的 运动 是 一 个 平面 平行 运动 。 有 时 , 流体 的 运动 可 以 
近似 地 看 作 平面 平行 运动 。 比如 说 ,假若 我 们 希望 定 出 气流 速度 
在 与 宙 姻 季 直 的 平面 上 的 相 图 , 那么 , 当 这 平面 不 太 命 近视 身 或 姻 
尾 时 , 空气 的 运动 可 以 近似 地 看 作 平 面 平行 运动 . 

我 们 现在 要 来 说 明 ， 如 何 采用 复 变 函数 论 来 研究 驻 定 平面 平 
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、 这 时 我 们 将 假定 流体 是 不 可 压缩 的 , 就 是 说 , 它 的 密度 不 
因 左 力 前 改变 而 改变 ， 比如 水 就 有 这 种 竹 质 , 但 当 我 们 研究 空气 
的 运动 时 , 假若 运动 的 速度 不 太 大 , 即使 空气 也 可 和 看 作 是 不 可 正 缩 
的 .空气 之 为 不 可 压缩 这 一 假定 , 当 运动 速度 不 超过 音速 (一 330 
公 尺 / 秒 ) 的 0.6 一 0.8 倍 时 , 并 不 六 此 产生 值得 注意 的 焉 曲 . 

流体 的 流动 可 以 由 它 的 质点 的 速 应 的 分 布 表示 出 来 。 假 车 流 
动 是 平面 平行 运动 ， 那 么 只 须知 道 质 点 在 一 张 与 运动 进行 的 方向 
平行 的 平面 上 的 迷 度 即 可 。 

我 们 现在 用 V (&, y, 四 记 质 点 在 时 间 + 这 一 瞬间 通过 坐标 为 
2 4 这 一 点 的 速度 .现在 我 们 所 讨论 的 是 驻 定 运动 , 故 Y 与 时 间 
无 关 。 向 是 Y 可 以 看 作 由 它 在 坐标 轴 上 的 射影 所 定义 ， 我 们 现 
在 来 研究 流体 质点 的 轨道 。 对 于 驻 定 运动 来 说 ， 从 空间 中 所 给 的 
点 出 发 的 那些 质点 的 轨道 不 因 时 间 而 改变 假若 速度 场 已 知 ,就 
是 说 ， 假 车 作为 z, 4% 的 函 教 的 速度 的 分 基 为 已 知 , 则 利用 质点 的 
速度 必 党 与 轨道 相 切 这 一 点 ,质点 的 轨道 即 可 定 出 ， 由 此 匈 得 


az Y) 
人 9) 


记得 出 的 方程 是 轨道 的 微分 方程 , 驻 定 运动 的 质点 轨道 称 为 流 线 。 
在 运动 平面 上 的 每 一 点 有 一 条 流 线 通过 ， 

流 函 数 的 概念 非常 重要 . 我 们 现在 国定 任意 一 条 流 线 0。, 并 
考虑 一 条 想象 的 公道 , 这 各 道 由 一 柱 面 (其 苹 线 与 流体 运动 的 平 击 
平行 ) 范 围 而 成 , 这 柱 面 过 流 线 Ce 和 另 一 条 流 线 04 以 及 两 张 与 运 
动 所 在 平 后 平行 且 相 距 1 单位 的 平面 (图 多) .假若 来 研究 我 们 碟 
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道 的 任意 两 个 横 截 面 y: 和 Ys, 则 在 单位 时 间 内 流 经 截面 y 和 3 
的 流体 的 总 量 相 等 。 事 实 .上 , 在 由 侧面 01, Oo。 和 ,为 所 定义 的 
容器 内 ， 在 密度 一 定之 下 ,， 演 体 的 总 量 不 可 能 发 生变 化 。 另 一 方 
面 , 渠道 0。 和 COx 的 侧 壁 是 由 流 线 做 成 的 ， 因 此 ,流体 在 经 过 它 时 
不 会 流 到 别处 去 , 因而 在 单位 时 间 内 , 从 yi 流 进 来 多 少 流体 ， 也 从 
为 流出 去 多 少 流体 . 

一 个 函数 光 (z,， 妨 ， 候 若 它 在 流 组 O, 上 取 定 值 ， 其 值 等 于 流 
体 在 单位 时 间 内 流 经 在 曲线 Ce 和 Ci 上 所 作 起 来 的 汪 道 的 模 截 而 
的 总 流量 , 则 此 函数 即 称 为 流 函数 . 

流 函 数 除 了 一 个 与 初始 流通 曲线 Ce 的 选取 有 关 的 常数 之 外 ， 
完全 决定 ， 若 流 函数 已 知 , 则 流 线 的 方程 显然 是 

vm, Y) 一 const. 

流速 的 分 量 可 由 流 枉 线 的 导数 来 表示 .要 想 得 出 这 一 表达 式 , 我们 
钢 在 考虑 由 过 所 给 的 点 MU (z, Y) 的 流 线 0, 和 过 邻近 点 M(x, y 
十 4y) 的 流 线 0"， 以 及 两 张 相 距 一 单位 且 与 运动 平面 平行 的 平面 
所 构成 的 渠道 ， 我 们 现在 来 计算 流体 在 时 间 比 内 流 经 渠道 的 横 
被 面 MM' 的 总 晤 9. 

一 方面, 由 流 冰 数 的 定义 ， 

g= (一 DA 

另 一 方面 ,9 等 于 在 模 截 面 MMN' 上 的 每 一 点 所 引 的 向 景 Vat 
的 全 部 收成 的 休 积 (图 6。 车 大 碍 ' 很 小 ， 则 我 们 可 以 假定 整个 
逢 玉 ' 上 的 Y 为 一 常量 ， 且 等 于 型 点 的 Y 值 ， 所 得 的 平行 六 面 
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体 的 底 的 面积 等 于 yx1 (在 图 6 中 , 一 层 的 单位 厚度 没有 面 出 )， 
而 高 则 等 于 向 量 Vat 在 Oo 轴 上 的 射影, 即 wat, 因此 ， 
gudydt, 
因 之 ,wdy 才 他， 
以 各 除 此 等 式 两 边 , 并 取 极 限 , 则 得 
尺 一 去 《26) 


对 于 第 二 分 量 作 同 样 论证 即 得 
Ps -名 (267 


要 想 定 出 速度 场 , 则 除 流 函 数 之 外 , 还 须 引 进 第 一 个 函数 .这 
阔 数 的 引进 和 流体 质点 的 转动 有 关 、 假若 我 们 把 流体 的 各 个 小 质 
点 想像 为 一 刚体 , 则 一 般 说 来 , 它们 都 有 施 转 运动 。 现 车 流体 的 运 
动 是 从 静止 状态 发 生 的 , 且 流 体 的 各 个 质点 之 间 又 没有 内 部 摩 按 ， 
则 流体 中 的 质点 就 不 可 能 发 生 转动 ， 这 种 没有 质点 转动 的 运动 叫 
做 无 旋涡 运动 , 它 在 研究 流体 中 物体 的 运动 时 起 着 很 重要 的 作用 ， 
在 次 体力 学 中 已 经 证 明 ， 对 于 无 旋涡 运动 ,存在 第 二 个 函数 mw(w, 
仍 , 利用 这 一 函数 ,速度 的 分 量 可 用 函数 


a 
“名 ， "名 (27) 


表 出 ; 函数 mw 叫做 流动 的 速度 位 ， 我 们 现在 进一步 来 讨论 具有 速 
度 位 的 运动 . 

试 将 速度 分 量 关于 流 函 数 和 关于 速度 位 的 公式 加 以 比较 ， 我 
们 即 可 得 出 下 述 重要 结论 . 

不 可 不 缩 流体 的 流动 的 速度 位 p(z，9) 和 流 函 数 册 (xz，y) 满 
足 柯 西 - 黎 曼 方程 


my’ 
名- 如. (28) 


换言之 , 复 变 函 数 


“le 





如 一 (2, 幼 十 动 公 芒 
是 一 个 可 微分 的 复 变 函数 。 反之 ， 假 若 我 们 从 一 可 微分 复 变 函 数 
的 导数 出 发 ， 则 它 的 实 部 分 和 虚 部 分 满足 何 西 - 获 曼 方程 ， 因而 可 
以 认为 是 一 不 可 压缩 流体 的 流动 的 速度 位 和 流 函 数 . 函数 多 则 做 
流动 的 特征 函 教 . 
我 们 现在 来 讨论 ww 的 导数 的 意义 利用 (比如 说 ) 公式 (22)， 
则 得 


du _ ap [4% 
om 2 
由 (27) 和 (26”), 即 得 
Ui, 
或 取 共 胃 数 ,有 
urie-( 学 ) 20) 


在 这 里 ， 坚 上 面 的 模 线 是 雪 示 须 取 与 之 共 思 的 数 。 


于 是 ,流动 的 速度 向 量 等 于 流动 的 特征 函数 的 导数 的 共 思 值 . 
流体 的 平面 平行 流动 举例 ”我们 现在 来 讨论 几 个 例子 。 令 
w—Az, (30) 
在 这 里 ，4 为 一 复数 ， 由 (39), 即 得 
uw= 4, 
因此 ， 线 性 函数 《30) 就 定义 了 一 个 具有 常 速度 向 量 的 流体 运动 . 
若 令 
A=u — ivo, 
则 将 w 的 实 部 分 和 虚 部 分 分 开 , 即 得 
$l, ) or + voy, 
Ve, Y) —uoy — Vor, 
于 是 ,与 速度 向 量 平行 的 直线 是 流 线 (图 7)。 
作为 第 二 个 例 了 ,我们 现在 来 讨论 函数 
w=—AD, 
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图 ?7 图 8 
在 这 里 , 4 是 一 实 的 常数 .为 了 要 沙 出 流动 的 相 图 , 我 们 现在 来 定 
出 流 线 ， 在 现在 的 情形 下 , 有 
bz, Y) —2Ary, 





而 流 线 的 方程 则 为 

wmy— const, 
这 是 一 双 曲 线 , 它 以 坐标 轴 为 其 渐 近 线 (图 8)。 箭头 所 指 的 是 当 
上 >0 时 ,质点 沿 流 线 运动 的 方向 .0z 轴 和 Oy 轴 也 是 流 线 . 

若 在 流体 中 摩 扩 非 常 小 ， 则 在 将 任意 一 条 流 线 代 之 以 一 尚 定 
的 壁 之 后 , 并 不 影响 其 余 的 流动 .流体 的 质点 将 沿 所 置 的 司 滑 动 . 
利用 这 一 原理 , 并 将 该 壁 沿 坐 标 轴 放 壮 〈 在 图 8 中 , 这 是 用 粗 线 面 
出 ), 则 在 所 讨论 的 例子 中 ， 我 们 就 得 出 了 流体 流 经 角 点 的 无 旋涡 
流动 的 相 图 ， 

郑 数 

型 8 
w~a(z+ 玫 ) (31) 


给 出 了 一 个 重要 的 流动 , 在 这 里 , a 生 是 正 实数 ， 
流 函 数 为 


因而 流 线 的 方程 为 
596 。 


特别 ， 苏 取 常 数 为 堆 , 则 或 得 % 一 9, 或 得 吧 十 妇 一 如 ;因而 半径 为 


刀 的 阅 周 是 一 流通 册 绕 省 穆 一 一 
们 置 一 国定 的 物体 于 此 流通 卓 


二 SS 
线 的 内 部 ， 则 得 -一周 绕 圆柱 的 2 
流动 。 这 流动 的 流通 曲线 的 祖 
四 如 图 9 所 示 。 流动 速度 可 自 。” 一 人 一 一 一 
公式 (20) 由 


w+ia-a(- 瑟 ) 





定 出 。 
在 商 贺 柱 很 远 之 处 ,我 们 有 
lm(utt) ~a, 
即 在 离 圆 梓 很 远 之 处 ， 速 度 趋 于 定量 ， 因 而 流动 变 为 等 速 的 ， 于 
是 ,公式 (29) 决定 了 流体 的 一 个 流动 , 它 流 经 圆柱 , 且 在 远 处 为 等 
速 流动 . 

机 枕 理 论 的 基本 概念 ， 茹 可 夫 斯 基 定理 ”将 复 变 函 数论 运用 
来 研究 流体 的 平面 平行 流动 ， 就 使 得 敬 可 夫 斯 基 和 恰 普 里 金 在 空 
气动 力学 中 得 出 了 一 个 重要 的 发 现 ， 在 研究 流体 流 经 一 物体 时 ， 
引起 他 们 发 现 了 机 器 支持 力 的 形成 规律 。 要 想 对 于 导致 这 一 发 岗 
的 横 念 的 形成 给 予 一 些 观念 ， 我 们 还 需要 来 讨论 一 个 关于 流体 运 
动 的 具体 例子 。 我 们 现 来 考虑 特征 函数 


天 
w= I 


在 这 里 ,， 荆 是 一 实 的 常数 ， 昌 然 耳 数 刀 不 是 单 值 画 数 ， 但 它 
的 导数 
A 3 
五 (32) 
动 琵 音信 的 ， 因 而 我 们 的 函数 就 一 意 地 决定 了 基 一 流体 运动 的 束 
度 入 。 令 :一 ra， 则 速度 位 和 流 本 数 可 以 利用 公式 25) 算出， 
197。 


9= 址 0, 由- 一直 Inr. 
上 式 中 第 二 式 指出 , 沈 通 曲线 是 圆 一 conat (图 10). 
流动 速度 是 由 公式 (29) 定 出 


特别 , 由 此 可 以 推出 , 速度 向 量 的 大 


小 为 
-lw+il-- 区 [二 


即 在 流 线 上 的 每 一 点 , 速度 为 常数 
作 更 详细 一 些 的 研究 , 可 知 当 荆 >0 
时 , 流动 系 反 时 针 进 行 , 当 荆 <0 时 ， 
则 硕 时 针 进 行 . 
若 我 们 将 某 一 条 斋 线 代 之 以 一 周 定 的 边疆 ， 则 即 得 流体 绕 贺 
杜 的 一 环 状 运动 。 这 样 的 运动 叫做 环流 . 
我 们 的 运动 的 位 已 经 不 再 是 一 单 什 画 数 . 在 沿 环绕 回 柱 的 一 
闭 曲 线 绕 一 周 时 ,位 即 改变 一 个 量 全 ， 位 的 这 一 改变 叫做 流动 的 
环流 量 . 
假若 我 们 将 流 经 圆柱 的 流动 的 特征 函数 (81) 加 上 ( 顺 时 针 绕 
动 的 ) 环 流 的 特征 函数 , 我 们 就 得 到 了 一 个 新 的 特征 函数 


(9 


这 特征 函数 也 表示 一 个 环绕 半径 为 的 回 柱 的 流动 事实 上 , 在 
半径 为 卫 的 圆周 上 , 流 函 数 为 一 常数 , 因为 在 这 圆周 上 , 两 个 被 加 
项 的 哑 部 分 都 是 常数 ， 由 函数 (83) 所 定义 的 流动 的 速度 当 
?> co 时 仍 趋 于 a， 这 说 明了 ,对 于 任何 的 荆 值 , 特征 函数 (38) 决 
定 了 一 个 以 前 进 运动 侥 过 圆柱 的 流动 .在 图 11 中 , 我 们 夯 出 了 这 
一 流动 当 荆 >0 时 的 形势 . 这 一 流动 已 经 不 是 对 称 的 了 ， 流 体 正 
萌 着 加 柱 流 进来 和 流出 去 的 点 4 和 5 已 经 向 下 移 了 .我 们 所 讨论 
的 流动 的 位 是 一 个 非 单 值 函数 。 它 在 绕 圆 柱 转 一 周 时 的 改变 
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图 10 


为 工 . 

当 流 体 流 经 圆柱 时 , 根据 对 称 性 , 通常 出 现 的 是 由 函数 (32) 所 
定义 的 对 称 流动 ; 但 对 于 其 他 非 对 称 物 休 , 一 般 则 出 现 具有 非 单 什 
位 的 流动 ， 下 面 我 们 将 要 来 向 明 这 项 事实 的 物理 根源 ， 利 用 复 变 
函数 论 方法 ， 我 们 可 以 定 出 环绕 任何 一 种 形状 的 物体 的 各 种 可 能 
的 流动 、 在 下 一 节 中 ， 


人 








们 都 可 造 出 具有 单 值 位 ZY 
和 非 单 值 位 的 流动 

当 研 究 气体 流 经 机 
混 时 ， 我 们 将 要 来 研究 导 写 | 


后 面 有 一 尖 的 边缘 的 物体 ， 机 要 的 横断 面 常常 后 面 星 尖 状 ， 假 若 
对 于 这 种 横断 面 我 们 造 出 了 一 具有 单 值 位 的 流动 ， 则 气流 从 横断 
面 上 离开 之 点 结果 并 不 与 尖 点 一 致 (图 12, (a)). 这 样 的 流动 在 物 
理 上 是 不 可 能 的 . 《在 这 样 的 流动 之 下 , 在 横断 而 的 尖端 就 会 出 现 
无 穷 大 的 速度 和 无 腿 稀薄 ,) 只 有 在 流动 中 使 得 5 点 和 机 避 的 尖 点 
一 致 的 那 种 流动 (图 12, (b)) 才 是 唯一 可 能 的 流动 ， 这 种 流动 一 般 
具有 非 单 值 位 , 即 为 一 环流 ， 这 种 流动 的 环流 量 矿 仍然 是 被 定义 
为 当 循 一 条 包围 机 辟 的 闭 曲线 绕 一 周 时 们 的 改变 量 . 


人 @) (b) 
图 12 


下 面 的 假说 叫做 恰 普 里 金 假说 .我 们 可 以 作出 气流 的 一 流动 ， 


它 环绕 机 要 的 横断 面 流 过 , 且 气流 从 横断 面 后 部 的 边缘 离开 . 
萄 可 夫 斯 基 的 重要 发 现 是 在 于 : 当 在 气流 中 有 环流 量 出 现时 ， 
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就 会 发 生 一 股 上 举 之 力作 用 于 机 神 ， 共 方向 与 冲击 过 来 的 气流 的 
pepar 速度 垂直 , 其 量 等 于 
pa 

在 这 里 ，p 是 流体 的 密 

一 -一 -一 度 , 工 是 环流 量 ( 图 
13). 

i 这 一 假说 构成 了 匣 

可 夫 斯 基 关于 使 机 枝 上 举 的 力 的 定理 ， 它 是 一 切 近代 空气 动力 

学 的 基础 戎 可 夫 斯 基 定 理 的 证 明 不 在 我 们 这 入 短文 范围 之 内 ， 

我 们 现在 仅 指出 ， 对 于 这 定理 现今 记 采 用 的 证 明 乃 是 依据 复 变 本 

数 的 积分 理论 ， 

在 茹 可 夫 斯 基 和 恰 普 里 钨 的 工作 中 所 奠定 的 空气 动力 学 基础 
已 在 许多 苏联 学 者 的 工作 中 得 到 了 发 展 . 

在 其 他 数学 物理 问题 上 的 应 用 ” 复 变 汀 数论 在 流体 力学 中 不 
仅 是 在 机 事理 论 方面 ， 而 旦 还 在 许多 别 的 问题 上 也 得 到 了 广泛 的 
应 用 . 

但 西数 论 的 应 用 范围 并 不 限于 流体 力学 , 它 很 广 阅 。 函数 论 
方法 在 许 许多 多 数学 物理 问题 中 曾 被 大 量 用 到 ， 为 要 说 明 这 点 ， 
我 们 现 回 到 柯 西 - 获 癌 条件 


并 由 此 导出 一 个 为 复 变 解析 函数 的 实 部 所 满足 的 方程 . 若 将 上 面 
两 方程 中 前 一 个 关于 z 微分 , 将 第 二 个 关于 % 微分 , 然后 相 加 ， 则 
得 


这 方程 (我 们 曾 于 第 六 章 中 通 到 过 ) 叫 敌 拉 普 拉 所 方程 .物理 和 力 
学 中 有 大 量 的 问题 和 垃 普 拉 斯 方程 有 关 . 比如 说 ,着 在 某 一 物体 上 
出 现 了 热 的 平衡 , 则 湿度 即 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 重力 声 或 静电 场 
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的 研究 也 与 这 一 方程 有 关 .在 研究 流体 通过 多 孔 介 质 的 渗透 时 ， 
我 们 也 得 到 了 拉 莹 拉 斯 方程 .在 所 有 这 些 与 解 拉 普 拉 斯 方程 有 关 
的 问题 中 , 函数 论 方法 都 有 着 广泛 的 应 用 . 

不 仅 拉 普 拉 斯 方程 的 研究 ， 而 且 比 之 更 为 一 般 的 数学 物理 方 
程 的 研究 也 多 半 与 复 变 函数 论 有 关 . 这 类 问题 的 最 重要 的 例子 当 
中 , 有 一 个 就 是 弹性 理论 的 平面 问题 , 复 变 函数 论 在 这 些 领域 中 的 
应 用 基础 是 由 苏联 学 者 科 洛 索 夫 和 和 藕 斯 海里 什 纵 里 所 葛 定 的 . 


8$3. 复 变 函 数 与 几何 的 关系 


可 微分 函数 的 几何 性 质 。” 恰 如 在 研究 实 变 函 数 的 时 候 一 祥 ， 
在 复 变 函 数论 中 ,函数 的 几何 解释 具有 很 重要 的 地 位 。 可 以 大 胆 
地 说 ， 复 变 函数 的 几何 性 质 不 仅 可 以 用 来 直观 的 表示 出 函数 的 解 
析 性 质 , 而 且 还 给 这 种 更 论 带 来 了 一 个 专门 的 课题 。 与 函数 的 几 
何 理论 有 关 的 这 部 分 问题 叫做 函数 的 几何 理论 ， 正如 前 面 所 说 
的 , 从 几何 观点 看 来 , 复 变 函数 w=f(z) 基 平面 惠风 平面 的 一 个 
映照 . 这 一 映照 也 可 以 由 两 个 实 变 函 歼 

v=u(2, 9y), 

vw—v(%, Y) 
给 出 。 假 车 我 们 希望 在 某 一 点 的 非常 小 的 邻近 研究 映照 的 特 性 ， 
我 们 可 以 将 这 函数 展 成 泰勒 级 数 , 并 只 展 到 展开 式 的 主 项 


ww=( 综 ) (ez0) + ( 侣 )， Y—y) 十 
4 一 oo 一 (名) (2—m0) + (多 人 @ 一 多 ) + 
这 里 的 导数 是 在 (co go) 点 取 的 。 因 之 , 在 这 点 的 附近 , 所 有 的 映 
照 可 以 大 至 看 作 是 一 个 仿 射 * 映 照 
WVo—als— zo) +b(y—y), 
2 一 zc(z 一 zo) 十 gG 一 加 )， 
切 参看 第 三 条 (第 一 卷 )311。 


Eu 


此 时 ， A 
i 
(多 5-( 直 ) 
Ov DO 
一 
我 们 现在 来 研究 由 一 个 解析 西数 在 菜 一 点 2 一 9+ 多 的 附近 
扩 做 出 的 映照 的 性 质 ， 设 O 是 从 z 点 引出 的 一 条 曲线 ; 在 也 平面 
上 , 与 这 曲线 相应 的 点 做 成 一 条 从 名 点 引出 的 曲线 荆 ， 假若 了 点 


是 4z 点 的 一 邻近 点 , w 是 与 之 相应 的 点 ， 则 当世? 时 www， 
而 且 








Y= 0). G9 
特别 ,由 此 可 以 得 出 ， 

= 的 |， (05) 
这 可 以 用 语言 陈述 如 下 。 


设 0 为 在 4 平面 上 从 给 定 的 z 点 引出 的 任 一 曲线 , 荆 为 w 平 
面 上 与 0 相应 的 曲线 ， 则 上 过 z 点 的 弦 与 荆 上 福 应 的 弘之 比 
的 极限 , 无论 0 如 何 , 滨 为 一 定 , 或者, 有 如 入 们 所 说 , 平面 上 的 
线 素 与 : 平 商 上 在 所 有 点 的 线 素 之 比 与 从 z 点 所 引 的 曲线 无 关 . 

量 !/(a) |， 它 可 以 用 来 说 明 = 点 的 线 娄 的 大 小 ， 叫 做 z 点 的 
伸缩 系数 . 

我 们 现在 假定 在 某 一 点 + 导数 ,了 ()*0, 于 是 , 景 1'( 引 就 有 
一 个 完全 确定 的 町 角 >。 我 们 现在 利用 (8 多 来 计算 它 ， 

arg Sr rg (wt) ~arg(r —), 
但 arg(w 一 ) 是 弦 ww' 与 实 轴 的 交角 ,arg(z 一 四 是 弦 zz' 与 实 
灿 的 交角 假 车 我 们 分 别 用 a 和 8 来 记 曲 线 O 和 工 在 + 点 和 
岂 虐 的 切线 与 实 加 的 交角 (图 14), 则 当 2z 王 2 时 ,a a，p 王 忆 
因此 , 取 级 限 , 即 得 
argf'(d) —p—o, (36) 
EE 3. 
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Wa EE) 
加 芭 


这 等 式 指出 ，arg/"(z) 等 于 一 个 角 mw， 假 若 要 从 阳线 O 在 z 点 的 
切线 的 方向 转 到 曲线 丁 在 名 点 的 切线 的 方向 , 就 必须 转 过 这 一 个 
角 . 由 于 这 种 性 质 ，arg 广 (s) 叫 做 z 点 的 映照 的 回转 角 . 

读者 容易 从 等 式 (86) 推 出 下 面 的 命题 . 

当 从 z 平面 变 到 ww 平面 时 ， 任 意 一 条 过 所 有 点 的 曲线 的 切线 
皆 转 过 同一 个 角 . 

假若 COx 和 Ca 是 从 点 引出 的 两 条 曲线 ，7ax 和 了 是 从 妈 点 
引出 的 相应 出 线 ， 则 和 芽 ,在 名所 构成 的 角 等 于 O41 和 0s 在 7 
点 所 构成 的 角 . 

于 是 ,假若 在 一 点 为 了 (x) 大 0, 则 在 解析 函数 jz2) 在 该 点 做 
成 的 映照 之 下 , 所 有 有线 素 皆 按 同一 比例 伸缩 , 而 相应 方向 之 问 的 闪 
角 则 不 变 . 

具有 所 述 性 质 的 映照 称 为 保 角 映照 . 

从 上 面 所 证 明 的 映照 的 几何 性 质 , 假若 在 某 一 点 和 ,有 万 人 
*0, 则 在 这 点 的 附近 , 我 们 自然 就 会 期 望 , 在 % 点 的 某 一 很 小 的 
邻 域 之 内 , 喘 原 是 相互 一 意 的 , 就 是 说 , 不 仅 每 一 点 z 只 有 一 点 包 
与 之 对 应 ,而 且 反 过 来 : 每 一 点 ww 也 具有 一 点 z 与 之 对 应 .这 实际 
凸 是 可 以 严格 证 明 的 . 

为 了 完全 的 想象 出 保 角 映照 与 其 它 各 种 映照 是 怎样 的 不 同 ， 
把 任意 一 种 映照 在 某 一 点 的 一 个 很 小 的 邻 域内 来 加 以 研究 将 会 是 
有 好 处 的 . 设 画 数 .。 是 敏 出 映照 的 两 个 函数 , 假若 我 们 来 研究 
一 下 ,4 的 泰勒 展开 式 的 主 项 , 我们 就 得 到 


ww-( 全 )， (z 一 zo) 十 (全) 人 @@ 一 名) + 
om-( 到 )， (pi (多 #0) + 


假若 在 (wo, yo) 点 的 很 小 的 邻 域 之 内 将 高 阶 项 略 去 不 算 , 则 我 
们 的 号 照 的 变化 状况 就 和 一 个 仿 射 变换 一 样 ， 假 车 这 变换 的 行列 


式 不 为 堆 ， 
Du en Du Br 
4 天),( 锡 ),-( 狗 ), 器 ),xo, 

则 这 变换 是 可 邀 的 。 假若 4 一 0， 则 在 表示 这 变换 在 (zw go) 点 附 
近 的 变化 情况 时 , 襄 必 须 考虑 高 阶 项 

当 二 加 是 一 解析 函数 时 ,我 们 可 以 利用 柯 西 - 黎 曼 条 件 将 关 
于 y 的 导数 用 关于 o 的 导数 来 表示 , 于 是 即 得 

Ou \’ Bo pu /ov\ I? , 
4-( 侣 ) +( 吕 ) -|( 器 ) + 人 品 ) = 


即 当 广 (zo) 办 0 时 ,变换 为 可 道 的 ， 若 令 疡 (zo) =7 (cos p+bsin gp)， 


则 
( 吕 )-( 荔 ) -roomw， 
(全 )--( 膏 ) -mw 
而 在 (wo, w) 点 附近 的 决 照 的 形式 则 为 
wr[(2—20)0089~ (y—yo) in gp] +**, 
Vv—to=r[(e—%0)sing+ (y—yo) cosp] +"**, 
这 公式 指出 , 若 函 数 w 一 ww 二 ip 为 解析 , 风 在 (zo, go) 点 附近 的 映照 
可 以 归纳 成 : 转 一 个 g 角 , 并 依 系数 7 伸缩 、 事 实 上 ， 从 解析 几何 
中 可 以 知道 , 括号 内 的 式 子 是 平面 旋转 一 个 9 角 的 旋转 公式 , 而 用 
" 乘 -- 乘 , 则 表示 伸缩 7 倍 . 
为 了 想象 出 ， 在 使 得 户 (3) 一 0 的 那 种 点 ， 了 映照 可 能 出 现 一 些 
什么 ,我 们 把 两 数 
了 在 后 一 种 请 形 下 , 即 当 4=0 时 ,该 变化 已 经 不 对 仿 射 变换 ， 关 于 仿 射 灾 ,可 
多 考 第 三 章 (第 一 卷 )5 LI。 
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We (837) 
加 以 研究 将 会 是 有 好 处 的 。 这 函数 的 导数 w' 一 me! 当 z 一 0 时 为 
等 . 喘 照 (37) 最 好 是 利用 极 坐 标 或 复数 的 三 角 表示 来 加 以 研究 . 令 
zmy(cos9 十 ising)， 
Y=p(cos 8+isind). 
注意 在 复数 相 乘 时 , 模 相 乘 而 辐 角 相 加 , 则 得 
sr"(o06np iainng), 
因而 有 
pm 9—np, 
从 后 面 一 个 式 子 可 以 看 出 , + 平面 上 的 射线 p 一 const (常数 ) 变 成 
平面 上 的 射线 9 一 mp 一 oonst， 因 之 ，z 平面 上 两 条 射线 之 间 大 
小 为 «的 交角 变 成 大 小 为 8~na 的 交角 . z 平 面 到 w 平 面 上 的 
映照 已 经 不 再 是 一 对 一 的 ， 事 实 上 ,车 已 经 给 定 了 一 个 以 p 为 械 ， 
以 9 为 辐 角 的 点 w， 则 它 可 以 作为 n 个 以 ?一 YP 为 模 ,以 
0 0 2r 8 2 


. 
I tt 


为 辐 角 的 点 的 象 而 得 出. 当 自 乘 m 次 释 时 ， 相 应 点 的 模 即 等 于 p， 
辐 角 即 等 于 
0, 0+ 2m, *, 0+25(n—1),' 
因为 把 辐 角 加 上 一 个 3x 僧 数 的 基 并 不 改变 该 点 的 几何 位 置 , 故 羽 
平面 上 所 有 的 象 稍为 同一 . 
保 角 上 映照 ”假若 解析 函数 w 一 /(z) 把 z 平面 上 的 一 个 域 卫 
一 对 一 地 变 到 了 w 平面 上 的 域 4 我 们 就 说 它 做 出 了 一 个 从 域 刀 
到 域 4 上 的 保 角 映 照 。 
保 角 映 照 在 西数 论 及 其 应 用 中 的 作用 可 以 从 下 面 一 个 差不多 
是 一 目 了 然 的 定理 确定 下 来 . 
假若 一 F(w) 是 域 4 内 的 一 个 解析 洱 数 , 则 复合 函数 
到 [7 的 ] 是 域 卫 内 的 一 个 解析 函数 ， 这 定理 可 从 以 下 等 式 推出 ， 
有 我- 发 .各 
和 dw ds* 
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图 15 


注意 一 下 函数 必 ~ 卫 (w) 和 ww~f (3) 为 解 白 ， 我 们 就 可 断定 ， 
夏 边 的 两 个 因子 党 有 极限 因而 在 二 内 的 每 一 点 ,比值 至 具 
有 了 唯一 的 极限 性 ， 这 证 明了 函数 一 了 [f(z)] 为 解析 


所 证 明 的 定理 指出 了 ， 在 域 4 中 研究 解析 函数 可 以 化 为 在 域 
刀 中 去 研究 解析 函数 假若 域 厂 的 几何 构造 比较 简单 , 那么 函数 
的 研究 就 可 因此 化 简 . 

所 有 那些 我 们 必须 要 在 其 中 来 进行 解析 函数 的 研究 的 域 之 
中 , 最 重要 的 一 类 要 算是 单 连 通 域 类 .。 所 谓 单 连 通 域 是 指 它 的 周 
界 由 一 条 边 所 组 成 的 那 种 域 ( 图 15, (a)), 以 别 于 周 界 分 解 成 几 条 
边 的 那 种 域 (例如 图 15, (b) 和 15, (0) 中 所 盘 的 那 种 域 ). 

我 们 要 注意 , 有 了 时 我 们 也 需要 在 处 于 曲线 外 面 , 而 不 是 在 处 于 
曲线 里 面 的 那 种 域 中 来 研究 函数 ， 假 若 这 种 域 的 周 界 只 由 一 条 边 
所 组 成 , 这 种 域 还 是 叫做 单 连通 域 (图 15, (a)) . 

下 面 一 个 著名 的 黎 曼 定理 是 保 角 映 照 理论 的 基础 . 

对 于 任何 单 连通 域 4， 我 们 皆 可 造 出 一 个 解析 函数 它 把 以 
原点 为 心 , 以 工 为 半径 的 贺 保 角 地 映照 到 域 4 上 去 , 并 使 得 圆心 映 
照 到 域 4 的 一 个 预先 给 定 的 点 wo, 县 把 过 圆心 的 任意 一 个 预先 给 
定 的 方向 变 到 过 wo 点 的 一 个 任意 预先 给 定 的 方向 。 这 定理 指出 
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了 , 在 任何 单 连通 域内 的 复 变 函数 的 研究 可 以 化 归 (例如 ) 在 单位 
咖 内 定义 的 函数 的 研究 . 

我 们 现在 大 致 来 解释 一 下 如 何 把 上 面 所 说 的 事实 用 到 机 贾 理 
论 的 问题 上 去 .现在 假定 我 们 希望 要 去 研究 在 一 个 具有 某 种 形式 
的 措 断 面 的 机 要 附近 的 气流 。 





图 16 


假若 我 们 己 经 会 把 横断 面 外 面 的 流 场 保 角 地 映照 到 图 外面 的 
域 上 去 ， 那 么 我 们 就 可 以 把 那 已 经 造 好 了 的 圆 外 附近 气流 的 特征 
函数 的 表达 式 利 用 来 造 出 槛 断面 附近 气流 的 特征 函数 . 

设 5 是 图 所 在 的 平面 ，? 是 横断 面 所 在 的 平面 《一 /(z) 是 一 
个 函数 , 它 把 横断 面 外 面 的 域 映 照 到 圆 外面 的 域 上 去 , 而 且 有 

lim 7 一 = 

以 “ 记 画 上 面 与 横断 面 的 尖 点 4 相应 的 点 。 我 们 现在 作 一 
个 环流 , 它 锐 贺 周 流 过 , 并 在 @ 点 有 一 流动 点 (图 16)。 这 函数 我 
们 以 环 公 ) 记 之 ， 

WL) =B+iy. 
这 气流 的 流动 曲线 系 由 方程 
=o0nst 
所 定义 ， 我 们 现 来 研究 函数 
ws) = [FO], 
并 令 wg+ 部 。 


CE 


我 们 现在 证 明 ,w(@) 是 在 模 断 面 周围 流 经 4 点 的 气流 的 特 
征 画 数 .我 们 首先 证 明 由 卫 数 w(z) 所 
定义 的 气流 流 过 横断 面 . 要 想 证 明 这 点 ， 

(7 我 们 须 先 证 明 机 断面 的 周 线 是 一 流动 曲 
线 , 即 在 机 断面 的 周 线 上 , 有 


Ws, 风 一 const. 


用 区 但 由 此 可 知 ， 
bz, =pE, WD 
肯 横 肠 面 上 的 点 (z, 功 与 廿 局 上 的 点 (&, 埠 相 对 应 ,在 圆周 上 则 有 
WE, W) oonst, 


同 理 ,我 们 可 以 简单 地 证 明 和 4 是 一 流动 点 . 我 们 可 以 证 明 , 假 
车 适当 地 选取 加 .上 的 一 道 流 的 流动 速度 , 则 在 横断 面 的 周围 , 我 们 
可 以 得 到 一 气流 ， 它 在 梭 断 面 上 的 一 道 流 具有 任何 顶 先 给 定 的 速 
度 . 

保 角 映照 在 复 变 函 数论 和 它 的 频 用 之 中 有 着 重要 的 作用 。 出 
此 就 引出 了 一 个 问题 , 要 寻求 一 个 保 角 了 映照 , 把 一 个 域 喘 照 到 一 个 
具有 给 定 的 儿 何 形状 的 域 上 去 .在 许多 最 简单 然而 有 用 的 情形 ， 
这 一 问题 可 利用 初等 复 变 函数 来 解决 . 但 在 一 般 情形 下 , 初等 函 
数 却 无 济 于 事 ， 正如 我 们 已 经 说 过 的 , 黎 显 曾经 说 出 了 保 角 了 映照 
理论 的 一 般 性 定理 , 但 他 并 未 对 这 定理 作出 严格 的 证 明 .。 在 好 几 
十 年 的 时 间 里 经 过 若干 大 数学 家 的 努力 ， 才 对 黎 受 定理 得 出 了 一 
个 完善 的 证 明 . 

有 一 些 方法 密切 结合 着 黎 曼 定理 的 各 种 证 明 方法 发 展 了 起 
来 ,利用 这 些 方法 我 们 可 以 近似 地 造 出 域 的 保 角 映照 真正 要 作 
出 一 个 保 角 映 照 把 一 个 域 歇 照 到 另外 一 个 域 上 去 ， 这 有 时 是 一 件 
非常 困难 的 事情 。， 对 于 研究 孙 数 的 若干 一 般 性 的 性 质 , 通常 并 不 
需要 真正 知道 把 一 个 城 映照 到 男 一 个 域 上 去 的 保 角 喘 照 ， 而 只 需 
知道 这 种 映照 的 某 些 几何 性 质 即 可 。 这 就 使 得 我 们 要 广泛 地 去 研 
究 保 角 上 映照 的 几何 性质 ， 为 了 关于 这 类 定理 维 读 者 们 一 个 观念， 
我 们 现在 试 举 一 例 加 以 说 明 。 
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设 z 平 面 上 以 举 标 轴 原 点 为 心 ， 以 1 为 半径 的 圆 已 经 映照 到 
某 一 域 4 上 去 , 而 且 原点 变 到 域 4 内 的 wo 点 ( 因 17)， 假若 我 们 
现在 来 研究 任意 一 个 把 圆 映 照 到 域 4 上 去 的 映照 ， 则 对 于 这 映照 
在 ?一 0 点 的 变化 情形 ， 我 们 不 可 能 作 任何 的 结论 。 对 于 保 角 映 
照 ,我 们 就 有 下 述 的 著名 命题 . 
在 坐标 轴 原 点 的 伸缩 量 不 超过 以 ww 点 为 心 内 切 于 域 4 的 周 
界 的 贺 的 半径 的 生 供 : 
{fF'(0) 1 <4r. 
苏联 数学 家 们 有 许多 工作 是 从 事 于 保 角 映 照 理论 中 许多 问题 
的 研究 的 。 在 这 些 工作 里 , 对 于 许多 值得 注意 的 保 角 映 照 类 得 出 
了 精确 的 公式 , 研究 了 保 角 映照 的 近似 计算 方法 , 并 得 出 了 一 系列 
关于 保 角 映照 的 一 般 性 几何 定理 . 
拟 保 角 映 照 。” 保 角 有 映照 与 解析 西数 的 研究 , 或 与 满足 柯 西 -党 
曼 条 件 
dm 


的 一 对 函数 的 研究 密切 有 关 ， 在 车 二 数学 物 再 问 题 中 ,我 们 会 过 
到 比较 普 沁 的 一 类 微分 方程 组 。 这 类 方程 组 与 某 些 喘 恨 有 关 ， 这 
些 映 照 在 平面 0zy 上 的 每 一 点 的 附近 澳 具 有 菏 种 几何 性 质 ， 且 把 
一 平面 映照 到 另 一 平面 。 为 了 说 明 这 点 ,我 们 现在 来 研究 下 面 一 
组 从 分 方程 

全 -z@, 名， (88) 
如- -ze WD 名 . 

车 p(z, 细 一 1 则 这 组 王 分 方程 即 进化 为 和 西 - 窗 晕 方程 在 
一 般 情形 下 , 做 车 Zz 共 是 任意 的 函数 ,我 们 也 可 以 把 方 各 组 (33) 
的 每 一 组 外 生成 芋 Oog 平面 到 Our 平面 上 的 一 个 映照. 现在 来 研 
究 我 们 的 映照 在 (zw go) 点 附近 的 几何 性 质 。 为 此 ,假定 (zu go) 
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点 的 邻 域 很 小 , 我 们 可 以 只 保留 函数 4 和 ?关于 “一 ze 和 4 一 %% 的 
展 并 式 前 第 一 项 ,并 把 映照 看 成 仿 射 变换 


-+ 人 .0 
+ 名) -sD+( 代 ), w-  (99) 
车 函数 如 “满足 方程 组 (88)， 则 对 于 这 仿 射 变换 ， 就 出 现 了 


下 面 的 性 质 . 

中 心 在 (zw go) 点 ,主轴 与 坐标 轴 平 行 , 且 半 轴 之 比 为 

二 -pm 入) 

的 梢 圆 在 Ouv 平面 上 即 变 为 以 (ww，%o) 为 心 的 贺 。 

我 们 现在 米 证 明 这 一 命题 。Ouw 平面 上 以 《wo, v0) 点 为 心 的 加 
的 方程 为 

(一 wo) "+ (一 oo) =. 

以 业 ~ 和 ?一 嫩 的 由 2 和 4# 表 出 的 表达 式 代入 ， 则 得 Oxy 平面 
上 相应 此 线 的 方程 


咒 ) (各 辣 e-m 
二 3[( 融 )( 盐 ) + 器) 各)] ee- 四 人- 风 
+[( 种 +( 名 有 -w= 

现在 利用 方程 组 (38) 将 西数 。 的 导数 用 函数 的 导数 类 出 . 


由 此 即 得 
[( 祷 7 (各 je 
+ 去 [( 鲍 ”le- 9p 
若 令 “一 


VR) re) TE 
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MS RA 
则 上 面 的 方程 即 化 为 
(oa)? | yg 1, 


于 是 , 变 为 图 的 曲线 实际 上 是 一 具有 上 述 性 质 的 糖 贺 . 

假 车 我 们 不 是 去 讨论 由 展开 式 的 第 一 项 得 出 的 仿 射 变换 ， 而 
是 讨论 精确 的 变换 , 则 椭圆 的 半 轴 越 小 , 刚才 对 于 映照 所 得 出 的 性 
质 就 越 接 近 真 实 的 情况 . 

我 们 可 以 这 样 说 , 这 性 质 对 于 无 穷 小 贿 回 成 立 . 

于 是 , 从 方程 (88) 可 以 推 知 , 变 为 加 的 无 穷 小 贿 圆 的 半 轴 的 方 
向 和 半 轴 之 比 在 每 一 点 缘 可 定 出 。 实际 上 , 这 一 几何 性 质 已 完全 
描绘 出 微分 方程 组 (38) 的 特性 , 就 是 说 , 假若 函数 “和 % 所作 出 的 
了 观照 具有 所 述 的 几何 性 质 , 则 它们 就 满足 这 一 组 方程 。 因 此 , 研究 
方程 (38) 的 解 的 问题 和 研究 具有 所 述 性 质 映照 的 问题 是 等 价 的 。 

特别 ,我 们 要 指出 ,对 于 柯 西 - 黎 曼 方 程 ， 这 一 性 质 可 叙述 如 
入 

以 (zo, 如) 点 为 心 的 无 穷 小 贺 变 为 以 Cue，%0) 点 为 心 的 无 穷 小 
四. 

很 广泛 的 一 类 数学 物理 方程 的 研究 可 以 归结 为 具有 下 述 几 何 
性 质 的 映照 的 研究 。 

对 于 变数 平面 上 的 每 一 点 (2， 功 ,我们 给 定 了 两 个 椭 回 的 六 
轴 之 比 和 半 轴 的 方向 。 要 求 作出 Ozy 平面 到 Ows 平面 上 的 映照 ， 
使 得 第 一 族 中 的 无 穷 小 椭圆 变 为 第 二 族 中 以 志 (wu, 9) 为 心 的 无 穷 
小 模 辑 . 

对 于 与 这 种 一 般 的 方程 组 有 关 的 映照 ， 首 先是 由 苏联 数学 家 
拉夫 伦 捷 夫 研究 起 来 的 .这些 映 照 名 为 拟 保 角 映 照 . 研究 由 微分 
方程 组 所 定义 的 映照 这 种 想法 ， 使 得 我 们 有 可 能 把 解析 函数 论 中 
的 方法 推广 到 非常 广泛 的 一 类 问题 上 去 。 拉 类 抢 捷 天 和 他 的 学 生 
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们 就 曾 进 行 拟 保 角 有 映照 的 研究 ; 而 二 这 些 研 究 在 数学 物理 、 力 学、 
几何 中 的 若干 问题 上 得 到 许 许多 多 的 此 用 。 值得 提 及 的 是 : 拟 保 
角 映 照 的 研究 在 解析 丁 数论 本 身 也 是 很 有 前 轿 的 。 

自然 ， 在 这 里 我 们 不 可 能 详细 痰 论 复 变 函 数论 中 的 几何 方法 
在 各 方面 的 应 用 . 


§ 4. 线 积 分 。 柯 西 公式 及 其 推论 


复 变 函数 的 积分 “对 于 解析 函数 性 质 的 研究 ， 复 变 函 数 的 积 
分 这 一 概念 起 着 最 为 重要 的 作用 . 复 变 函数 洪山 线 求 积分 这 一 概 
念 相当 于 实 变 函 数 的 定 积分 这 一 概念 .我 们 现在 来 研究 平面 上 从 
加 开始 到 > 终止 的 一 条 弧 O 和 一 函数 了 (2), 这 函数 在 包含 弧 口 的 
一 个 域内 有 定义 ， 我们 将 弧 0 用 点 (图 18) 
20, A 7 a 


分 成 一 些小 的 部 分 ， 然后 来 考虑 和 数 
S= 站 yo (ex 一 sr- 。 


假若 丽 数 了 (3) 为 连续 ,而 弧 0 又 为 有 限 长 ， 则 如 对 于 实 函 玫 
一 样 ， 我 们 可 以 类 似 地 证 明 ， 在 将 分 点 的 数目 m 增 大 ， 使 得 相 邻 
.<5 。 两 个 分 点 之 间 的 距离 趋 于 零 时 ， 和 数 8 
2 有 一 完全 确定 的 极限 ， 这 极 腿 叫做 沿 弧 

0 的 积分 ,以 





J/ Wa 
Ze 记 之 ， 我 们 要 注意 , 在 定义 积分 时 , 我 们 
宙 全 已 经 选 定 了 弧 〇 的 始点 和 终点 , 换 言 
之 ， 我 们 已 经 选 定 了 确定 的 沿 曲线 O 运动 的 方向 
我 们 容易 证 明 下 面 一 切 简单 的 积分 性 质 . 
1° 两 函数 之 和 的 积分 等 于 被 加 函数 的 积分 和 ， 


J +r- | Ot | am 





2* 常数 因子 可 以 拿 到 积分 符号 之 外 ， 
hs Af Wa = A IO. 
8 若 红 0 是 弧 O4 和 Cs 之 和 , 则 
人 7 天 -| Ot OE 
4 和 车 D 是 弧 O 按 反方 向 所 取 的 弧 , 则 
[yaar-[vom 

所 有 这 些 性 质 , 对 于 和 数 8 来 说 皆 很 旺 然而 对 于 积分 来 说 ， 
则 可 从 了 到 极限 得 出 . 

5。 着 弧 O 之 长 等 于 厂 而 且 在 缀 OQ 上 有 不 等 式 

lf WI <, 
则 
| re|<aa5. 

我 们 来 证 明 这 一 性 质 。 我 们 只 需 对 于 积分 和 S 来 证 明 这 一 
不 等 式 即 可 , 因为 这 样 一 来 , 它 对 于 取 极限 之 后 仍然 成 立 , 因而 对 
于 积分 也 成 立 ,对 于 积分 和 

1S}=|B/( -m2 |<DI/ | | 
< 至 已 |a% 一 %-|， 
但 位 于 第 二 因子 的 和 数 等 于 内 接 于 弧 O 且 以 加 为 顶点 的 折线 各 
段 之 长 的 和 和。 显而易见, 折线 之 长 不 会 大 于 曲线 之 长, 因而 有 
181< 了 
我 们 现在 来 看 最 简单 的 函数 了 Ga 一 工 的 积分 显 丁 易 见 ， 在 
这 种 情形 下 , 有 
一 Ga 一 ao) 十 (2 一 20) 十 "十 ( 扩 一 和 -1) 
一 加 一 0 一 2 一 20。 
这 证 明了 |= 一 


所 得 型 的 结果 揭 出 ， 对 于 本 数 了 (G) =1, 积分 前 值 对 于 所 有 连 
接 z 点 和 = 点 的 弧 缘 相同 。 黎 言 之 ,积分 揭 值 仅 与 积分 路 径 的 始 
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点 和 终点 有 关 。 但 容易 证 明 , 这 一 性 质 并 不 是 对 于 任何 复 变 函数 
箔 成 立 。 比 如 说 , 假 车 了 (2) = am， 则 经 过 简单 的 计算 即 可 指出 ， 
| zdz— iy 人 .cue- 瑟 ， 2 一 必 十 刘 . 
这 里 的 04 和 0s 是 图 19 中 夯 出 的 积分 路 笃 . 
我 们 把 这 两 个 等 式 的 证 明 贸 给 读者 . 
解析 函数 论 的 重要 事实 就 是 下 面 的 柯 西 定理 。 
若 f(z) 在 单 连 通 域 刀 内 的 
每 一 点 皆 可 微分 , 则 沿 域内 任 
何 连接 刀 内 任意 两 点 % 和 = 的 
各 所 到 的 积分 吞 相同 ， 
在 这 里 ， 我 们 将 不 证 明 柯 西 
定理 ， 对 此 有 兴趣 的 读者 可 参考 
中 下 任何 一 本 关于 复 变 函数 论 的 书 . 
我 们 在 这 电 只 叙述 这 定理 的 一 些 重要 推论 . 
首先 , 柯 西 定理 使 得 我 们 可 以 引入 解析 函数 的 不 定 积分 ， 可 
实 上 ,我 们 现在 将 z 点 固定 ， 而 米 讨论 沿 一 条 连接 zx 和 z 的 曲线 
所 取 的 积分 ， 
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这 时 我 们 可 以 沿 任何 一 条 连接 和 z 的 曲线 取 积分 ， 因 为 积分 的 
值 不 因 曲 线 的 改变 而 改变 ， 因 而 上 只 与 # 点 有 有 关 。 函数 到 (z) 叫做 
了 (2) 的 不 定 积分 . 

了 (2) 的 不 定 积分 具有 导数 , 它 等 于 /了 (2 . 

在 若干 的 应 用 上 ， 有 有 儿 个 凋 的 与 柯 西 定理 等 价 的 定理 比较 合 
用 . 

仆 若 f(z) 在 一 单 连通 域内 处 处 可 以 微分 , 则 党 这 域内 的 任何 

一 条 出 上 曲线 所 取 的 积分 等 于 零 ， 


| 7Ga-o. 
这 是 显而易见 的 ， 因 为 闭 曲线 的 站 点 和 终点 相同 ， 因 而 和 = 可 
214。 


以 用 一 条 堆 和 连接 起 来 。 

以 后 , 凡是 提 到 历 曲 线 ,我 们 告 指 的 是 依 反 时 针 方 向 所 引 的 一 
条 国道 ， 假 车 国 才 是 依 时 针 方向 所 引 , 我 们 将 以 下 记 之 . 

柯 西 积分 上面 所 说 的 事实 使 得 我 们 可 以 推出 下 面 的 柯 西 基 
本 公式 ， 这 公式 把 可 微分 函数 在 闭 围 道内 点 的 值 用 函 教 在 围 道 本 
身上 而 的 值 表 示 出 来 

/9-H 


2 
我 们 现在 证 明 这 一 公式 . 设 * 固定 ,上 为 一 自 变数 .函数 
GO 


在 域 刀 内 部 , 除了 点 5 一 z 之 外 (在 这 点 分 母 为 零 ), 在 每 一 点 4 冯 
为 连续 且 可 微分 ， 这 一 事实 使 得 我 们 不 能 把 柯 凸 定理 运用 到 函数 
yp 以) 和 国道 OO 上 来 

我 们 现在 来 考虑 以 * 点 为 圆心 以 p 为 半径 的 圆周 区 。, 并 证 明 


fr OR] rd. (40) 


为 了 这 一 目的 , 我 们 现在 做 一 条 二 助 的 儿 转 道 Fw 它 是 由 力道 0， 

连接 O 和 贺 周 的 弦 段 7。, 以 及 

依 反 方向 所 引 的 圆周 玉 , 所 组 

成 的 (图 20)。 力道 ,有 如 第 CD 

头 指 出 。 因 为 点 《=z 在 了 ,之 

外 ， 所 以 在 7 之 内 茵 数 9(C) 

处处 可 微分 , 因而 有 辐 希 
fraco. (4D 

但 围 道 ,可 以 分 咸 四 个 部 分 ，0, 7 区。 和 驴 , 故 据 积分 的 性 质 

8°, 我 们 有 


rmat fr 
+ rut fr. 
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以 泊 及 。 及 y 所 取 之 积分 代 营 沿 区。 及 7 所 取 的 积分 ， 凑 刊 用 
性 质 4%, 即 得 


人 GE- CE- GO-0 


这 证 明了 公式 (40). 
要 想 算出 (40) 的 右边 , 我们 现在 令 


[rl 《2 父 
-| /OO a LO 
过 Ce rz 
A 
我 们 先 计算 第 二 项 。 在 国 周 区 。 上， 


t=2+p(cos0+isind). 
试 注意 * 和 为 常数 ,我们 旭 得 
We d=p(—singticod)d =ip(co0+isin O)ad, 
Lt—z~plo0o80 +ising), 
故 得 


bt 4, PS" 
fe 
因为 绕 回 周一 周 , 9 之 全 部 变动 等 于 2x， 根 据 (40) 和 (42)， 


[E+ RAO a 

在 所 得 出 的 等 式 中 ,我 们 现在 令 p 一 0 取 极 限 。 此 时 , 左边 和 
右边 之 第 一 项 保持 不 变 ， 我 们 现在 证 明 , 第 二 项 的 极限 等 于 零 . 于 
是 ， 在 p 一 0 时， 我们 的 等 式 即 变 为 柯 西 公式 。 要 想 证 明 第 二 项 
当 p 一 0 时 赵 于 零 , 我 们 可 注意 


lm A = 了 "(2), 


fs 


人 因而 为 有 界 ， 
LOO | <a 
<0 | 


运用 积分 性 质 5°， 即 得 
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于 是 , 柯 西 公式 的 证 明 即 告 完 成 。 柯 西 公式 乃 是 复 变 函 数论 的 研 
究 中 的 一 个 基本 工具 . 

将 可 微分 函数 展 成 改 级 数 ”我 们 现在 利用 柯 西 定理 来 证 明 可 
微分 复 变 丙 数 的 两 个 性 质 ， 

任何 复 变 函数 , 若 它 在 域 了 内 具有 一 阶 导数 ， 则 它 也 具有 名 
阶 导数 . 

事实 上 , 在 团 井 线 内 , 我 们 的 函数 可 用 柯 西 积 分 败 出 ， 


10-r|, Oa. 
在 积分 号 下 的 是 的 可 微分 西数 因 之 ,在 积分 号 下 到 微分 , 见得 
1@-r |S 
在 和 分 呈 下 的 和 新 了 是 一 个 可 人 分 当 。 国 此， 我 们 可 以 和 到 
分 ,于 是 见得 


J"r Dar 
Wo 
六 地 行 分 ,我 们 妈 和 到 一 直人 公式 
"oO-r lr. 

于 是 ， 我 们 就 可 以 计算 任何 阶 导 数 ， 要 想 全 得 这 一 证 明 十 分 
严格 ， 还 须 证 明 在 积分 号 下 求 微分 是 合法 的 ， 我 们 将 不 讨论 这 一 
部 分 证 明 . 

第 二 基本 性 质 是 ， 

车 /了 3) 在 以 @ 点 为 心 的 贺 天 内 处 处 可 微分 , 则 yj (z) 可 展 成 
一 在 到 内 收敛 的 台 勒 级 数 . 

1- OHO + + eat. 

在 $ 工 中 ， 我 们 曾 定义 复 变数 的 解析 函数 是 一 个 可 展 成 符 级 
数 的 秀 数 。 上 述 的 定理 说 道 : 任意 可 微分 的 复 变 数 省 是 解 折 孙 
数 。 这 是 复 变 画 数 的 一 个 特有 的 性 质 , 在 实 域 中 并 无 与 之 类 似 者. 
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具有 一 阶 导 数 的 实 变 函 数 可 以 在 任何 一 点 此 没有 二 阶 导数 . 

我 们 现在 来 证 明 上 述 的 定理 . 

设 f(z) 在 以 e 点 为 心 的 国 五 内 及 其 周 界 上 重 具 有 导数 。 则 
在 五 内 , 泊 数 了 (2) 可 用 柯 西 积分 表 出 


/9- 志 | 站. C3) 


记 人 -z= 作 一 0) 一 (z 一 e)， 则 得 





1 1 1 
er 
试 注意 点 z 系 在 回 内 , 而 < 则 在 圆周 上 , 故 得 
z-al 
t-al 
因 之 , 根据 几何 级 数 公式 ,有 
1 -1+( 生 E)+tet (He) + (45) 


a 《一 G@ 


<1, 








t—a 


而 右边 的 级 数 为 收复 利用 (44) 及 (45), 我 们 可 以 把 公式 (48) 表 


成 
719- 二 人 [ 挫 +e- -s+ “ 
(4) p 
+ GOT sr tl. 
我 们 现在 将 括 弧 内 之 级 数 施行 逐 项 积分 。 这 样 做 之 所 以 合法 ,可 
以 严格 地 加 以 论证 ， 于 是 , 在 各 项 内 将 与 5 无 关 的 内 于 (z 一 0)" 提 
出 括号 之 后 ,我 们 就 得 到 


-让 (&) a (OR 
79- 吉 | 人 芝 + 和 + 


(人 一 fa 二 
0 (6—a)"™ 中 

现 利用 逐次 导数 的 积分 公式 , 我 们 可 以 记 
»218» 





a -让 @. 站， 


hy 
于 是 即 得 
OO+H D+ tat 


我 们 已 经 证 明了 可 微分 复 变 函数 可 展 成 寡 级 数 ， 反之 ， 可 者 
成 寡 级 数 的 函数 是 可 微分 的 。 它 的 导数 可 以 从 逐 项 微分 级 数 得 到 
【这 一 运算 之 为 合法 可 以 严格 证 明 ). 

幅 函 数 ” 守 级 数 只 在 某 一 加 内 给 出 了 函数 的 解析 下 示 。 这 回 
的 半径 等 于 从 圆心 到 与 之 最 为 接近 的 使 得 医 数 不 再 为 解析 的 点 
《函数 的 奇 点 ) 的 距离 . 

在 解析 函数 中 , 自然 也 有 一 类 函数, 它们 对 于 变数 的 任 甸 有限 
值 丝 为 解析 .。 这 种 函数 可 以 用 一 个 宏 级 数 来 表示 ， 这 吞 级 数 对 于 
变数 * 的 一 切 值 皆 为 收敛 , 这 种 画 数 名 为 z 的 鉴 函 数 ， 假若 我 们 
是 讨论 在 坐标 轴 原 点 的 展开 式 , 则 蓝 函 数 可 以 玫 成 形 如 

Ga) 一 Oo 十 Ciz 十 0a22 十 … 十 Cat 十 
的 级 数 ， 车 在 这 级 数 中 , 所 有 的 系数 , 从 某 一 个 开始 , 篆 为 零 , 则 这 
郑 数 就 是 一 个 多 项 式 , 或 整 有 理 函 数 
忆 (z) 一 Oo 十 Oiz 十 … 十 On 
假若 在 展开 式 中 有 无 限 多 项 异 半 零 , 则 此 整 函 数 叫做 超越 的 ， 下 
面 是 儿 个 这 类 函数 的 例子 : 
ae= 寺 而 + 
六 
器:= 生 ~- 豆 


Es 


此 
二 可 一 





2 
C082=1— a 


4 
在 新 究 多 项 式 时 ,方程 
PG =0 
的 根 的 分 布 问题 起 着 重要 的 作用 , 或者, 更 普遍 一 些 , 我 们 可 以 提 
出 关于 使 得 多 项 式 取 所 与 的 值 4 


*219。 


了 全 = 全 

的 点 的 分 问题 . 

高 等 代数 学 中 的 区 本 定 再说， 任何 多 项 式 至 少 在 一 个 点 取 所 
与 的 值 4， 这 一 性 质 已 经 不 可 能 报到 任意 的 整 丁 数 上 来 。 例 如 函 
数 如 =e 在 平面 上 任何 一 点 皆 不 为 零 。 但 我 们 却 有 下 列 的 皮卡 
尔 定理 : 任何 整 西 数 取 任意 的 值 无 限 多 次 , 至 多 除 一 个 值 之 外 . 

关于 使 得 整 函数 取 所 与 的 4 值 的 那 种 点 在 平面 上 的 分 布 问 
题 乃 吓 整 函 数论 中 的 一 个 中 心 问题 . 

多 项 式 的 根 的 数目 等 于 它 的 次 数 ， 多 项 式 的 次 数 与 | 已 (z) | 当 
1zi 一 co 时 的 增长 速度 密切 有 关 。 事实 上 , 我 们 可 以 写 

IP@1=|s | +++ 和 | 


因为 当 s-> oo 时 ,第 二 因子 趋 于 jm| , 故 当 |z| 基 大 时 , mn 次 多 项 
式 的 增 大 与 |o| |zj" 相似 ， 于 是 ,我 们 可 以 看 出 , n 越 大 , | P,(2) | 
当 |z| 一 so 时 增长 越 快 ， 多 项 式 的 根 越 多 ， 看 起 来 ,似乎 对 于 整 
函数 来 说 这 项 规律 仍然 继续 有 效 ， 但 对 于 整 函数 .7(2) 来 说 , 根 的 
数目 一 般 次 是 无 限 , 因此 , 根 数 的 问题 就 没有 什么 意义 。 但 我 们 还 
是 可 以 讨论 方程 





f= 
在 半径 为 了 的 图 内 根 的 数目 nCr, a), 并 研究 当 7 增 大 时 , 这 一 数 
日 如 何 变化 。n(7，a) 增长 的 速度 与 整 函数 在 半径 Y 的 图 内 的 最 
太 模 好 (r) 的 增长 速度 密切 有 关 . 正如 已 经 说 过 的 ， 对 于 整 函数 
来 说 , 可 以 存在 一 个 例外 的 值 ,使 得 方程 对 它 没有 一 个 根 ， 对 于 
所 有 另外 的 信 =, 数目 nar, a) 增长 的 深度 可 以 和 量 In (7) 增长 
的 速 庶 相 比 ， 在 这 里 ,我们 不 可 能 对 这 些 规律 性 作 更 精确 的 叙述 . 
， 整 函 教 的 根 的 分 布 等 性 和 数论 中 的 问题 有 关 ， 它 使 得 我 们 对 
于 黎 曙 捷 塔 函 教 5 8) 找 出 了 许多 重要 的 性 质 ?, 根据 这 些 性 质 , 我 

们 曾 色 证 明了 许多 有 关 素数 的 定理 . 
分 式 函数 或 半 纯 函数 ” 整 函 数 类 可 以 看 帮 是 代数 多 项 式 类 的 


1) 参考 专门 讨论 数论 的 第 十 章 。 
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一 推广 。 从 多 项 式 出 发 ， 我 们 可 以 得 出 比 之 更 为 宽广 的 有 理 函 数 


的 P(s) 
20 -0 
这 是 两 个 多 项 式 之 比 . 
同 理 ， 从 整 泗 数 出 发 ， 我 们 自然 可 以 做 出 新 的 函数 类 , 由 两 个 


整 函数 的 (3 和 Gs(z) 之 比 作成 的 函数 


7@- 生 有 
叫做 分 式 画 数 或 半 纯 函数 ， 这 样 得 出 的 函数 类 在 数学 分 析 中 起 关 
重大 的 作用 。 在 和 等 交 画 政 中 ， 像 
tps- tg 一 
等 就 属于 半 纯 画 数 类 . 
半 纯 本 数 已 经 不 是 在 全 复 平面 上 党 为 解析 , 在 使 得 分 母 Gs( 信 
为 零 的 那些 点 ,函数 泌 () 变 为 无 限 。 Gs(a) 的 根 在 复 平面 上 做 成 
一 孤立 点 的 集 ， 在 这 些 点 的 附近 , 函数 (四 当然 不 可 能 展 成 泰勒 
级 数 , 但 在 这 种 点 4 的 附近 , 半 纯 函数 却 可 以 家 成 一 个 含有 (2 一 <) 
的 车 二 个 负 方 次 的 等 级 数 ， 
19- E+ 
二 Oi1(z 一 0) 十 … eR "+, (46) 
当 = 点 接近 6 点 时 , 72) 的 值 趋 于 无 限 ， 使 得 一 解析 函数 在 
该 点 变 为 无 限 的 孤立 奇 点 称 为 该 函数 的 极点 ， 在 & 点 函数 的 解析 
性 质 的 损失 系 由 展开 式 (46) 中 具有 + 一 的 负 方 次 的 庄 项 所 约 制 . 
或 











_O-n_. O-: 
十 … 十 一 
Co 区 
描述 出 半 纯 西数 在 接近 奇 点 时 的 变化 情形 , 称 为 展开 式 〈46) 的 主 
要 部 分 ， 半 纯 函 娄 在 奇 点 附近 变化 情形 的 特点 由 它 的 主要 部 分 所 
决定 。 在 许多 情形 下 ， 当 我 们 知道 一 半 纯 函数 在 它 所 有 奇 点 的 附 
近 的 展开 式 的 主要 部 分 之 后 , 就 可 把 这 函数 造 出 来 ， 比 如 说 , 假若 
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函数 ,7(2) 为 有 理 函 数 ， 且 在 无 恨 远 点 为 零 , 则 此 函数 即 等 于 它 在 
所 有 极点 附近 的 展开 式 的 主要 部 分 之 和 , 而 对 于 有 理 西 数 来 说 , 恢 
点 的 数 日 则 是 有 限 的 ， 

0 O09 


[= 到 + 
在 一 般 迟 形 下 ， 有 理 函 数 可 以 表 成 它 的 各 主要 部 分 以 及 某 -~ 
多 项 式 之 和 ， 
0% ] 


0) 
7 四 -下 
十 Co COiz 十 … 十 Onzn. (47) 
(47) 式 给 出 了 有 理 函 数 的 表示 式 , 在 这 式 子 中 , 奇 点 在 函数 的 
构造 上 所 起 的 作用 表现 得 很 清楚 ， 在 有 理 函 数 的 各 种 各 样 的 应 用 
之 中 , (47) 式 这 样 的 麦 示 式 用 起 来 很 为 方便 , 而 且 在 说 明 函 数 的 奇 
点 如 何 决定 函数 整个 的 结构 时 , 它 也 大 有 益处 ， 看 起 来 , 所 有 的 半 
纯 孙 数 也 正如 有 理 函 数 一 样 ， 可 以 就 它 在 各 极点 的 主要 部 分 来 构 
造 。 我 们 现在 引述 (例如 ) 函数 ct 的 详细 的 表示 式 ,但 未 加 证 明 .。 
应 数 ctgz 的 极点 可 以 作为 方程 
sinz 一 0 
的 根 而 得 出 ,即位 于 点 ,一 br, …， 一 0 zr，…， bx， 我 
们 可 以 证 明 , 函数 在 极点 2 一 hz 的 宕 级 数 展开 式 的 主要 部 分 为 
1 
2 一 三 


而 函数 ctgz 即 等 于 各 极点 的 主要 部 分 的 和 
ops 二 + 加 [二 +] (48) 


2 一 有 xz 

半 纯 函数 按 主 要 部 分 腊 成 织 数 的 展开 式 之 记 以 重要 ， 是 因为 
在 这 种 央 达 式 中 , 函数 的 奇 点 已 经 济 楚 地 表 则 ,而 且 这 样 的 解析 表 
示 还 使 我 们 可 以 算出 在 全 平面 上 使 得 函数 具有 定义 的 诸 点 的 函数 
值 . 

在 研究 许 许多 多 分 析 中 重要 的 函数 类 时 ， 半 十 函数 论 是 非常 
重要 的 .。 特别， 我们 必须 强调 一 下 它 在 数学 物理 方程 理论 中 的 意 
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义 ， 积 分 方程 论 可 以 使 得 我 们 同 答 数学 物理 方程 理论 中 许多 重要 
的 问题 .而 积分 方程 论 的 建立 ， 则 大 有 乾 于 半 纯 逊 数 论 中 的 基本 
命题 . 

直到 现在 ， 泛 函 分 析 中 与 数学 物理 最 为 密切 有 关 的 一 部 
分 一 运算 子 理论 一 一 的 发 展 仍 常 有 赖 于 解析 函 臻 论 中 的 一 些 事 
实 ， 

论 函数 的 解析 表示 上面 我 们 已 经 看 到 ， 在 函数 可 以 微分 的 
任何 点 的 附近 , 该 函数 都 可 利用 突 级 数 来 定义 。 对 于 整 西数 米 说 ， 
矫 级 数 在 全 平面 十 收 化 ， 因 而 在 所 有 使 得 秀 数 有 定义 的 点 给 出 了 
函数 的 解析 表示 假若 函 数 不 是 整 函数 , 则 如 我 们 所 知 , 函数 的 泰 
勒 级 数 只 在 某 一 园 内 收 售 ， 这 圆 的 国 周 经 过 与 区 心 最 为 接近 的 琴 
数 的 奇 点 .由 是 , 这 每 级 数 就 不 可 能 在 所 有 使 得 函数 有 定义 的 点 狼 
能 算出 函数 的 值 ， 办 而 这 解析 函数 就 不 可 能 在 它 的 整个 定义 域 之 
内 用 一 个 宏 级 数 来 定义 ， 对 于 淮 纯 函数 来 说 ， 按 主要 部 分 展开 的 
展开 式 沈 是 它 的 解析 表示 ， 它 在 函数 的 整个 定义 域 之 内 定义 了 汝 
数 . 

假若 函数 不 是 整 函数 , 但 它 在 某 一 圆 之 内 定义 , 或 者 , 假若 我 
们 一 个 函数 , 它 在 某 一 域 之 内 定义 , 但 我 们 只 希望 在 某 一 图 内 来 
研究 它 , 那么 , 在 表示 它 的 时 候 , 我 们 就 可 以 使 用 泰勒 级 数 。 当 我 
们 在 一 个 不 是 图 形 的 域 中 米 研究 函数 时 , 我 们 就 吉 到 一 个 问题 , 是 
否 可 以 找到 函数 的 一 个 部 析 表 示 ， 它 适 于 在 整个 所 说 的 域 中 表示 
函数 。 在 一 个 圆 内 表示 一 解析 函数 的 宕 级 数 ， 它 以 最 简单 的 多 项 
式 ovz" 作为 它 的 项 。 自然 会 发 生 这 样 的 问题 ， 能 不 能 在 一 任意 给 
定 的 域 中 将 函数 展开 成 多 项 式 级 数 . 当 级 数 的 每 一 项 又 可 能 利用 
算术 运算 来 计算 的 时 候 ， 我 们 又 得 到 了 一 个 重新 从 最 简单 的 算术 
运算 出 发 来 玫 示 函数 的 工具 .我 们 所 提出 的 问题 的 一 般 答案 可 内 
下 面 的 定理 得 出 : 

在 任意 一 个 边界 系 由 一 条 曲线 做 成 的 域内 定义 的 解析 函数 ， 
可 以 典 成 多 项 式 级 数 

FO Tob) +P(e) + .+P + 
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上 述 的 定型 只 一 般 地 回答 了 函数 在 一 任意 给 定 的 域内 可 否 展 
开 成 多 项 式 级 数 这 一 问题 ， 但 这 一 定理 还 不 可 能 使 我 们 根据 给 定 
的 函数 造 出 级 数 , 如 崩 对 于 泰勒 级 数 所 出 现 的 那样 。 这 定理 只 是 
更 迅速 地 提出 了 如 何 将 函数 展开 成 多 项 式 级 数 这 一 问题 ， 而 不 是 
解决 了 这 一 问题 关于 根据 所 给 的 多 项 式 或 它 的 某 些 性 质 造 出 多 
项 式 级 数 的 问题 ， 造 出 收敛 最 快 的 级 数 以 及 与 该 函数 变化 情形 的 
特点 密切 相关 的 级 数 的 问题 ， 根 据 已 经 给 定 的 用 来 表示 函数 的 多 
顶 式 级 数 以 研究 函数 的 构造 的 问题 , 等 等 , 就 构成 了 广阔 发 展 的 用 
多 项 式 通 近 西 数 的 理论 。 关于 这 种 理论 的 建立 , 苏联 科学 家 们 起 
着 非常 重 相 的 作用 , 他 们 在 这 方面 得 出 了 一 系列 带 根 本 性 的 结果 ， 


$5. 唯一 性 和 解析 拓展 


解析 函数 的 唯一 性 ”解析 函数 的 最 重要 性 质 之 一 航 是 它 的 唯 
“和 
假若 在 域 刀 内 给 定 了 两 个 解 折 函数 ,它们 在 某 一 条 属于 域内 
的 曲线 C 上 相同 , 则 它们 在 整个 域内 全 同 . 
这 定理 的 证 明 很 简单 ， 设 户 (?)》 和 Pa(>) 是 域 刀 内 的 两 个 解 
析 函 数 , 它们 在 曲线 C 上 一 致 ， 差 
9( 功 一 户 () 一 户 (本 
是 域 刀 内 的 解析 函数 ， 且 在 O 上 为 零 ， 我 们 现 证 羽 , 在 域 刀 内 任 
何 一 点 皆 有 9(2) 一 0。 事 实 上 , 候车 在 域 也 内 存在 一 点 (图 21)， 
于 此 , p(xo) 类 0,， 则 我 们 可 将 曲线 O 延长 到 点 z, 并 沿 所 得 到 的 曲 
线 芽 走向 w， 直 至 西数 不 等于零 为 
止 。 假 车 4 是 在 荆 上 用 这 种 方法 所 
得 到 的 最 后 一 点 ， 若 g(wo) 0， 则 
区 wo, 且 在 曲线 工 的 紧 接 4 点 之 后 的 
图 名 任何 线段 上 不 恒 为 零 . 我 们 现在 来 证 
明 这 是 不 可 能 的 。 事实 上 , 在 则 线 工 的 紧 接 < 点 之 前 的 部 分 工 : 
上 上， 我 们 有 9( 引 =0。 我 们 可 以 只 用 到 函数 9 在 Te 上 的 值 就 
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能 算出 "人 在 工 上 的 所 有 导数 , 因而 人) 的 折 有 导数 皆 为 零 . 特 
别 , 在 点 ,有 
?OPC 0, 

我 们 现在 将 函数 gCC) 在 点 展 成 泰勒 级 数 。 展开 式 的 亩 次 

系数 纺 为 零 ,于 是 ,在 某 一 以 点 为 心 且 属于 域 忆 内 的 加 内 有 
?0 =0. 

特别 , 由 此 可 以 推出 , 等 式 w(z) =0 在 曲线 的 紧 接点 之 后 的 菜 

一 线段 上 继续 成 立 ， 由 假定 p(w) 头 0 即 导致 一 矛盾 . 

所 证 明 的 定理 指出 ， 若 已 知 解析 函数 在 某 一 有 曲线 眉 或 域 的 茶 
一 部 分 的 值 ， 则 这 些 值 即 唯一 地 决定 了 函数 在 所 给 定 的 域内 各 处 
的 值 ， 于 是 , 函数 在 变数 平面 上 各 个 部 分 之 间 的 值 互相 密切 有 关 ， 

要 想 懂得 解析 函数 唯一 性 的 意义 , 我 们 必须 回忆 一 下 , 依照 复 
变 函 数 的 一 般 定义 ， 在 变数 值 和 函数 值 之 间 可 以 容许 任何 的 对 应 
规律 。 在 这 样 的 定义 之 下 ,当然 谈 不 到 一 个 地 区 的 函数 值 就 唯一 
决定 了 平面 上 其 它 地 区 的 函数 值 。 我 们 现在 看 到 , 复 变 函数 的 可 
微分 性 这 一 唯一 的 要 求 显得 是 这 样 的 有 力 ， 以 致 决定 了 函数 在 各 
个 地 区 的 值 之 间 的 关系 . 

我 们 还 须 特别 指出 , 在 实 变 函 数 范围 内 , 函数 的 可 微分 性 并 不 
引出 类 似 的 推论 .事实 上 , 我 们 可 以 造 出 几 个 函数 ,它们 可 微分 任 
意 多 次 , 在 Or 轴 的 某 一 区 间 内 相同 ,而 在 其 它 的 点 则 不 相等 。 例 
如 当 = 歌 负 值 时 等 于 零 的 函数 可 以 这 样 定义 ， 使 得 它 当 = 取 正 值 
时 蜡 于 零 , 且 有 任意 次 的 连续 导数 ， 比 如 说 , 当 z>0 时 , 令 


1 
即 可 做 到 这 点 。 
解析 拓展 与 全 解析 函数 ”在 定义 复 变 水 数 时 ， 卫 数 的 定义 域 
常 为 定义 函数 的 方法 本 身 记 限 制 。 我 们 现在 来 讨论 一 个 完全 初等 
的 例子 ， 设 函数 由 级 数 
J(z) 一 工 十 z 寸 加 十 … 士 a 十 …… (49) 
所 定义 ， 我 们 都 知道 ,这 级 数 在 以 坐标 轴 原 点 为 心 的 单位 贺 内 收 
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敛 , 且 在 这 加 外 发 敢 ， 因 此 , 由 (49) 式 所 定义 的 解 折 函数 只 在 这 贺 
内 定义 。 另 一 方 河 ， 我 们 知道 ， 级 数 在 圆 |z] <1 内 的 和 可 以 表 成 
公式 


fOr. Go0) 


(50) 式 对 于 任何 值 #1 都 有 意义 ， 根 据 唯一 性 定理 ,(50) 式 
给 出 了 唯一 在 贺 |z| <1 内 与 级 数 (49) 之 和 相等 的 解析 函数 ， 于 
是 , 原先 只 在 单位 加 内 定义 的 函数 , 我 们 已 经 把 它 拓展 到 全 平面 . 

假 车 我 们 有 一 个 沙 数 了 (2), 它 在 
某 -: 域 也 内 有 定义 。 又 车 存在 另外 
的 一 个 函数 瑟 (2), 它 在 一 个 包含 刀 的 
域 4 内 有 定义 ， 且 在 内 与 1(z) 相 
等 , 则 根据 哗 一 性 定理 ,F(z) 在 4 内 
的 值 是 唯一 定义 的 。 

Ee 函数 乙 (z) 称 为 jz) 的 解析 拓展 ， 
一 个 解析 函数 , 假若 它 除非 失去 它 的 解析 性 质 , 否则 就 不 能 拓展 到 
这 域 的 外 面 去 , 这样 的 函数 我 们 称 之 为 完全 的 . 例如 在 全 平面 上 
定义 的 整 函数 就 是 完全 函数 。 半 纯 函数 也 是 完全 函数 ， 它 除了 它 
的 极点 之 外 处 处 有 定义 ， 但 也 存在 解析 函 教 , 它 的 完全 定义 域 是 
一 个 有 界 域 ， 我 们 现在 不 去 谈论 这 些 相当 复杂 的 例子 . 

完全 解析 函数 这 一 概念 使 得 我 们 有 必要 去 研究 非 单 值 的 复 变 
函数 .我 们 现在 以 函数 





Tm-—Inrt+ip 
为 例 来 说 明 这 点 ,在 这 里 , ?一 |z|, 9 一 argz。 假若 在 = 平面 上 的 
某 一 点 % 一 mn(eosgpo+#isin yo) 去 研究 函数 的 某 一 初 值 
《Imz)o 一 ro 二 ipo 
那么 当 = 点 沿 某 一 占线 C 移动 时 ， 我 们 的 解析 函数 就 可 连续 不 
斯 的 拓展 下 去 。 正如 上 面 所 说 ， 我 们 容易 看 出 假 车 Co 是 一 条 从 
知 点 出 发 ， 色 国 坐 标 轴 永 点 然后 重新 回 到 z 点 的 闭 曲 线 (图 22)， 
则 当 = 点 描 过 Ce 时 , 我 们 在 % 点 仍 回 到 初 值 inro, 但 角 g 则 增加 
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2r， 这 证 明了 ， 当 我 们 沿 南 线 0 连续 不 断 的 拓展 函数 Lnz 时 , 线 
前 线 0 一 次 , 函数 即 增加 2ri。 假若 点 指 过 这 团 曲 线 次 , 央 代 
营 初 值 
(Lr) ons ipo, 
我 们 得 到 了 新 的 值 
(Te) =Inrert (Qen-t go)é. 
假若 = 点 按 负 方向 措 过 曲线 Om 次 , 我 们 妈 得 
(Lnz) -一 nroT (一 2rm 十 Po) 人 
上 述 的 论证 说 明了 , 在 复 变数 平面 上 , 我 们 不 可 避免 地 要 去 研 
究 Lnz 的 互相 之 间 有 着 联系 的 各 个 值 ， 函数 Irs 是 无 限 多 值 的 ， 
对 于 多 值 函数 Lmz, 点 一 0 处 境 很 为 奇特 , 绕 它 一 次 ,我 们 就 可 从 
一 个 值 变 到 另 一 个 值 。 容易 证 明 ， 假 若 点 措 过 一 条 不 环境 坐标 
轴 厌 点 的 闲 曲 线 , 则 此 时 Ze 的 值 不 变 ， 点 z=0 叫做 郴 数 Lrz 的 
文 点 
一 般 来 说 , 假若 对 于 某 一 函数 了 ()， 当 绕 过 a 点 一 周 之 后 , 我 
们 即 从 它 的 一 个 值 变 到 另 一 个 佑 ， 则 点 即 称 为 函数 7(a) 的 支 
点 . 
我 们 现在 讨论 另 一 个 例子 ， 令 
w—YE. 
如 同上 面 一样 ,可 以 指出 , 这 画 数 也 是 多 值 的 , 且 取 个 什 
YT (eos tisin), YT(co0 PEtisin CtE), 
ps YT (eos P+2r ln-1) | gin 52 人) 
， 二 = 
假若 我 们 从 函数 的 一 个 估 
-So(oos Betisin- De) 
出 发 ,并 绕 一 条 包 国 坐 标 轴 永 点 的 闭 曲线 移动 ,我 们 就 可 得 出 函数 
所 有 不 同 的 仁 , 因为 每 纱 原 点 一 周 , 角 史 即 增加 2- 
绕 闭 曲线 移动 人 一 贡 次 , 则 从 < 的 第 一 个 值 则 发 ， 我 们 就 
得 到 了 它 的 @" 一 刁 个 其 余 的 值 ， 绕 井 线 移动 次 , 则 即 得 根 什 
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一 (cos tisin BL), 

即 我 们 又 回 到 出 发 时 用 的 根 值 。 

多 值 函 数 的 获 曼 面 ”有 一 个 非常 直观 的 几何 表示 方法 ， 可 才 
出 多 值 函 数 的 性 质 . 

我 们 再 米 讨论 基数 Lmz, 并 在 z 平面 上 沿 0z 轴 的 正 的 部 分 引 
一 割 线 。 假若 z 点 不 准 通过 这 制 线 , 则 我 们 就 不 可 能 从 mz 的 一 
个 值 连 续 地 变 到 另 一 个 值 。 车 从 za 点 拓展 Lnz 则 我 们 只 能 得 到 
Tmz 的 一 个 值 . 

像 这 样 在 割 开 了 的 z 平面 上 得 到 的 单 值 函数 ， 叫 艇 函数 nz 
的 一 个 单 值 支 ，Zoe 的 所 有 的 什 就 分 配 在 无 限 多 个 单 值 支 上 ， 

nr tigp, 2xn<gp<2r (nt1). 

容易 证 明 , 第 n 支 在 割 线 的 下 面部 分 正好 取 第 (mn 二 1) 支 在 制 线 的 
上 面部 分 的 值 . 





图 23 

为 了 把 Lmz 的 不 局 的 支 区 别 开 来 ， 我 们 准备 了 无 限 多 叶 同 样 

的 z 平 面 , 它们 都 沿 0z 轴 的 正 部 分 割 开 .我 们 把 与 画 数 的 第 % 文 
相对 应 的 z 值 表示 在 第 sn 叶 2 平 疝 上 .属于 不 同 的 2 平面 上 然而 
具有 同样 坐标 的 点 这 时 对 应 于 同一 个 数 z 十 冯 ; 具有 复数 在 第 n 叶 
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上 的 像 才 标志 着 我 们 是 在 研究 对 数 的 第 n 支 . 

为 了 在 儿 何 上 表示 出 对 数 的 第 n 支 在 第 n 叶 平面 的 割 线 的 下 
面部 分 的 值 与 对 数 的 第 (n 十 D 支 在 第 (n+ 蕊 叶 平面 的 审 线 的 上 面 
部 分 的 值 相同 , 我 们 把 第 “ 叶 平面 的 割 线 的 下 面部 分 与 第 (n 十 1) 
叶 平 而 的 制 钱 的 上 面部 分 接合 起 来 ， 于 是 就 把 这 两 叶 平 面 粘 在 一 
过 ， 利 用 这 种 做 法 , 我 们 就 得 到 一 张 多 叶 面 , 它 的 结构 和 纲 神 相似 
(图 23)， 这 时 z 一 0 这 一 点 就 起 着 紧 梯 中 柱 的 作用 。 

假 车 点 从 一 叶 变 到 另 一 叶 , 则 复数 即 回 到 它 出 发 时 的 值 , 而 状 
数 Lx 即 从 这 一 支 变 到 另 一 支 。 

刚才 所 造 出 来 的 面 叫做 函数 Lnz 的 黎 曼 面 ， 黎 疤 第 一 个 提出 
了 和 构造 这 种 面 的 概念 ,用 它 来 表现 出 多 值 解析 函数 的 特征 , 并 指出 
这 一 概念 的 内 容 丰富 . 

我 们 现在 还 来 作画 数 w= Wz 的 黎 蝇 面 。 这 范 数 是 一 个 二 估 
函数 , 并 以 学 标 轴 原 点 为 其 支点 ， 





国 24 
我 们 现在 准备 了 两 张 同样 的 * 平面 , 把 一 张 放 在 另 一 张 二 而 ， 


并 且 滑 Oz 轴 的 正 的 部 分 切 开 . 假若 # 内 和 出 发 满 过 包围 坐 尘 铀 
原点 的 闭 贞 线 0, 则 Mz 下 内 一 支 变 到 另 一 支 , 因而 黎 曼 面 上 的 
点 由 从 一 此 安 到 另 一 叶 。 筷 共 我 们 将 第 一 中 割 级 的 下 边 与 第 二 叶 
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割 线 的 上 边 粘 合 起 来 ， 我 们 就 可 做 到 这 一 点 ， 假若 + 第 二 次 拱 过 
闲 曲线 O,， 则 Vz 的 值 必然 又 回 到 出 发 时 的 信 , 因而 黎 曼 而 上 的 
点 必须 又 回 到 第 一 叶 上 出 发 时 的 位 置 . 要 想 做 到 这 一 点 ,我们 现在 
必须 把 第 二 叶 的 下 边 与 第 一 叶 的 上 边 粘 在 一 起 .结果 我 们 就 得 到 
了 一 张 双 叶 面 , 它 本 身 灌 Ox 轴 的 正 的 部 分 自 相 穿 过 .由 图 24, 我 
们 可 以 得 到 这 个 面 的 一 个 表象 ， 在 该 图 中 ， 我 们 王 出 的 是 z~0 这 
一 点 在 这 面 上 的 一 个 邻 城 . 

借以 反应 出 多 值 画 数 的 特征 的 多 叶 而 可 以 用 同样 方法 对 于 一 
切 的 多 值 函 数 构造 出 来 ， 这 个 面 的 各 叶 在 函数 的 支点 周围 相 开 结 
合 在 一 起 .看 来 ,解析 潮 数 的 性 质 与 效 曼 面 的 几何 性 质 密切 相关 
引入 这 种 耐 , 不 只 是 用 来 作为 阅 明 多 信函 数 的 特征 的 辅助 工具 , 而 
且 对 于 研究 解析 函数 的 性 质 , 以 及 发 展 研究 解析 函数 的 方法 , 肖 具 
有 根本 性 的 作用 ， 篆 受 面 就 好 象 在 复 变数 域 与 几何 之 癌 做 成 了 一 
个 桥梁 ， 它 不 仅 使 得 我 们 可 以 把 非常 深奥 的 函数 的 解析 性 质 与 几 





何 联系 起 来 ， 面 且 还 刺激 起 几何 学 中 一 个 新 的 分 支 一 拓扑 
学 一 发 展 起 来 。 拓扑 学 乃 足 研究 图 形 在 连续 变形 之 下 不 变 前 几 
何 性 质 的 学 科 . 

经 过 解 方程 





fl, w=0 

得 出 的 函数 叫做 代数 函数 ， 上 式 左边 是 * 和 % 的 多 项 式 ， 代数 函 
数论 中 有 一 个 显著 的 例子 ， 可 以 用 来 说 明 黎 曼 面 的 几何 性 质 的 重 
要 性 ， 代 数 两 数 的 获 曼 而 在 经 过 连续 变换 之 后 总 可 以 变 成 一 个 球 
或 一 个 带 栖 的 球 《 图 25) 。 酉 的 数目 就 是 这 种 面 的 特征 性 质 ， 这 
个 数目 叫做 该 面 的 亏 格 , 或 代数 函数 的 亏 格 , 从 乞 格 出 发 , 我们 就 
可 得 出 该 面 。 看 米 , 代替 函数 的 乞 格 决定 了 代数 函数 最 重要 的 性 
质 。 


$6. 结 论 


由 于 解 代数 方程 的 缘故 ,产生 了 解析 函数 论 。 但 在 这 种 理论 
的 发 展 过 程 中 , 随时 都 接触 到 一 些 新 的 问题 。 它 使 得 我 们 有 可 能 
去 阐明 那些 推动 分 析 、 力 学 、 数 学 匆 理 等 向 前 发 展 的 基本 函数 的 实 
质 ， 分 析 申 许 许多 多 的 重要 事实 只 有 放 在 复 域 中 来 讨论 才能 彻底 
和 弄 清楚 . 复 变 函数 ， 解 释 成 为 流体 力学 和 电动 力学 中 最 重要 的 一 
各 向量 场 的 特征 , 已 经 有 了 直接 的 物理 说 明 , 而 且 对 于 解决 某 些 促 
进 这 两 个 科学 部 门 发 展 的 问题 , 也 提供 了 重要 的 工具 。 函数 论 与 
传 热 性 理论 和 弹性 理论 等 等 之 间 也 发 现 有 着 联系 . 

微分 方程 论 中 的 普遍 问题 以 及 解决 这 些 问 题 的 特殊 方法 ， 无 
论 是 过 去 或 现在 ， 尖 广泛 地 依 束 于 复 变 函 数论 ， 在 积分 方程 论 和 
一 般 线性 运算 子 理论 中 ,自然 也 引进 解析 函数 ， 解析 函数 论 与 几 
何 学 之 问 也 出 现 密切 的 联系 。 函 数论 与 数学 中 新 的 领域 以 及 自然 
科学 之 间 的 这 些 日 益 增 大 的 联系 证 实 了 这 种 理论 的 生命 力 ， 而 且 
不 断 地 下 富 了 它 的 题材 . 

在 这 篇 短文 中 ,我 们 不 可 能 抱 定 一 个 日 标 , 要 把 画 数 论 中 所 有 
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各 种 各 样 的 分 支 和 联系 都 提供 出 一 个 概念 .我 们 只 企图 通过 一 些 
属于 函数 论 中 某 些 基本 方向 的 基础 理论 中 的 初等 事实 ， 说明 这 种 
理论 中 的 若干 问题 和 方向 ， 许 多 重要 的 方向 一 一 与 微分 方程 论 、 
特殊 函数 论 、 梢 贺 函 数论 、 自 守 函 数论 等 等 的 关系 , 与 三 角 级 数 的 
关系 一 和 许多 别 的 方向 都 完全 没有 接触 到 。 在 其 他 的 情形 , 我 
们 也 不 得 不 限于 非常 简短 的 说 明 。 但 我 们 盼望 这 篇 短文 能 就 复 痰 
函数 论 的 性 质 和 意义 给 读者 们 一 个 一 般 的 印象. 
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第 二 章 素 数 


8 1. 数论 研究 什么 和 如 何 研究 数论 


整数 ”正如 读者 从 开头 第 一 章 ( 第 一 卷 ) 已 经 知道 的 那样 ， 人 
类 从 最 古老 的 年 代 就 不 得 不 和 整数 打交道 ， 但 是 达到 对 无 穷 自然 
数列 

1, 2, 8, 4, 5, … (DD 

的 了 解 ， 却 经 历 了 说 长 的 许多 世纪 ， 现在 在 实际 生活 的 各 式 各 样 
的 问题 中 , 人 们 必须 时 常用 到 整数 ， 整数 反映 者 自然 界 中 大 量 的 
关系 ! 在 所 有 的 与 不 连续 量 有 关 的 问题 中 ， 整 数 是 必需 的 数学 工 
其。 

辣 时 整数 在 研究 连续 量 时 也 起 着 重要 的 作用 .例如 在 数学 分 
析 中 就 研究 解析 函数 腾 开 成 ”整数 次 方 的 宕 级 教 

(ge) 一 ao 十 GaZ 十 Ga02 十 一 an2 + 

的 展开 式 . 

所 有 的 计算 实质 上 是 用 整数 进行 的 ， 对 自动 计算 机 和 算术 计 
算 器 的 表面 观察 就 立即 可 以 看 出 此 点 , 同 祥 地 , 各 种 数学 由, 例如 
对 数 表 也 是 如 此 。 对 整数 进行 了 运算 之 后 , 在 圈定 的 地 方 打 上 到 
点 ， 这 就 相当 于 造成 十 进位 小 数 ; 这 些小 数 与 任何 有 理 分 数 一 样 ， 
表示 两 个 整数 的 比 。 其实， 人 我 们 实 


际 上 是 用 有 理 分 数 米 代 蔡 它 的 例如， 算 租 # 一 各 浊 或 了 3. 14)， 


当 算术 研究 建立 数 之 运算 法 则 的 时 候 ， 次 二 自然 数列 (DD 
补充 上 零 和 负 整数 的 更 深刻 的 性 质 , 数论 是 研究 整数 系 的 科学 ,在 
广 廷 的 意义 上 说 来 ， 是 研究 利用 整数 按 一 定形 式 构 成 的 数 系 的 科 
学 ( 详 见 本 章 $ 5 )、 当 然 ,数论 并 不 将 划 数 孤立 起 来 研究 , 而 是 在 
他 们 的 相互 联系 中 研究 数 的 性 质 ， 研 究 如 笨 用 它们 之 间 的 关系 来 
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确定 它们 。 
数论 的 基本 问题 之 一 是 研究 一 个 数 能 否 被 另 一 个 数 整除 的 门 
题 : 如 果 整 数 “被 整数 六 不 等 于 零 ) 陈 的 结果 是 整数 ,就 是 如 果 
一 De 
《a, 5, 6 均 为 整数 ), 就 说 4 被 5 除 得 尽 或 5 除 得 尽 a, 如 果 整 数 6 
被 整数 5 除 的 结果 得 到 分 数 , 就 说 4 不 能 被 5 除 尽 、 在 实际 生活 
中 常常 碰 到 数 的 可 路 性 问题 。 在 数学 分 析 的 茶 些 疝 题 中 , 数 的 可 
除 性 起 着 重要 的 作用 .例如 , 若 函数 依 = 的 整 振 展开 为 
J (ze) =a0tawt a tt a + (2 
的 展开 式 中 全 部 奇 系数 ( 邵 指 标 不 能 被 2 除 尽 的 项 的 系数 ) 都 等 于 
零 , 也 即 如 果 
f (0) 一 ao 十 ca22 十 … 十 aatZ 下 十 
刚 函 数 适 合 条 件 
1(—%) =f(D); 
这 样 的 函数 称 为 偶 函 数 ,， 它 的 图 形 关 于 纵 坐 标 轴 是 对 称 的 ， 又 芳 
在 展开 式 (2) 中 全 部 偶 系数 ( 即 指标 能 被 2 除 尽 的 项 的 系数 ) 都 等 
于 零 , 换 句 话说, 如 果 
2) t+ a tt O10 
则 f(—2) = —f (2); 
在 这 种 情况 下， 函数 称 为 奇 函 教 ， 它 的 图 形 关 于 坐标 原点 是 对 你 
的 . 例如 
gins—e—. 六 + 吕 - -… ( 奇 孙 数 ); 
cosz=1 一 各 二 敬一 … ( 候 肖 数 )， 
利用 圆规 和 直 尺 能 否 做 正 m 和 外 的 算 
术 性 质 ?。 
大 于 1 的 整数 之 只 有 两 个 正 整 因数 ( 即 1 及 该 数 自己 ) 者 称 为 
素数 ， 工 不 算 做 素数 , 因为 它 没有 两 个 不 同 的 正 因数 。 
卫 参阅 第 一 卷 第 由 乾 ，2s9 页 。 
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因此 ,素数 就 是 这 些 数 ; 
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, =. (3) 
说 归 素 数 在 数论 中 的 基本 作用 的 是 数论 的 基本 定理 ; 每 个 整数 
%>I 可 以 表示 成 素数 之 宋 积 (因数 可 能 有 重复 ), 即 可 以 玫 成 
n= (4) 
的 形状 ,这 里 的 p<ps 达 …<ps 是 一 些 素数 ，Q4，4s,，，…，Qx 是 不 
小 于 1 的 整数 ,并 且 形 如 (多 式 的 的 表示 法 是 唯一 的 . 

数 的 性 质 之 与 将 它 表 示 为 被 加 数 之 和 的 形状 有 关 者 称 为 堆 经 
性 质 ; 与 将 它 表示 为 因子 殊 积 的 形状 有 关 者 称 为 积 性 。 数 之 堆 刍 
性 质 与 积 性 之 间 的 联系 是 非常 复杂 的 ， 它 引出 数论 中 一 系列 主要 
的 问题 . 

整数 是 最 简单 明显 的 数学 概念 ， 以 最 紧密 的 形式 联系 着 客观 
实际 ; 由 于 这 个 原因 ,在 数论 中 有 困难 问题 出 现 的 时 候 , 常常 引起 
这 样 一 种 情况 ， 即 在 研究 数论 中 深刻 问题 的 时 候 常 出 现 新 的 概念 
和 发 展 强 有 力 的 方法 ,这 些 概念 和 方法 往往 不 仅 在 数论 中 有 意义 ， 
而 且 在 别 的 数学 部 门 中 也 有 意义 。 例如 “自然 数列 为 无 穷 ”这 一 
概念 对 数学 的 全 部 发 展 有 着 巨大 的 影响 ， 它 反映 出 物质 世界 在 空 
间 和 和 时间 上 为 无 限 。 自 然 数 列 中 的 项 各 有 其 次 序 这 一 事实 有 着 巨 
大 的 意义 研究 在 整数 上 的 演算 就 导出 代数 运算 的 概念 , 这 在 数 
学 的 许多 部 门 中 起 着 根本 的 作用 . 

在 算术 对 象 上 首先 形成 的 “算法 "概念 在 数学 中 有 着 巨大 的 总 
义 ,“ 算 法 "是 解 问题 的 程序 , 它 是 基于 重复 体 用 某 种 严格 的 规定 来 
解 问题 的 程序 ; 尤其 是 在 机 器 数学 中 ,“ 算 法 ”的 作用 是 很 基本 的 。 
“算法 ” 解 问题 的 特点 可 以 由 求 两 个 自然 数 4 和 5 的 最 大 公 因数 的 
欧 儿 里 得 算法 的 例子 中 清楚 地 看 出 米 . 

令 a>>b， 用 5 去 除 a, 车 5 不 是 a 的 因数 ， 则 得 到 不 完全 商 
91 和 余数 ra 

a=bqgitrs, 0<ra<b, (© 
其 次 , 若 raz#0, 用 7s 除 如 
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六 一 rags 十 ra， 0 天 ra<7a. (5) 
然后 ,用 六 除 7s, 这 样 做 下 去 一 直到 没有 余数 《 即 余数 等 于 零 ) 为 
止 ; 因为 非 负 整数 ra, 7s,… 逐步 威 小 ,必然 会 达到 这 一 步 . 令 
Tn-3— Tn-19n-11 Te, (5,-D) 
ay G5,) 
那么 , 7 恰好 就 是 4 和 5 的 最 大 公 因数 。 实际 上 ， 如 果 两 个 整数 
?和 公有 公 因 数 & 则 对 二 整数 大 与 不 而 言 ， 数 及 十 km 同样 可 被 
4 除 尽 。 我们 设 4。 和 5 的 最 大 公 因数 等 于 6, 从 等 式 (5) 可 见 8 是 
7 的 因数 ; 由 (55) 可 知 8 是 7s 的 因数 …; 从 (56,3) 可 知 8$ 是 mw 的 
因数 ,但 7。 本身 是 4 和 5 的 公 因数 ,因为 从 (5 可知 7。 是 7。-1 的 
因数 ; 从 人 5。:) re 是 ms 的 因数 ,等 等 ， 所 以 8 与 7。 相同 , 于 是 求 
4 和 5 的 最 大 公 因 数 的 问题 就 解决 了 , 在 这 里 , 对 任何 的 5 和 ?我 
们 有 某 种 同一 类 型 的 方法 ， 它 使 得 我 们 可 以 巧妙 地 求 出 所 要 的 结 
果 。 以 上 是 说 明 “ 算 法 ”特征 的 一 个 例子 . 
数论 曾 对 许多 数学 分 支 的 发 展 发 生 过 影响 ， 如 数学 分 析 、 儿 
何 . 古 典 代数 与 近世 代数 、 级 数 求 和 论 、 概 率 论 及 其 他 . 
数论 的 方法 ”按照 方法 来 说 ， 数 论 可 分 为 四 个 部 分 ， 初 等 数 
论 、 解 析 数 论 、 代 数 数论 和 几何 数论 . 
初等 数论 不 求助 于 其 他 数学 部 门 而 研究 整数 的 人 性质、 例如 由 
欧 拉 恒 等 式 
( 旭 十 民 十 到 十 蜀 ) (好 十 角 十 针 十 鸣 ) 
= (my + wayst Lys + Pays)” 
十 (aaa 一 5 十 zs — zsys) 
+ (mys ~ toys + was — LYs)” 
+ (wi — Ta + as — sy9) (6) 
出 发 ,可 以 相当 快 地 还 明 , 每 一 个 整数 六 >0 可 以 分 解 为 四 个 整数 
平方 的 和 ,也 即 表 示 成 
N=2+y + 
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列 形 状 ,这 里 2, y, % 避 部 是 整数 了。 

解析 数论 是 用 数学 分 析 的 工具 解决 数论 问题 .解析 数论 的 共 
础 是 欧 拉 建 立 的 , 车 比 雪夫 、 狄 里 幸 雷 、 黎 总 、 拉 马 努 张 . 哈 代 、 李 特 
尔 乌 德 和 其 他 学 者 将 它 发 展 了 . 最 有 力 的 解析 数论 的 方法 是 维 诺 
格拉 朵 夫 院 士 创造 的 , 关于 这 一 点 将 在 下 面谈 到 . 数论 的 这 一 部 
分 紧密 地 联系 着 象 复 变 函数 论 这 样 广泛 实用 的 数学 分 支 ， 也 和 级 
数论 .概率 论 及 其 他 数学 部 门 有 关 . 

代数 数论 的 基本 概念 是 代数 数 的 概念 , 代数 数 就 是 方程 式 

Gor + O01 a 二 "十 Ga-12 十 4s 一 0 

的 根 ,这 里 oaz，03,*…， ow 是 平常 的 整数 

在 数论 的 这 一 方面 有 巨大 贡献 的 是 拉 格 朗 日 、 高 斯 、 库 黄 尔 、 
佐 洛 塔 辽 夫 、 戴 德 爹 . 盖 尔 芳 特 及 其 他 一 些 人 . 

几何 数论 研究 的 基本 对 象 是 “空间 格 网 ”, 也 就 是 全 部 “ 误 点 ” 
的 组 ,“ 整 点 "是 在 给 定 的 直线 坐标 系统 (垂直 的 或 斜 的 ) 中 坐标 全 
是 整数 的 点 。 空间 格 网 对 几何 学 和 结晶 学 有 着 巨大 的 意义 ,同时 
它 的 研究 紧密 地 联系 着 数论 中 的 重要 问题 (特别 是 二 次 型 的 算术 
理论 , 即 系数 和 变数 都 是 整数 的 二 次 型 的 理论 ) .几何 数论 方面 的 
创始 工作 属于 闵 科 夫 斯 基 和 沃 洛 诺 伊 . 

必须 指出 ， 解 析 数 论 的 方法 不 论 在 代数 数论 中 和 在 几何 数论 
中 都 有 着 重要 的 应 用 。 这 里 特别 应 当 指出 的 是 , 计算 给 定 的 区 域 
中 整 点 数目 的 方法 对 某 些 物理 学 的 部 门 是 很 重要 的 .解决 这 一 问 
是 的 道路 是 沃 洛 诺 伊 提出 的 ， 而 他 的 解法 又 被 维 诺 格拉 基 夫 发 展 
机 

数论 中 解析 方法 有 深刻 的 力量 的 原因 就 在 了 于， 存在 于 不 连续 
的 整数 之 总 的 联系 由 于 经 过 连续 量 而 引导 出 的 新 的 联系 ， 内 容 变 
得 更 为 充实 了 . 

必须 着 重 指 出 ， 本 章 中 研究 的 仅仅 是 从 数论 问题 中 选 出 的 某 
此 问题 
1 这 时 ,我 得 到 从 有 整数 解 的 观点 米 研 究 不 定 方程 的 俱 子 。 

区 如 末 ao 了 则 代数 数 川 八 代 教 束 数 ， 不 是 代数 数 的 数 叫 做 到 超 数 . 
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$ 2. 如 何 研究 与 素数 有 关 的 问题 


素数 的 个 数 无 穷 ” 当 在 研究 素数 序列 (3) 
冯 和 i 

时 ,自然 就 发 生 这 样 的 问题 ， 这 个 序列 是 无 穷 的 吗 ? 任何 乏 数 可 
以 表示 成 形状 (4 这 一 事实 还 不 能 解决 问题 ， 因 为 指数 @1,…， 
可 以 取 无 数 多 个 值 。 所 提出 的 问题 的 正面 的 回答 还 是 网 儿 里 得 给 
出 的 ,对 于 不 可 能 有 任何 一 个 有 限 整 数 使 得 素数 仅 有 户 个 ,其 证 
明 如 下 ; 

设 PP pra, …, Ps 都 是 素数 , 则 数 

m=pipspetl 

与 每 个 整数 一 样 , 它 大 于 1 或 者 是 内 数 ,或 者 有 素 因子 , 但 是 m 不 
能 被 素数 pb ps，…, Pr 中 的 任何 一 个 除 尽 ， 否 则 差 mm 一 Pi pei 
就 也 被 这 个 数 除 尽 ， 而 由 于 这 个 差 等 于 1， 这 是 不 可 能 的 . 因 
此 ,或 者 m 本 身 是 素数 ,或 者 m 被 另外 的 与 py， Ps,…,P 不 同 的 素 
数 prsz 除 得 尽 . 这 样 一 来 , 素数 的 集合 就 不 可 能 为 有 限 . 

爱 拉 托 斯 芬 的 利 法 “下面 用 来 寻找 不 大 于 给 定 的 自然 数 六 
的 全 部 素数 的 “得 ”法 ,要 归功 于 公元 前 三 世纪 希腊 的 数学 家 爱 拉 
托 斯 芬 ， 写 出 从 寺 到 六 的 全 部 整数 

1, 2, 3, 4 …, NW, 

然后 先 划 掉 所 有 是 2 的 倍数 的 数 ，2 不 划 挤 ， 再 划 掉 所 有 3 的 们 
数 , 8 不 划 掉 ; 再 划 掉 所 有 5 的 倍数 (所 有 和 的 倍数 已 经 划 掉 了 )， 
5 不 划 掉 ; 等 等 ; 1 也 划 掉 ; 余下 的 数 都 是 素数 .必须 指出 , 这 种 划 
掉 数 的 手续 只 要 继续 进行 到 不 发 现任 何 小 于 页 的 素数 为 止 , 因 
为 每 一 个 不 大 于 如 的 复合 数 ( 即 非 素数 ) 必 有 不 大 于 v 立 的 素 因 
数 . 

在 全 部 正 整 数 的 序列 中 研究 素数 的 序列 就 会 导出 这 样 的 结 
论 : 素数 构成 的 规律 性 非常 复杂 . 有 这 样 的 素数 ,例如 8004119 和 
8004121, 它们 之 间 的 差 等 示 2 (这 叫做 李 生 素数 ); 也 有 这 样 的 者 
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数 , 它们 彼此 相距 很 远 , 例如 86629 和 86677， 但 它们 之 问 一 个 素 
数 也 没有 .同时 , 许多 表 表 明 , 平均 说 来 数 越 大 素数 就 越 稀少 . 

欧 拉 恒等式 及 其 关于 这 数 无 穷 的 证 明 ”十 八 世 纪 伟大 的 数学 
家 斧 国 科学 院 院士 殉 拉 开始 研究 了 下 面 的 自 变量 s> 工 的 函数 , 

的 =-1 击 二 于 二 二 二 二 (人 

这 函数 现在 记 做 《(s) . 

正如 我 们 从 第 一 卷 第 二 章 知道 的 那样 , 实际 上 , 给 定 的 级 数 治 
3>1 时 收 鱼 ( 当 s<1 时 发 散 )。 欧 拉 指 出 了 在 素数 论 中 起 着 非常 
重要 作用 的 一 个 著名 的 全 等 式 ; 


> (8) 





这 里 符号 代表 示 与 之 积 ，p 跑 过 所 有 的 素数 。 为 了 指出 


a 


这 个 全 等 式 的 证 明 过 程 , 我 们 现 指出 当 |q| <1 时 有 了 一 工 二 
g++…, 因此 ， 





1 光芒 
二 村 
将 这 些 级 数 就 不 同 的 率 数 2 连 采 起 来 ， 并 想到 每 个 “唯一 地 分 解 
为 素数 之 积 , 我 们 就 有 
1 1 


了 + 六 + 疡 + 于 训 + 训 +++ + 





Ea 开 
当然 ， 对 于 严格 的 证 明 ， 必 须 论证 我 们 所 施行 的 极限 手续 是 否 可 
行 ,但 这 并 没有 什么 困难 。 

从 恒等式 (8) 可 以 得 出 这 样 的 结果 , 即 由 全 部 素数 的 倒数 做 成 
的 级 数 如 去 是 发 散 的 这 对 我 们 已 知 的 率 数 不 只 有 限 个 这 一 事 
实 给 出 了 一 个 新 的 证 明 )， 并 且 当 = 无限 增 大 时 ， 不 大 于 z= 的 素数 
的 个 数 与 2 之 比 趋 于 零 。 
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车 比 雪夫 关于 自然 数列 中 素数 分 布 的 研究 ”正如 现在 所 采用 

的 那样 , 我 们 用 五 (z) 表示 不 大 于 = 的 素数 的 个 数 : 例如 了 (10) = 
出 因为 不 大 于 10 的 全 部 素 效 是 2，8, 5, 7; 五 (r) 一 2， 因 为 不 大 
于 天 的 全 部 素数 是 2 和 8 我 们 已 经 提 到 过 ， 

lim TD -0 

a 
此 数 也 GD 泪 小 的 情况 如 何 ? 或 者 换 句 话说 下 (按照 什么 规律 
增加 呢 ? 能 不 能 找到 一 个 比较 简单 而 又 是 大 家 所 熟悉 的 函数 ， 它 
和 耳 (z) 的 差别 相对 而 言 相当 小 。 著名 的 法 加 数学 家 茶 让 德尔 据 
对 于 素数 玫 的 研究 断言 这 样 的 函数 是 


(9) 
jn2 一 4 
这 里 A~1.08.…, 但 是 没有 给 这 一 断言 以 证 明 ， 高 斯 也 研究 了 家 
数 分 布 的 问题 ， 他 做 了 这 样 的 推测 ， 即 卫 (z) 和 | 让 2 的 差别 比 
末 小 。( 我 们 注意 , 关系 
ks 
ln —=1, (10) 
ry 
成 立 , 用 分 部 钠 分 法 ,再 将 得 到 的 积分 加 以 估计 ,就 可 验证 这 个 关 
系 式 ,) 

在 关于 素数 分 布 的 最 困难 的 问题 上 ， 从 欧 几 里 得 的 时 候 起 第 
一 个 得 到 本 质 上 推进 的 是 车 比 雪 失 在 1848 年 ,车 比 雪 夫 根据 对 
s 是 实数 时 的 欧 拉 函 数 & 9) 的 研究 指出 ， 若 n>0 是 任意 大 的 数 
且 a>0 是 任意 小 的 数 , 则 有 任意 大 的 数 m， 对 于 它 有 


D> 2 际 Er 
也 有 任意 大 的 数 ”使 得 


国志 ar 
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这 与 高 斯 的 推测 完全 符合 .特别 是 当 取 z 一 1 并 计算 (10) 时 ,只 
要 瑟 (z)/z /iz) 的 极限 存在 ,车 比 雪夫 建立 了 


lm 工人 1 (11) 


mo 
nz 
车 比 雪夫 也 反驳 了 莱 让 德尔 关于 (9) 式 中 所 出 现 的 给 出 五 (2) 
的 最 佳 到 近 的 和 值 所 作 的 猜测 ,车 比 雪 夫 指 出 ， 这 个 值 只 可 能 是 
A=1, 
著名 的 法 国 数学 家 贝尔 特 兰 在 研究 群 论 时 需要 证 明 下 述 的 猜 
测 , 对 于 这 一 猜测 , 他 就 从 1 直到 很 大 的 7% 按照 胡 和 实际 检验 总 
说 明 它 成 立 ; 车 n>3, 则 在 ”与 2 一 2 之 间 至 少 有 一 个 素数 ， 一 
直到 1850 年 , 贝尔 特 兰 和 其 他 数学 家 们 证 明 这 一 猜测 的 全 部 企图 
都 没 得 到 什么 结果 ,在 1850 年 车 比 雪夫 发 表 了 对 素数 有 贡献 的 第 
二 个 工作 , 其 中 不 仅 证 明了 前 面 指出 过 的 猪 测 (贝尔 特 兰 假设 ), 并 
且 指 出 了 当 充分 大 时 ,不 等 式 
4.<L <4, (12) 
In» 
成 立 ,这 里 0.92<A1<1, 1<As<1.1, 
在 §8 中 我 们 将 给 车 比 雪夫 方法 以 简单 的 叙述 ， 实 际 上 这 方 
法 所 得 出 的 是 比 车 比 雪夫 所 己 的 结果 粗糙 得 多 的 结果 . 
车 比特 夫 的 工作 在 许多 数学 家 那里 ， 特 别 是 在 西 尔 维 斯 特 尔 
和 庞 卡 莱 那 里 , 有 着 许多 反应 . 在 四 十 多 年 的 时 间 内 , 许多 学 者 研 
究 如 何 改善 车 比 雪夫 不 等 式 〈12) 〈 即 增 大 不 等 式 左 方 的 常数 和 诚 
小 右 方 的 常数 ). 但 是 并 不 能 证 明 极 限 
lm 工人 


er 
nz 
次 在 (关于 这 一 点 , 正如 我 们 已 经 谈 到 的 那样 , 从 车 比 雪夫 的 工作 
中 已 经 知道 ,车 此 极限 存在 则 它 等 于 了 D. 
在 1896 年 阿达 马 才 从 复 变 函 数论 的 考虑 证 明了 ,车 比 雪夫 在 
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他 的 研究 中 所 引进 的 由 等 式 
6 -Dip 
定义 的 函数 B(z) 适合 条 件 
有 0 


由 此 已 可 不 需 任何 补充 假设 就 相当 容易 地 得 到 关系 式 (11) (这 就 
是 所 谓 素数 分 布 定理 ). 

阿达 马 是 在 十 九 世 纪 德国 著名 数学 家 黎 曼 的 研究 工作 的 基 
础 上 得 到 结果 (18) 的 ， 黎 曼 研究 了 当 变数 * 一 "十 共 是 复数 时 的 
欧 拉 函 数 & (9) (7) [这 正 是 车 比 雪夫 研究 变数 是 实数 的 《人 8) 的 同 
时 ]”. 

黎 冯 指出 , 由 级 数 (7)， 


上 四 ~ 立 二 


Sin 


在 半 平 面 o>1 上 所 定义 的 生 数 5(s) 有 这 样 的 性 质 , 即 
5 -5 


是 整 超越 函数 [ 当 s<sI 时 , 级 数 (7) 不 再 收敛， 但 5(s) 在 半 平 面 
cl 上 的 值 可 以 用 解析 开拓 来 定义 ] (参看 第 九 章 )， 黎 曼 提 出 了 
一 个 猪 测 ('“ 黎 曙 假 设 ` ) 说 ,《(9) 在 区 域 0<o<1 中 所 有 的 零点 的 


实 部 分 都 等 于 部， 就 是 说 都 在 直线 c= 坊 上 ， 这 个 猜测 是 否 正 


确 ,是 一 个 至 今 尚 未 解决 的 问题 . 

在 直线 o~1 上 (s) 没有 零点 这 个 事实 的 成 立 是 证 明 (13) 
的 重要 步骤 . 

对 (9) 性 质 的 研究 引起 了 有 重要 实际 频 用 的 整 函数 和 半 纯 
函数 的 严整 理论 的 发 展 . 

维 诺 格拉 条 夫 和 他 的 学 生 们 在 素数 论 方面 的 工作 由 (10) 等 
式 人 4 区 可 以 写成 

1) 在 1849 年 ， 套 尔 贝克 成 功 地 找到 了 素数 分 布 定理 的 审 闭 证 明 〈 不 依赖 于 复 变 

函数 论 ). 
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Tim- 的 一 1 (9 


之 形式 ， 在 得 出 这 等 式 之 后 ， 中 着 就 发 生 了 一 个 问题 ， 即 函数 
性 和 -表示 I(w) 精确 到 什么 样 的 程度 ， 这 方面 最 好 的 结果 是 到 


2 lnt 
达 柯 夫 在 应 用 维 诺 格拉 采 夫 创造 的 三 角 和 方法 (关于 这 个 方法 将 
在 $4 中 谈 到 ) 的 基础 上 得 到 的 , 这 个 方法 也 使 印 达 柯 夫 大 大 地 降 
做 了 可 以 断定 至 少 有 一 个 素数 的 那个 界限 。 早 先 曾 经 证 明 过 如 果 
研究 序列 
Te (DD) 
则 从 某 一 个 =no 开始 ， 在 相 邻 两 项 之 间 ， 即 ?Ps 与 (n+ 之 
闻 , 至 少 有 一 个 素数 . 
我 们 注意 , 由 二 项 式 公式 有 
(n+1) 250 一 neo 2507249， 
所 以 这 个 差 是 很 大 的 。 印 达 柯 夫 成 功 地 用 序列 
的 24, 3 nh, nt) oo (16) 
代替 了 序列 (15), 显然 这 比 序列 (15) 精 密 多 了 ,然而 也 基 从 菜 一 个 
nme 开始 在 机 邻 两 项 之 间 即 党 与 (n 十 1)* 之 间 至 少 含有 一 个 素 
数 ， 后 来 这 个 结果 又 改进 了 ,用 3 代替 了 4. 
如 果 磊 和 了? 互 素 ( 即 没有 公 因 数 ) 且 都 大 于 工 则 在 以 对 十 为 
一 般 项 的 等 差 级 数 中 含有 无 穷 多 个 素数 ， 这 个 事实 是 欧 几 里 得 结 
果 的 推广 ,在 十 九 世纪 为 狄 里 赫 雷 所 证 明 ， 在 级 数 天 + 中 最 小 素 
数 所 显然 不 超过 的 那个 界 数 的 情况 如 何 呢 ? 列宁 格 勒 的 数学 家 林 
尼克 证 明了 有 绝对 常数 O 存在 ，C 〇 右 这 样 的 性 质 ， 即 在 任何 级 数 
好 十 (k 与 ? 互 素 ) 中 一 定 至 少 可 以 找到 一 个 小 于 妃 的 素数 。 万 
共 是 从 原则 上 看 ， 林 尼克 已 几乎 完全 解决 了 这 一 个 提出 多 年 的 等 
差 级 数 中 最 小 素数 的 问题 , 下 一 步 的 研究 只 能 是 减 小 常数 心 的 值 . 
与 了 (9) 和 其 他 更 一 般 的 函数 之 零点 有 关 的 问题 方面 很 重要 的 研 
灾 工 作 也 足 属于 林 尼 克 的 . 
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正如 我 们 已 经 提 到 过 的 那样, 关于 素数 分 布 问题 方面 ,最 好 的 
结果 是 借助 维 诺 格 拉 杂 夫 三 角 和 售 信 的 方法 才 得 到 的 ， 
形 如 次 row 


辽 
的 和 数 称 为 三 角 和 ,这 里 了 (z) 是 = 前 某 一 个 实 函数 , 并且 2 跑 过 
在 4 与 如 之 间 的 全 部 整数 , 或 者 网 过 这 些 整数 的 某 一 部 分 , 例如 
4 与 妃 之 间 的 素数 、 因 为 当 艰 是 实数 时 car 的 绝对 值 等 于 1 并 
且 一 些 项 之 和 的 绝对 值 不 大 于 这 些 项 的 绝对 值 之 和 , 所 以 
[Be | <. Qn 

这 种 显而易见 的 估 信 在 许多 情况 下 得 到 了 本 质 上 的 改善 ， 在 
这 方面 决定 性 的 步骤 是 维 诺 格拉 洒 夫 做 的 。 为 了 确定 起 见 ， 令 
了 (四 是 多 项 式 

了 (z) 一 anz" 十 mm-azrI 二 十 oaz 十 oo。 

如 果 所 有 有 的 都 是 整数 ， 则 当 2 是 整数 时 erre 一 世 ， 在 这 种 
依 况 下 估 值 (17) 当 然 不 能 改进 。 但 如 果 ci …， mm 不 全 是 整数 , 则 
正如 维 诺 格 拉 休 夫 证 明 的 那样, 信 值 (17) 可 以 借助 于 将 这 些 系数 
中 的 某 些 个 用 有 理 分 数 搂 近 的 办 法 来 弄 得 更 精确 ， 这 些 分 数 的 分 
母 不 大 于 某 个 极限 (可 以 证 归 ，0 与 工 之 间 的 任 一 “ 普 可 以 麦 为 
< 全 + 的 形状 ,这 里 “和 人 是 百 素 的 星 数 ,9<m lz| < 二 ， 
是 事先 给 定 的 大 于 1 的 整数 ). 

维 诺 格拉 采 夫 用 他 创造 的 三 角 和 方法 解决 了 数论 中 一 系列 最 
因 难 的 问题 ， 特 别 是 在 1937 年 , 维 诺 格拉 果 夫 解决 了 著名 的 古 德 
已 赫 问 题 , 他 证 明了 每 一 个 充分 大 的 奇数 尺 可 以 表示 成 三 个 素数 
之 和 的 形状 

站 一 全 十 和 十 Da (18) 

这 个 问题 是 1742 年 欧 拉 和 俄国 科学 院 的 另 一 位 院士 古 德 巴 替 的 
通信 中 提出 来 的 ,在 将 近 两 百年 的 时 期 中 , 纵然 有 许多 卓越 的 数学 
家 努力 企图 解决 这 个 问题 ,但 问题 并 未 解决 。 
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正如 我 们 已 经 看 到 的 那样 , 按照 等 式 (4), 在 整数 的 乘法 去 示 
中 素数 起 着 基本 的 作用 , 而 等 式 (18) 则 将 疝 数 用 素数 以 加 法 表示 ， 
不 难看 出 ,从 (18) 可 以 导出 充分 大 的 偶数 可 以 表示 为 不 超过 四 个 
素数 之 和 的 形状 >， 这 缮 一 来 , 维 诺 格 拉 采 夫 - 古 德 巴 蔡 定 理 就 确 
定 了 数 之 堆 刍 性 质 与 积 性 之 癌 的 最 深 苑 的 联系 . 

维 庄 格 拉 休 夫 所 创造 的 三 角 和 方法 前 作用 并 不 限于 数论 一 方 
面 .特别 这 个 方法 在 函数 论 和 概率 论 方面 也 起 着 重要 的 作用 ， 关 
于 维 诺 格拉 洒 夫 方法 的 某 些 介绍 可 以 在 本 章 $4 中 得 到 . 

希望 更 详细 地 了 甫 这 一 方法 的 读者 可 以 去 读 维 诺 格拉 采 夫 著 
的 “数论 中 的 三 角 和 方法 "一 书 ,但 是 要 先 读 维 诺 格拉 条 夫 著 的 “ 数 
论 基础 ”一 书 ， 


§ 3. 关于 车 比 雪夫 方法 


年 比 轩 夫 阔 数 会 及 其 估 值 ”现在 我 们 给 计算 给 定 范围 内 素 
数 个 数 的 车 比 雪 夫 方 法 以 简单 的 说 明 。 为 了 写 起 来 简短 起 见 , 我 
们 约定 使 用 下 面 的 记号 : 如 果 卫 是 某 个 可 以 无 限 增 大 的 正 变量 ,4 
是 另 一 个 变量 使 得 14| 的 增 大 不 快 于 CGB， 此 处 0 是 一 个 正 的 常 


数 ( 准 确 些 说 ， 如 果 丰 在 常数 0>0 使 得 从 荣 个 时 候 起 永远 有 
.4 
| 条 <c ) 则 我 们 就 写 


A-0(B), 
这 个 通常 读 做 :“4 的 阶 是 B?。 例 如 sing 一 0(D， 
因为 永远 有 

Ses 


正 是 这 样 , Sz oos 2z 一 0(w3). 
我 们 也 用 [四 来 记 z 的 整数 部 分 , 即 不 大 于 z 的 最 大 莹 数 ; 例如 


1 关于 克拉 猜测 是 省 成 立 的 疝 题 ， 即 每 个 充分 大 的 漳 数 明 表 为 两 个 素数 之 和 的 
同 题 ,至今 尚未 诈 洋 。 
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{xz]=3, [=5, [—1.5] =~—2, [0.999] =0. 


我 们 现在 提出 下 面 的 问题 令 史 是 素数 , n 是 自然 数 ,而 nn! 象 
通常 对 样 表示 乘积 "2.3.…n (顺便 可 以 看 出 ， 当 增加 时 ， 量 2 
增加 得 非常 之 快 )， 能 除 得 尽 ni 的 素数 Pp 的 其 大 方 次 4 是 多 少 
呢 ? 


在 数 1 2，…, 当中 被 2 除 得 尽 的 数 有 [全] 个 ,在 这 些 数 中 
也 被 玉 除 得 尽 的 数 有 |[ -全 ] 个 ; 在 后 而 这 些 数 中 被 落 除 得 尽 的 数 
有 [ 盆 ] 个 ,等 等 ， 由 此 不 难看 出 


[+ 


(此 站 级 数 本 身 会 中 其 的 ,因为 [全 ] >0 只 当 m>> 隐 时 成 立 ) 实 
际 上 ,在 上 面 的 和 数 中 ,乘积 .2.3. 屎 的 每 一 个 因数 是 这 样 的 , 即 
除 得 尽 这 一 因数 的 的 方 次 高 到 zr 的 话 ,这 个 因数 就 恰恰 算 了 mm 
次 ; 因为 它 是 p 的 倍数 , 履 的 代数 , 严 的 信 数 ,…, 最 后 它 是 2 的 
货 数 ， 

从 得 到 的 结果 和 任 一 自然 数 可 以 家 为 (区 式 的 形状 就 可 导出 ， 
1 是 形 如 

eS] 
的 的 方 短 的 乘积 ,这 里 要 到 全 部 p<n 的 素数 ， 因 此 In fn1) 就 
将 是 这 些 素数 方 罕 的 对 数 和 , 可 以 简写 为 下 面 的 形状 : 
mu- 加 ([2]+[ 和 +[ 呈 aa 69 

我 们 来 化 减 等 式 (19)， 因 为 函数 4 一 Inz 是 递增 函数 ,于 是 
inm-imf < ln zdz<jn ntD) Tgp=ln(mt+1) 


(在 图 工 中 尤其 明显 )。 
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因此 
hn!l=In1l+in2+.…+Inn 


<| maza+[ Inedete 


+ Inzdzt nn~=[ Inwdwtins, 
这 


另 一 方面 有 
sa 是 
Dali>ld+f nzdor…+[ Yinadot | lnaaa 


-人 za 
利 分 用 部 积分 公式 ,我 们 有 
nse 区 ai 一 人 a nlnn— (Ds; 


于 是 

ninn—nt+l<Inni<ninn—nt+1+lnn, 

由 此 得 出 入 
Inn!=ninnt+O(m. {20) 

我 们 指出 mm 一 Oo 并 且 当 mn 一 oo 时 , xn 的 增 大 要 比 n 的 任 

意 正方 窗 的 增 大 为 慢 , 就 是 说 对 任 一 常数 “>0, 有 

lim na 0 (21) 


n> MN 


因为 按照 未 定式 展开 的 法 则 [参看 第 二 章 ( 第 一 卷 )140 页 ] 有 
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lim EP lim — 
ne 


其 次 ,我 们 有 
上 Nn 
2 
a 
和 Pn 
VE) 
=2n0o=0(n), (22) 
这 则 Cu 是 收敛 级 数 总 世 和 的 和 。 例 如 当 e 一 喜 时 由 (21) 的 


计算 和 用 比较 法 则 及 所 育 级 数 收 修 的 积分 法 则 [参看 第 二 章 (第 
一 卷 )$ 14], 就 确定 了 这 个 级 数 的 绝对 收敛 性 ， 由 于 (20) 和 (22)， 
等 式 (19; 可 以 导出 
BB [2]np-n ntowm). (23) 
现在 我 们 来 研究 车 比 雪夫 引入 的 孟 数 
B60) -EInp 24) 
(不 大 于 半 的 全 体 素数 之 乘积 的 对 数 )。 
我 们 可 以 把 等 式 (23) 写 成 这 样 ， 


e(?) +@ 他) -8 (3§) +@ (他 )+……-alna+O09， 《25) 





= Em- =0, 
CE 








实际 上 , 每 个 给 定 的 np 在 所 有 那些 形状 是 @ (人 ) 的 和 中 都 
nn nh 

有 , 这 里 p< 全 ,也 就 是 :< 全 这 此 和 (全 ) 的 个 数 是 [全] 

当 "不 是 整数 时 ,等 式 (25) 也 是 正 克 的 为 了 使 人 信服 起 见 ， 
显然 指出 这 一 点 就 足够 了 , 即 对 所 有 适合 条 件 n<o<n+1 的 2 它 
正 砚 ， 而 为 此 指出 这 一 点 就 足够 了 ， 即 当 用 2 代 准时 (25) 式 左 
方 不 变 ， 而 右 方 第 一 项 具 可 以 增加 一 个 OCn) ， 但 第 一 点 可 从 这 
种 情况 得 出 , 即 在 如 此 着 拟 之 后 左 方 各 项 中 一 项 也 不 增加 ( 仅 当 mm 
之 增加 不 小 于 工时 才能 有 相反 的 稍 形 )， 当 然 也 不 减少 。 第 二 点 
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从 部 种 情况 可 以 得 到 ， 即 按照 育 数 增生 的 公式 [参看 第 二 章 (第 一 
着 )] 
je) -f= (oF EO), a<é<s, 

我 人 有 znz-nmnn-(z_n) (n+l), n<é<y, 
并 且 因为 0<w 一 n<1， 所 以 得 到 的 等 式 的 右 方 小 于 n(n 十 1) 十 1 
一 04， 在 (2 辐 中 用 全 代替 n 得 到 一 个 等 式 ， 将 这 等 式 的 每 一 
项 用 2 乘 ,从 (25) 中 减 去 它 就 有 

的 re 的 46 全 + 的 和 -anwrow， 

26( 了 ) +326( 卫 ) 上 一 2 本 .ln 瑟 +0(， 
6(3) -6( (3) +@( ($) a <Om, 
这 里 0: 是 某 一 个 正 的 常数 ， 因 为 差 @ (号 ) -8 (人 ), 6( 人 3)- 
6 (全 ) … 不 能 是 负 的 ,所 以 6( 全 ) -9 enh 
因此 从 上 面 得 到 的 不 等 式 就 有 
(3)-e(®) < 


在 这 里 有 nn 的 站 方 放 上 数 号 ， 季 ，…， 我 们 也 得 到 


由 此 ， a 蚤 i (各 )=0， 反 项 相 
加 , 我 们 得 到 

@(n) <O, (n+ 号 
其 次 ,研究 等 式 (23), 我 们 发 现 


和 te) 一 2Gm。 {26) 





o< 避 全 zap- 吕 [2 Jrr< Sn? 
es oo 人， 
由 等 式 (23) 就 给 出 
EFIm?-nnntol), 


fn 


咏 久 ?nnt60, (27) 


这 里 OO 是 大 于 零 的 常数 , 6 是 与 有 关 的 一 个 数 , 19{<1. 

在 国定 区 间 中 素数 的 总 数 之 估计 ”现在 我 们 指出 ， 可 以 选择 
某 个 正 的 常数 型 ,使 得 如 果 ” 充 分 大 ， 则 在 mm 与 Wnm 之 问 有 任意 
多 的 素数 P， 就 是 说 ,对 在 区 间 %w<p< an 内 素数 的 个 数 了 我 们 
可 以 建立 一 些 简单 的 不 等 式 ， 显 然 ， 


jn In p oy 
六 8) 
从 等 式 (27), 用 mn 代 赫 mm 我 们 得 到 
BS EPH)+00 nMtinnto0, (Cg9) 


sip 


这 里 |0'|<1 因而 由 等 式 (28)，(29) 利 (27) 有 有 
5 DPInM+00-00-In M+200, 


"five p 


这 里 |6o| 羽 1,， 也 就 是 
nM-20<, DB P< M+20. (30) 


et 
>1 即 2>e 时 ,一 其 2>0), 所 以 当 n>3 时 有 


In Mn np_n Inn 
PU Ss 


从 这 里 由 (30) 就 得 到 
TE >InM-20 (31) 
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和 下 MD <m -20. (82) 


现在 我 们 取 常 数 对 使 得 (31) 式 右 方 等 于 也 
InM-20=1, 
也 就 是 用 一 e201 并且 我 们 令 
L=M(InM+20). 

那么 , 对 于 在 和 Mn 之 间 的 素数 的 个 数 了 ,从 (31) 和 (33) 我们 
就 得 到 不 等 式 

ee 

Inn 
这 些 不 等 式 就 是 我 们 所 想 权 建立 的 .因为 当 呈 无 限 增 大 也 


名 


过。 一 co, 所 以 在 此 情况 下 四 -co。 


<Z<TT 《33) 


8$ 4， 维 诺 格 拉 采 夫 方 法 


维 诺 格拉 杀 夫 方法 在 解决 古 德 巴赫 问题 时 的 应 用 在 本 节 
中 ,我 们 打算 在 个 别 的 例子 上 给 维 诺 格 拉 杀 夫 方 法 某 种 介绍 , 例如 
用 它 来 解决 关于 将 奇数 表示 成 三 个 素数 之 和 的 形状 的 古 德 巴 喜 问 
题 . 

将 信 束 为 三 个 素数 之 和 的 表示 法 的 个 数 用 积分 的 形状 来 案 
示 令 术 是 一 个 充分 大 的 柯 数 、 用 I(W) 记 太 表 为 三 个 来 数 之 
和 的 表示 法 的 数目 , 换 句 话说 ，I(CN) 就 是 方程 式 

N=—pi+pst+ pe (34) 

当 pu Vs, Ps 都 是 素数 时 的 解 的 数目 。 

如 果 确 定 了 I(N)>0, 则 古 德 巴 替 问 题 就 解决 了 ， 维 诺 格 拉 
采 夫 方法 不 仅 使 这 个 事实 ( 当 太 充分 大 时 ) 能 够 成 立 , 并 且 使 得 能 
够 找到 T(N) 的 渐 近 表示 法 . 

I(N) 可 以 写成 下 面 的 形状 ; 


I(MD- DTD fewerntar sg, C85) 


MEN HY Fey 


“2. 


这 里 对 不 大 于 的 素数 进行 求 和 。 事实 上 , 当 整数 "0 时 , 有 


[ome 
因为 
pr 一 008 Dnt jain 2rrn = 1 
如 果 n 一 0, 则 
emda =f dal, 
o 。 


这 样 一 来 , 每 次 当 素数 pi, Ps, pe 之 和 给 出 时 , 在 (35) 中 的 记号 
之 下 ,积分 就 变 成 1 而 当 和 数 2s 十 mm 十 ma 闻 六 时 ， 这 个 积分 等 于 
零 ; 这 就 指出 了 等 式 (85) 的 正确 性 ， 

因为 eeem? 一 oo 并且 一 些 项 之 和 的 积分 等 于 这 些 项 
的 积分 之 和 , 于 是 从 等 式 (35) 就 得 出 


0 -PR ee 


引入 记号 
TB (86) 


于 是 ， 
TCD -| Tiss, (a) 

将 积分 区 间 分 为 主要 区 间 和 辅助 区 间 ” 令 因 是 某 个 适当 选 定 
的 与 也 有 关 的 数 , 它 与 同时 无 限 增 大 ,但 它 小 于 六 其 至 也 小 于 
VV, 令 " 一 蕴 ， 因 为 在 (9) 中 的 被 积 画 数 有 周期 ， 周 凑 等 于 1， 
所 以 在 (37) 中 积分 区 间 可 以 用 从 一 十 到 1 一 十 的 区 间 代替 ,因此 


I(N) ~/ ree, (88) 


我 们 现在 研究 记 有 正 的 不 可 约 区 并 且 分 母 不 大 于 天 的 分 数 
所 养 从 区 则 一 二 <a<1 一 十 中 分 出 玉 对 应 于 这 些 分 数 的 “ 主 
要 ”区间 


过 ol 
Ns (89) 
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当 尽 充分 大 时 , 可 以 证 明 ? 这 些 区 间 没 有 公共 点 。 这 样 一 来 , 区 间 


一 二 <a<1- 寺 就 分 成 许多 主要 区 间 和 "“ 畏 助 "区 间 。 


将 T(N) 表示 成 为 两 项 之 和 的 形状 
T(N) =I(N) +1s(N), (40) 
这 里 (和 N) 志 示 在 主要 区 同上 的 积分 的 各 , 而 TaCN) 表示 在 辅助 
区 间 上 的 积分 的 和 .正如 在 今后 将 要 看 到 的 那样 , 当 奇 数 六 无 限 
增 大 时 , Ti( 闵 ) 也 无 限 增 大 , 并且 


1s(N) 
lm 3 (41) 


这 样 一 来 , 由 于 (40), 奇数 入 表 为 三 个 素数 之 和 的 记 示 法 的 数目 
就 与 W 同时 无 限 培 大, 特别 是 这 就 对 所 有 充分 大 的 奇数 丸 证 组 了 
古 德 巴赫 猜测 ， 

在 主要 区 间 上 的 积分 的 表示 法 令 a« 属 于 主要 区 间 中 的 一 个 


区 间 ， 按照 (39), a 一 所 + 并且 1<g<h |a| < 二 我们 把 对 不 

大 于 的 全 部 烷 数 普 沁 求 和 的 和 数 (36) 
Ti 

划分 咸 许多 形 各 





ms 
了 


和 
DD 如 果 在 点 全 和 名 的 近 这 两 个 这 样 的 区 同 相交 , 则 在 公共 点 处 等 式 
入 + 鲜 Gm 
次 qm 下 
成 立 ,这 里 19:|<1, 121<l， 政客 扫 个 样 于， 


ta 一 ol -4 一 和 
站 a 


但 最 后 等 式 左 方 的 绝对 信 不 小 于 本 5 ， 邑 大 于 韦 ， 而 右 方 不 大 于 三 二! 即 人 于 柱 多 .各 
果 最 后 的 等 式 成 立 ,， 风帆 它 可 以 得 由 处 等 


这 与 j 的 选择 祖 子 盾 。 
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的 部 分 和 了,x， 这 里 用 "是 由 这 样 的 计算 选 定 的， 就 是 使 得 ee 
与 er 差别“ 小"( 考 虑 到 只 是 要 了 解 维 诺 格 拉 采 夫 方法 而 不 给 出 
十 德 巴 替 一 一 维 诺 格拉 条 夫 定 理 的 证 责 ， 在 这 里 及 今后 我 们 不 确 
完 “ 差 别 小 " 记 卖 示 的 意思 ; 事实 上 在 维 诺 格拉 采 夫 的 证 明 中 谈 到 
的 是 与 大 员 计 算 有 关 的 严格 地 确定 的 许多 不 等 式 )。 这 样 一 来 ， 


To DT rire Tex (42) 


x 
这 里 符号 “一 ” 指 的 是 最 后 关系 式 的 左 方 与 它 的 平均 部 分 差别 
“其 次 , 从 和 数 

2 Ea (43) 
中 分 出 每 个 和 数 Tow , 它 对 适合 关系 式 履 二 和 一 于 ' 并 属于 算术 
级 数 ge? 的 素数 普遍 求 和 , 这 里 了 取 从 0 到 4- 工 中 与 9 互 滋 
的 所 有 的 值 。 但 是 

nk on 和 





因此 
Da nM, ab D， (44) 


这 里 刀 (1z， 2 DD 是 适 全 条件 开 <<p< 3 并 属于 算术 级 数 go 
的 求 数 的 个 数 ， 在 推 记 不 大 于 = 的 素数 个 数 刀 (oa) 的 公式 (14) 
时 ,对 于 与 差 if' 一 1 比较 起 来 "小 "的 数值 9, 确定 了 (M, A 
8 与 局 | 名 尖 别 不 大 ,这 里 9(9) 是 欧 拉丁 数 . 这 是 一 个 算 


术 函 数 〈 即 对 自然 数 4 定义 的 函数 )， 它 表示 不 大 于 9 且 与 9 互 素 
的 正 整 数 的 个 数 。 这 样 一 来 , 由 (44) 可 以 得 到 
zo 人 
在 表示 式 中 , 在 (45) 的 右 方 只 是 第 一 个 因子 与 了 有关, 就 是 与 算术 
级 数 gz+? 有 关 ( 现 在 我 们 认为 g 是 固定 的 )。 在 对 1 求 和 之 后 ， 
得 到 
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其 次 ,由 (12) 有 


mi 
Tune "和 


并 且 因 为 


Mt Eariss 
x Eo) I 
于 是 用 关系 式 
Bett 
To] 全 ww . 
代 革 (46). 六 贡 之后 帮 交 
se 1 
2 = mop 
在 关系 式 (48) 右 方 的 和 数 


pp #1 


(46) 


C47) 


(48) 


可 用 算术 函数 J/Cq) 表 式 出 来 , 这 里 对 不 大 于 g 且 与 g 互 直 的 自然 
数 1 求 和 , plq) 是 用 下 述 方式 定义 的 ， 如 9 被 大 于 1 的 整数 的 平 


方 除 得 尽 , 则 Ag) 一 0 4(D) 一 DB 如 8 一 芒 2o 且 2 ps … 
是 不 同 的 素数 , 则 上 (9) ~《 一 了 )"， 当 4 与 g 互 素 时 , 就 是 


Fe po). 
所 以 关系 式 (48) 可 以 写成 


mL 六 
9(&) ,2 





由 于 MA 人 9) 一 pp(q), 故 


Te) 


根据 TiCV) 的 定义 ,我 们 有 





PCD-, 屋 , 卫 人 。 I erga, 
g 


,Dn 


(19) 





这 里 当 & 给 定时 对 所 有 小 于 g 的 非 负 的 “ 进行 求 和 。 因为 5 
十 % 于 是 出 (50) 有 


LM DD De 这 癌 罚 (fa) esrmas, 





1 9g) 
(52) 
引入 记号 
， 
RD (人 dp) eva (63) 
由 关系 式 (52) 得 到 
IO) SR Br Se" G50) 


必须 注意 那个 情况 , 即 R(N) 是 某 个 能 进行 概算 的 解析 表示 ; 就 是 
有 


RW ~ yr. (65) 
在 关系 式 (54) 右 方 因数 RCN) 才 过 本 与 下 和 和 
3(N) = 袜 Cx) > (56) 
相差 不 天 ,于 是 由 (6 和 (655) 建立 
lm) ~ gy SN), (07) 
或 者 更 浴 确 些 说 ， 
LN) -ECD+m(7))， (ss) 
这 里 
Hm (NW) -0， (59) 
我 们 指出 , 算术 表示 式 8(N) 可 以 表示 成 
SGD -oH (天 起) (60) 


的 样子 ,这 至 C 是 某 个 常数 ,是 过 鼠 的 全 部 素 因子 的 某 个 乘积 , 并 
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县 计算 表 明 
S(N)>0.6. (81) 
对 在 辅助 区 间 上 的 积分 的 估计 现在 我 们 转 到 对 在 辅助 区 间 
上 许多 积分 之 和 Ts 的 估计 .。 因为 积分 的 绝对 值 不 大 于 被 积 函数 
的 绝对 值 的 积分 , 并 且 当 my 是 实数 时 lo"™**| 一 1, 于 是 


1 
Dem jea, (62) 


这 里 max [| 表示 当 = 局 于 埋 助 区 间 时 |T。| 的 最 大 值 (把 因子 
max | 了 | 旁边 的 积分 推广 到 彭 个 区 间 一 辣 <a<1 一 十 ,我 们 就 吉 
强 了 不 等 式 ). 


但 是 复数 绝对 值 的 平方 等 于 此 数 和 它 的 共 轿 复数 的 染 积 ， 因 
此 
Tel? TD,, 
这 里 由 (86) 有 Te 
高 


因为 6-*wm? 一 o0g2wxop 一 bain 2xap， 所 以 不 等 式 (62) 可 以 写成 
ID <max|T,] 2 
的 样子 ,或 写成 
Yrs 
Tl pn dl 3 
15l<marlze 人 加 如 0 


的 样子 。 但 是 根据 本 节 开始 时 所 谈 到 的 ， 在 不 等 式 (63) 中 的 积分 
家 示 方 程式 p 一 P. 一 0 之 不 大 于 六 的 素数 解 pp 的 数目 D, 或 者 
粗略 些 涪 , 就 是 不 大 于 好 的 素数 的 个 数 了 (NW)， 根 据 车 比 轨 夫 的 
结果 (12), 有 

1(%) <p- Ty, 
这 里 避 是 常数 。 这 样 一 来 ， 
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[hl<B. EmaxiT.l, (64) 

这 里 再 说 一 多 ,max|z。| 天 示 在 辅助 区 间 上 |7。| 的 最 大 值 ， 由 于 
(58) 和 (59)， 对 古 德 巴 痊 - 维 诺 衬 拉 杀 夫 定 理 的 证 明 而 言 ， 剩 下 
的 是 要 指出 max|P。| 的 时 小 于 -ERWTr 然而 这 个 事实 的 建立 有 
着 最 大 的 困难 , 并 且 是 我 们 所 研究 的 定理 的 证 明 中 的 中 心 环节 ， 

属于 辅助 积分 中 一 个 积分 的 每 一 个 < 表示 成 ~ 各 +4 的 样 
对 ,这 里 h<g<r 并 且 |z|< 吉 .这 榜 一 来 问题 就 在 于 在 规定 的 
假设 之 下 来 估计 三 角 和 

[> 
的 绝对 值 。 特 别 是 维 诺 格拉 余 夫 确定 了 
7 

lm— -0 (65) 
在 这 里 , 他 用 了 一 个 由 他 指出 的 与 我 们 已 经 知道 的 函数 jt) 朋 关 
的 非常 重要 的 恒等式 ， 

可 惜 这 里 不 可 能 给 出 等 式 (65) 的 证 明 ; 希望 知道 这 个 证 明 的 
读者 可 去 研究 维 洪 格拉 洒 夫 的 “将 论 中 的 三 角 和 方法 "一 书 的 第 十 


章 . 
正如 已 经 指出 的 那样 , 从 (65) 和 (64) 就 得 出 


Ts(N 
pe Ti(N) 0 


这 样 一 来 , 由 了 (40)，(58) 和 《59) 就 有 
TN) ~ ge (SN) +7N)), C68) 
这 limy(N) =0, 


RCR 的 意义 仙人 (69)， 并 且 由 (61)，3(N) >0.6， 定 理 的 证 明 到 这 
里 就 结束 了 。 
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8 5. 墓 数 分 解 为 二 平方 之 和 . 整 复数 


在 相当 大 的 程度 内 ， 素 数 研究 的 重要 性 是 由 于 它们 在 数 之 规 
律 性 的 大 部 分 理论 中 显然 地 起 着 主要 作用 ; 常常 有 这 样 的 问题 , 初 
看 起 来 与 可 除 性 理论 相差 很 远 ， 在 更 仔细 地 研究 之 后 却 发 现 与 素 
数理 论 有 着 紧密 的 联系 我们 用 下 面 的 例子 来 说 明 . 

数论 中 有 一 个 问题 是 ， 什 么 样 的 自然 数 可 以 分 解 成 两 个 整数 
(不 必 异 于 零 ) 平 方 之 和 的 问题 。 

在 由 可 以 表 为 二 平方 和 的 数 作成 的 序列 中 ， 立 肇 看 不 出 什么 
规律 性 ， 例 如 从 1 到 50 的 数列 中 , 1, 2, 4, 5, 8 9, 10, 13, 16， 
18, 20, 25, 26, 29, 32, 34, 36, 87, 40, 41,， 45, 49, 50 是 二 平方 
和 的 数 , 这 个 序列 是 相当 奇 色 的 。 

十 七 世纪 的 法 国 数学 家 费 尔 马 曾 经 指出 ， 全 部 问题 就 在 于 我 
们 提出 来 的 数 以 何 种 形式 分 解 为 素 因数 ， 这 本 身 就 是 与 素数 理论 
有 关 的 问题 ， 

上 除 p 一 2 外 ,素数 都 是 奇数 ,所 以 当 用 4 去 除 时 , 所 得 的 余数 或 
者 是 工 (形状 是 各 十 1 的 素数 ), 或 者 是 8 (形状 是 名 十 3 的 素数 )。 

1, 素数 p 当 且 仅 当 p=4m-+1 时 是 二 平方 和 、 

形 如 4 名 +3 的 数 不 能 是 二 平方 和 之 证 明 几乎 是 有 显然 的 ， 实 际 
上 ,二 偶数 的 平方 和 被 4 除 得 尽 ,二 奇数 的 平方 和 当 用 么 除 时 余数 
为 2 而 一 个 偶数 平方 与 一 个 奇数 平方 的 和 余数 则 为 1。 

对 于 素数 我 们 先 做 一 点 说 明 ， 即 要 证 明 ， 如 果 p 是 豪 数 则 
(pg 一 1)1+1 被 p 除 得 尽 。 Pp 除 不 尽 的 数 被 p 除 时 所 得 余数 为 1， 
2, 3, …, p 一 1 中 之 一 数 。 我 们 取 整 数 风 TS<r<2 一 1 并 用 7 去 
事 1,2, …, p 一 1 用 Pp 去 除 这 样 作出 来 的 积 , 不 难 证 明 , 得 到 的 
余数 仍旧 全 是 那些 数 , 但 是 一 般 说 来 次 序 不 同 了 ， 特 别 , 余数 中 有 
一 个 是 二 就 是 说 , 对 于 每 一 个 可 以 找到 这 样 的 ru 使 得 了 7 一 
1 十 到 。 我 们 现 证 明 ， 仅 当 r 一 1 或 + 一 p 一 1 时 才 有 7 一 rr， 事实 
上 ,如 果 人 9 一 1+ 邵 , 则 人 r 十 D 《7 一 卫 被 P 除 得 尽 ;对 于 数 1<7< 


2 一 1， 这 仅 当 7 一 1 和 7 一 p 一 1 时 才 可 能 。 我 们 来 求 用 9 去 除 
一 DD!1=1"2"…(p 一 1) 时 的 余数 。 在 这 个 乘积 中 除了 1 和 p 一 1 
之 外 ， 对 于 每 一 个 因数 7 可 以 找到 与 它 自己 不 同 的 一 个 rz 使 得 
Tri 有 余数 1。 所 以 《p 一 四 1 被 p 除 得 的 余数 就 如 同 全 部 这 些 数 就 
是 两 个 因数 工 与 (p 一 1) 一 样 ， 就 是 说 余数 为 一 J。 这 样 一 来 ， 
《Pp 一 1+1 就 被 P 除 得 尽 . 

现在 令 p 一 徊 二 1， 我 们 记 


(D1+1- 卫 '2… 三 直 


x{(9- 三 5) -do-D} -1 


在 第 二 个 大 括号 内 的 式 子 被 2 除 时 余数 为 (一 了 (了 2+)!， 但 


是 了 一 加 是 候 数 ， 所 以 我 们 所 讨论 的 情形 (了 +)! + 也 
能 被 P 除 得 尽 。 以 2 除 (了 二 二)! 所 得 的 余数 记 作 4, 显然 ，4 十 


1 被 p 除 得 尽 . 

我 们 研究 式 子 @ 一 .Ay, 其 中 2 和 yg 互相 无 关 地 跑 过 数 零 ，1， 
…，[wWDp]([ 四 是 不 大 于 = 的 最 大 整数 )， 这样 我 们 就 得 到 
([V2]+1Ds>2+L 个 (相同 或 不 相同) 数值 一 4y， 因 为 被 2 除 
时 不 同 的 余数 只 可 能 有 卫 个 (0 1, 2, …, 2 一 1)， 而 数值 的 个 数 却 
有 p+1 个 , 于 是 就 有 两 对 不 同 的 (my 和 (ms, ga) 使 得 四 一 4 
与 一 Ays 被 Pp 除 时 有 相同 的 余数 ， 也 就 是 (m1 一 03) 一 4 (一 加 ) 
被 六 除 得 尽 ， 我 们 假定 ，wo 一 冬 一 aa， 一 多 一 显然 jzo| 二 
VB，ltj<VP. 上 既然 4+1 被 2 除 得 尽 故 锅 (4+ 一 
(Ayo) 二 由 被 加 除 得 尽 ; 但 是 因为 eo 一 hyo 被 P 除 得 尽 , 故 Pp 除 得 
尽 8 一 (4yo) ?一 (wp 一 hyo) (w+ Ayo)， 所 以 等 于 (@8 一 (hyo)? 十 
(4yo)?+98) 的 数 碍 十 呢 被 p 除 得 尽 ， 但 是 [zo|<VP，|gol 过 
VP， 由 此 我 们 得 出 结论 , 或 者 嘻 十 呢 是 怜 , 或 者 碟 +yP 一 p， 第 
一 种 情形 不 可 能 , 因为 (zz, y;)，(ws,9s) 是 不 同 的 两 对 。 因 此 , 形 
如 徊 十 1 的 素数 可 以 表 成 二 平方 和 的 形式 。 
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3、 我 们 现 来 讨论 将 任意 整数 分 解 为 二 平方 和 的 问题 ， 容 易 

验证 恒等式 
(os 二 有 (+ 四 一 (ae 一 5202 (ad 二 bo 

这 个 伍 等 式 表 明 , 两 个 是 二 平方 和 的 右 数 的 乘积 仍 是 二 平方 和 . 由 
此 得 出 ，2 以 及 形 如 4n+:1 的 素数 的 任何 次 方 的 乘积 仍 是 二 平方 
和 . 因为 二 平方 和 薪 上 一 个 平方 仍 得 到 二 平方 和 , 于 是 形 如 4n 十 8 
的 素 因 于 出 现 偶数 次 方 的 任何 数 是 二 平方 和 , 

3。 我 们 证 六， 如 在 一 数 中 形 如 4 十 8 的 素数 出 现 奇 数 次 方 ， 
则 该 数 不 能 分 解 为 二 平方 和 ， 这 样 , 以 前 所 烛 出 的 问题 即 可 完全 
解决 . 

我 们 现在 来 研究 形 如 ea 十 到 的 复数 ， 这 里 5 和 ?1 是 普通 的 束 
数 。 这 种 复数 叫做 整 揽 数 。 如 果 整 数 入 是 二 平方 入 一 6? 十 5， 
则 克 - (za 十 Mi) (a 一 baa (我 们 用 5 表示 a 的 共 二 复数 ), 于 是 
驴 在 整 复数 范围 内 可 以 分 解 为 复 共 孝 因子 的 乘积 . 

在 阁 复 数 范围 内 可 以 建立 与 普通 整数 范 注 内 可 除 性 理论 完全 


类 似 的 可 除 性 理论 。 如果 各 仍 是 整 复数 ， 我 们 就 说 整 复数 a 被 


谣 复 数 8 队 得 尽 ， 只 存在 四 个 除 得 尽 的 整 复数 , 这 就 是 1， ~ 了 
名 一 惫 ”如 果 索 复 数 a 除 了 1 一 1 名 一 总 mW 一 一 地 之 外 
没有 别 的 因 于 ,我 们 就 说 < 是 素数 ， 在 第 一 段 中 所 解决 的 问题 现 
在 有 了 新 的 意义 : 那里 说 明 , 形 如 4n+ 工 的 素数 和 2 在 整 复数 范围 
内 不 再 是 素数 ， 容易 证 明 , 形 如 4m 二 3 的 崇 数 还 是 沼 数 。 实际 上 
如 果 p 一 op 则 p 一 9B, 一 aapBB. 但 ca 和 BB 是 普通 的 正 整 数 ; 
PD 类 oz， 因 为 形 如 4n 十 3 的 素数 不 是 二 平方 和 。 可 见 = 工 就 是 
可 能 或 者 是 土 1, 或 者 是 土 %， 就 是 说 除了 明 品 的 因子 之 外 没有 
别 的 因子 . 

对 于 整 复 数 而 言 ， 分 成 素 因 子 的 唯一 分 解 定理 是 正确 的 。 如 
果 铂 开 因子 的 次 序 及 它们 与 数 1， 一 1, 名 一 的 结合 , 当然 唯一 性 
就 得 到 了 . 

令 可 是 平方 和 , 一 aa， 令 了 P 是 形 如 各 十 3 的 素数 . 我 们 来 
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计算 在 数 中心 有 几 次 方 ， 因 为 呈 在 整 复数 范围 内 还 是 素数 ， 计 
算 在 < 中 和 在 < 中 各 有 刀 的 儿 次 方 就 金 了 . 但 这 些 方 次 是 相等 的 ， 
所 以 p 在 如 中 一 定 有 侦 次 方 , 这 就 是 记 要 证 明 的 . 

内 容 丰 富 的 可 除 性 理论 不 仅 在 有 理 整 数 范围 内 成 立 (正如 我 
们 看 到 的 那样 , 它 在 整 复数 范 轩 内 成 立 ) 这 个 事实 的 发 现 大 大 扩大 
了 十 九 世 纪 数 学 家 们 的 眼界 .对 这 些 概念 的 研究 要 求 在 数学 中 建 
立新 的 一 般 的 概念 ,例如 环 的 概念 和 理想 的 概念 。 现在 这 些 概念 
的 意义 已 远 远 超出 了 数论 的 范围 . 
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第 十 一 章 概 率 论 


81. 概率 规律 性 


自然 科学 所 确立 的 最 简单 的 规律 性 ， 可 以 归结 为 指出 我 们 这 
感 兴趣 的 某 些 事件 必然 发 生 或 必然 不 发 生 的 条 件 , 换 句 话说 , 这 沁 
条 件 可 以 表 成 以 下 的 两 种 概 型 中 的 一 种 : 

1) 如 果 条 件 组 3 实现 , 则 事件 4 必然 发 生 ; 

2) 如 果 条 件 组 S 实 现 , 则 事件 4 必然 不 发 生 . 

在 前 一 种 情形 下 , 事件 么 对 于 条 件 组 如 而 言 可 以 称 为 "确切 ” 
事件 或 "必然 "事件 ， 而 在 后 一 种 情形 下 , 事件 4 对 于 条 件 组 S 而 
言 可 以 称 为 “不 可 能 ” 事件， 例如 ， 在 大 气压 力 及 温度 ti(0°*<t< 
100°) 的 情形 下 (条 件 组 S), 水 一 定 处 于 液体 状态 (必然 事件 4:)， 
而 不 能 处 于 气体 状态 或 固体 状态 (不 可 能 事件 4 与 4a) 

如 果 当 条 件 组 实现 时， 事件 4 有 时 发 生 有 时 不 发 生 ， 则 称 
4 为 对 于 条 件 组 8 而 言 的 随机 事件 。 于 是 就 产生 了 这 样 的 问题 ; 
事件 4 的 随机 性 是 否 意味 车 事件 和 4 与 条 件 组 信之 间 的 联系 没有 
任何 规律 性 呢 ? 例如 假定 我 们 知道 其 厂 所 生产 的 某 种 类 型 的 灯泡 
(条 件 组 S) 有 时 可 以 燃点 2,000 小 时 以 上 《事件 4), 而 有 时 则 不 
到 这 个 时 间 就 已 经 烧 坏 了 。 虽然 如 此 , 但 是 我 们 是 否 可 以 就 用 检 
查 灯泡 钦 点 2, 000 小 时 的 能 力 的 实验 来 鉴定 这 个 厂 的 产品 质量 
呢 ? 或 者 我 们 是 否 应 该 只 限于 指出 实际 上 所 有 灯泡 可 以 连续 燃点 
的 时 数 (例如 说 ，500 小 时 ) 以 及 实际 上 足以 使 所 有 灯泡 尽 丝 烧 坏 
的 时 数 (例如 说 ，10, 000 小 时 ) 呢 ? 显然 ， 仅 只 用 不 等 式 D00<t< 
10, 000 来 说 明灯 泡 燃 点 时 数 是 不 能 使 消费 者 满意 的 。 如 果 能 够 
告诉 消费 者 ， 差 不 多 在 80% 的 情形 下 ， 灯 泡 燃 点 的 时 数 不 少 于 
2, 000 小 时 ， 则 消费 者 将 会 获得 充分 得 多 的 了 解 。 灯泡 质量 的 更 
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图 1 


加 充分 的 鉴定 是 对 于 任何 时 间 人 给 出 燃点 时 数 不 少 于 了 的 那些 
灯泡 的 下 分 比 "(Z)， 例 如 可 以 用 图 工 所 示 的 图 线 这 种 形式 来 给 
出 . 

曲线 >(Z) 实 际 上 可 以 由 对 于 充分 多 的 一 部 分 灯泡 (100 一 200 
个 ) 作 试验 而 得 出 。， 自然, 欲 使 这 样 得 出 的 曲线 有 实际 价值, 必须 
使 它 正确 地 反映 出 在 原料 的 一 定 质量 及 工厂 中 所 规定 的 生产 工艺 
规程 的 条 件 下 生产 出 来 的 全 部 (而 非 只 是 所 试验 的 这 一 部 分 ) 灯 泡 
的 真实 规律 , 换 句 话说 , 必须 在 对 于 任何 一 组 (在 这 些 一 般 条 件 下 
生产 出 来 的 ) 灯 泡 来 作 试 验 时 得 能 得 出 相似 的 结果 ( 即 得 出 与 试验 
第 一 组 灯泡 时 所 得 的 曲线 相差 不 多 的 曲线 >"(T))， 这 就 是 说 , 在 
所 试验 的 那些 部 分 中 , 各 曲线 »《T) 所 考 现 出 的 统计 规律 性 仅 只 是 
灯泡 侈 点 时 数 与 原料 质量 及 生产 工艺 规程 之 问 的 概率 规律 性 的 反 
映 . 

这 种 概率 规律 性 可 以 借助 于 函数 PCZ) 来 给 出 , 此 处 卫 (Z7 玫 
示 (在 给 定 条 件 之 下 生产 出 来 的 ) 个 别 灯 泡 燃 点 时 至 不 少 于 开 小 
了 时 的 概率 . 

我 们 断言 事件 4 在 条 件 8 之 下 有 确定 的 概率 
P(A/S) =—y, 

这 意思 就 是 说 ,在 各 个 充分 长 的 试验 ( 即 实现 条 件 组 5) 序列 中 所 
得 到 的 事件 4 实现 的 频率 
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和 
四 


大 致 相同 并 且 接 近 于 p (此 处 mw 是 第 了 个 试验 序列 中 的 试验 次 数 ， 
笑 是 在 这 名 次 试验 中 事件 4 出现 的 次 数 ) . 

我 们 仅 只 是 假定 有 这 种 常数 2 一 了 (4/S) 存在 (客观 上 系 由 条 
件 组 & 与 事件 和 4 之 间 的 关系 的 特性 来 决定 ), 使 得 “一 般 说 来 " 当 
试验 次 数 nn 愈 大 时 频率 » 就 愈 与 它 华 近 ; 这 种 假定 可 以 在 很 广泛 
的 一 燃 现 象 中 得 到 良好 的 证 实 。 我 们 自然 就 称 这 一 类 现象 为 概 军 
随机 现象 2 

以 上 所 考察 的 便 系 属于 大 量 生产 的 概率 规律 性 范畴 .这 种 规 
律 性 的 现实 性 是 不 容 置 疑 的 ， 大 重生 产 中 统计 扫 样 检查 的 许多 最 
重要 的 实用 方法 就 正 是 以 这 种 规律 性 为 基础 的 ， 从 概率 规律 性 的 
形成 方式 方面 看 来 ， 对 于 射击 论 有 根本 意义 的 炮弹 分 布 的 概率 规 
律 系 属于 与 此 相近 的 范畴 因为 从 历史 上 说 这 是 概率 论 方法 应 用 
到 技术 问题 上 去 的 最 早 事例 之 一 ， 所 以 在 下 文中 我 们 还 要 再 讲 到 
射击 论 中 若干 最 简单 的 问题 . 

上 文中 我 们 说 到 当 试 验 次 数 很 大 时 ， 频 率 v 与 概率 p“ 敬 
近 ”， 这 些 话 多 少 有 一 些 模糊 ;我 们 未 曾 说 明 对 于 各 种 ， 值 ， 差 数 
Y 一 将 小 至 何 种 程度 ， 我 们 将 在 8$ 3 中 给 出 ” 与 卫 的 而 近 程 度 的 
数量 估计 。 有 意思 的 是 可 以 指出 , 在 这 个 向 题 中 完全 排除 某 种 不 
确切 性 是 办 不 到 的 .因为 当 问题 确切 化 时 就 可 发 现 关于 » 与 P 相 
诡 近 的 断 盲 本 身 内 具有 概率 符 性 、 


§ 2. 初等 概率 论 的 公理 与 基本 公式 


既然 统计 规律 性 的 重大 作用 是 无 可 置疑 的 ， 从 而 就 产生 了 研 
究 这 种 规律 性 的 方法 的 问题 。 首 先 产 生 的 想法 即 是 能 否 以 纯粹 经 
验 的 、 试验 的 方法 来 研究 这 种 规律 性 。 由 于 摄 率 规律 性 呈现 在 大 
其 过程 蛙 ， 因 之 要 发 现 这 种 规律 似乎 自然 就 需 进行 大 量 的 试验 . 


D 有 了 时 谅 为 斯 各 哈 斯 询 琶 象 . 
05。 





然而 这 种 概念 却 汉 只 是 部 分 好 合 于 实情 ， 当 我 们 用 试验 方法 
建立 了 茶 一 些 概率 规律 之 后 ， 我 们 就 可 以 借助 于 若干 一 般 性 的 俱 
定 ,利用 逻辑 方法 或 计算 方法 , 从 这 些 规律 推 得 新 的 概率 规律 。 在 
说 明 这 应 该 如 何 来 作 之 前 ， 我 们 需 先 列举 出 概率 论 的 若干 基本 定 
义 与 公式 . 

因为 我 们 是 把 概率 了 解 为 频率 »~ 空 (此 处 0<m<n， 因 之 


0<<v<1) 的 正常 数值 , 所 以 我 们 自然 规定 任何 事件 4 的 概率 (4) 
站 介 于 0 与 工 之 问 的 2 
0< 了 (4) <1. (D 
如 果 两 个 事件 ( 当 条 件 组 8 实现 时 ) 不 可 能 同时 出 现 ， 则 称 之 
为 不 相 容 的 ， 例 如 搓 投 子 时 出 偶数 点 与 出 三 点 是 不 相 容 事件 ， 如 
果 把 事件 41 与 4s 中 至 少 有 一 件 出 现 算 作 是 事件 4， 则 我 们 称 事 
件 4 为 事件 4 与 d 的 联合 ， 例 如 摔 仙 子 时 若 把 1,， 2 或 3 点 的 
出 现 作 为 事件 4，1 或 2 点 的 出 现 作为 事件 44，2 或 3 点 的 出 现 
作为 事件 4 则 事件 4 是 事件 44 与 4e 的 联合 ， 易 见 , 若 把 两 个 
不 相 容 事件 44，4s 以 及 它们 的 联合 4 一 4xU-4s 的 出 现 次 数 记 作 
Th ma 与 铝 ， 则 恒 有 等 式 mw 一 ma 十 a， 由 此 可 见 , 对 于 相应 的 频 
率 恒 有 等 式 "一 十 za 
由 此 就 很 自然 地 引出 下 列 的 梳 率 加 法 公理 
P(AUAs) ~ 了 (4) +P (4h;). (2 
此 处 事件 41 与 ds 是 不 相 容 的 , 而 A404s 系 志 示 它们 的 联合 。 
其 次 , 对 于 必然 事件 ,我 们 自然 取 
了 P(D) ~1. (3) 
全 部 概率 数学 理论 都 是 建立 在 象 (人)，(2)，(3) 这 样 简单 的 公 
再 的 基础 上 的 ， 由 纯 数学 观点 看 来 ,“ 概 府 ” 乃 是 “事件 ”的 数值 务 
数 ， 这 个 函数 具有 某 些 公理 化 | 下 来 的 性 质 。 如 果 我 们 不 坚 
持 要 求 事件 、 事 件 的 联合 以 及 下 文中 将 要 定义 的 事件 的 兼 有 这 样 
一 些 概念 本 身 也 必须 公理 化 , 则 公式 (1)，(2),，(3) 所 表达 的 概率 
必 为 了 书写 简便 ,现在 我 们 反 P(4/) 改写 为 了 (4)。 
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性 质 即 是 建立 所 谓 的 初等 概率 论 的 充分 的 基础 . 初学 的 人 对 于 " 事 
件 ” 与 “概率 ”这 些 名 词 最 好 采 到 直觉 的 了 解法 , 不 过 知道 这 样 一 点 
也 是 有 益 的 ， 即 这 些 概念 的 未 经 完全 形式 化 的 实际 意义 并 不 影响 
概率 论 的 公理 化 了 的 纯粹 数学 讲法 的 纯 形 式 上 的 清晰 性 。 

设 任意 给 定 者 干 个 事件 44，4s，…，4, 而 以 4 表示 这 些 事 
件 中 至 少 有 一 个 实现 , 则 我 们 称 事件 了 是 这 些 事件 的 联合 ， 于 是 
由 加 法 公理 容易 推 知 , 对 于 任意 多 个 彼此 互 不 禄 容 的 事件 41, 4y 
…，4, 及 其 联合 4, 我 们 有 

P(A) ~P(A) +P(As)+.…+ P(A,) 

《所 调 “ 概 率 加 法 定理 ”) . 

如 果 这 些 事件 的 联合 是 必然 事件 ( 即 每 当 条 件 组 3 实现 时 ， 
总 有 某 一 事件 4 实现 ), 则 

P(A1) 十 了 (ds) 十 … 十 卫 (4) =1, 

此 时 事件 组 4, …, 4, 称 为 完备 事件 组 . 

现在 我 们 试 来 考察 两 个 一 般 说 米 彼 此 相 容 的 事件 4 与 如 
果 用 事件 O 表示 事件 4 与 吾 同 时 发 生 ， 刚 事件 O 称 为 事件 4 与 
B 的 效 有 (0O=4B)*. 

例如 ， 设 事件 4 表示 当 指 一 个 贷 子 时 出 现 侦 数 点 ， 而 事件 
表示 出 现 的 点 数 能 被 三 整除 , 则 事件 O 就 是 出 现 六 点 . 

假定 当 把 一 个 试验 重复 进行 到 % (大 数 ) 次 时 , 事件 4 出 现 了 
m 次 ,而 事件 8 出 现 了 1 次, 其 中 有 次 是 和 事件 4 同时 出 现 的 . 


于 是 比值 臣 自然 可 称 为 事件 在 事件 4 的 条 件 下 的 条 件 频 率 . 
% 在 
频率 元 ， 公 与 攻 之 间 的 关系 公式 


hb_h.m 
mn 
使 我 们 自然 地 平行 引出 如 下 的 定义 ; 
了 (4B) 
比值 FN- 


了 D 类似 地 , 企 意 多 个 事件 4z La, …， 儿 的 着 有 C 表示 这 些 事 件 同时 一 起 发 生 . 
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称 为 宫 件 在 事件 4 的 条 件 下 的 条 件 概率 、 

当然 , 这 里 我 们 假定 了 (4) *0. 

如 果 事 件 毛 与 怠 在 本 质 上 彼此 毫 无 联系 , 则 我 们 自然 可 以 预 
料 ,事件 如 在 出 现 事件 4 的 条 件 下 不 应 比 考察 所 有 一 般 的 试验 时 
出 现 得 频繁 得 多 或 出 现 得 释 少 得 多 , 换 名 话说 , 即 我 们 应 有 近似 公 


区 天 
式 志 ~ 而 或 


而 

在 最 后 的 这 个 近似 公式 中 ， 垩 一 wx 是 事件 4 的 统率 , 工 一 za 是 事 

件 也 的 频率 , 芯 一 ws 是 事件 4 与 的 兼 有 4 的 频率 . 
我 们 看 到 , 这 些 频率 由 下 列 的 近似 公式 


4 人 PLD 
相互 联系 ， 因 此, 对 于 事件 4, 了 与 4 了 8 的 酸 率 自然 就 应 该 有 相应 
的 确切 等 式 
P(AB) 一 P(C4) "了 P(B). (9 

等 式 (4 就 作为 两 个 事件 4 与 吾 的 独立 性 的 定义 . 

类 似 地 可 以 定义 任意 多 个 事件 的 独立 性 . 此 外 ,还 可 以 给 出 
任意 多 个 试验 的 独立 性 的 定义 (这 个 定义 粗 路 说 来 可 以 归结 成 这 
样 一 点 , 即 在 这 些 试验 中 , 一 部 分 试验 的 结果 不 影响 其 余 试验 的 结 
果 ). 

设 有 "个 独立 试验 , 在 每 一 个 试验 中 事件 4 出 现 的 概率 将 等 
于 p， 现 在 我 们 试 来 计算 在 这 个 试验 中 事件 4 恰巧 出 现 次 的 
概率 Ps。 我们 用 筷 下 示 “事件 4 不 出 现 ” 这 个 事件 .显而易见 ， 

了 D 确切 况 来 , “试验 的 独立 性 "的 意义 如 下 把 "个 试验 用 任何 方法 划分 为 两 组 
设 事件 4 表示 第 一 组 中 所 有 的 试验 贱 以 菜 毕 预先 给 定 的 结局 而 完结 ， 而 事件 万 表示 
第 二 组 中 所 有 的 试验 留 以 某 些 砚 先 给 定 的 结局 而 完结 ， 和 如果 对 于 任意 的 划分 法 与 任 
意 给 定 的 结 导 ,以 上 所 定义 的 事件 4 与 妃 恒 在 《4) 的 意义 下 政 此 政 立 , 则 这 些 试验 可 


以 称 为 是 (完全 )“ 斤 立 的 ”。 
在 $4 牛 我 们 还 要 再 来 讨论 独立 性 福 念 的 现实 意义 。 
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P(A) -1 一 了 (4) ~1—p. 
从 试验 的 独立 性 的 定义 不 难看 出 ， 由 事件 4 出 现 * 次 , 不 出 
现 w 一 # 次 所 组 成 的 任 何 一 个 确定 的 序列 , 其 概率 皆 为 
Wi (6) 
例如 , 当 n 一 5 与 8=2 时 , 得 到 4444 这 一 串 结果 的 概率 
为 
P11—P)p(1-P) 1D PD 
根据 加 法 定理 , 概率 P; 等 于 所 有 由 事件 4 出 现 次 , 不 出 现 
?一 大 次 所 组 成 的 结果 序列 的 福 率 的 和 数 ; 换 句 话说 , 根据 (5), 枝 
率 Pr 等 于 这 种 结果 序列 的 个 数 与 久 (1 一 2)" 一 的 乘积 ，、 显 而 易 
见 , 这 种 序列 的 个 数 等 于 从 个 里 取 天 个 的 组 合 数 , 因为 4 的 大 次 
出 现 可 以 在 ”个 试验 的 序列 中 取 任 何 位 置 ， 
这 样 , 最 后 我 们 便 得 到 . 
POpPU-pD™Y (b=0,1,2,.,n) (0) 
《所 谓 二 项 式 分 布 ). 
为 了 要 有 君 看 以 上 所 引入 的 定义 与 公式 如 何 应 用 ， 我 们 试 来 考 
察 一 个 有 关 射 击 论 的 例子 . 
假定 为 了 击破 目标 ， 有 五 发 命中 就 够 了 。 我 们 要 研究 的 问题 
是 : 我 们 是 否 可 以 指望 在 40 发 射击 中 得 到 这 所 取 的 五 发 命中 ? 这 
个 问题 的 纯 经 验 的 解决 方法 如 下 : 对 于 一 定 大 小 的 日 标 , 在 一 定 的 
距离 上 进行 射击 ， 每 批 射击 40 发 ， 如 此 进行 许多 批 《 例 如 说 200 
批 ); 然后 查 明 在 多 少 批 射 击 中 得 到 本 不 少 于 五 发 的 命中 , 比如 说 ， 
在 200 批 射 击 中 有 195 批 射击 得 到 了 这 样 的 成 绩 , 则 概率 卫 近 似 
地 等 于 


195 
P-500™0%5. 
依照 上 述 的 纯 经 验 的 研究 方法 来 作 ， 为 了 解决 这 个 极 特殊 的 
问题 就 得 浪费 8000 发 炮弹 . 所 以 实际 上 当然 淮 也 不 这 么 办 .我 


们 可 以 会 此 而 从 研究 在 (与 目标 大 小 无 关 的 ) 固 定 射击 距离 下 的 炮 
弹 分 布 入 手 ， 事 实 上 , 对 于 平均 落 点 的 远近 偏差 及 左右 偏差 , 就 各 
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种 大 小 偏差 发 生 的 频率 面 言 , 服从 图 2 所 示 的 规律 。 此 处 妃 系 志 
示 所 谓 的 或 然 偏 差 ， 一 般 说 来 , 对 于 远近 偏差 的 或 然 偏差 和 对 于 
左右 偏差 的 或 然 偏差 是 不 同 的 ,而且 除 此 之 外 , 或 然 偏 差 还 随 着 射 
击 距 离 的 增长 而 增长 。 对 于 各 种 距离 , 各 种 类 型 的 大 炮 与 炮弹 , 其 
或 然 偏 差 可 借助 于 炮兵 射击 场 的 试 射 而 以 经 验方 法 求 得 ， 作 过 了 
这 一 步 以 后 , 所 有 象 以 上 所 提出 的 那 种 类 型 的 特殊 问题 , 都 可 以 用 
计算 的 方法 来 解决 ， 


2 和 7 和 16 和 % 25 和 6 25% 16% .7 和 2% 
48 58 2B -B 0 B 2 38 14 
图 2 
为 了 简单 起 见 , 假定 我 们 的 目标 是 长 方形 的 , 其 一 边 与 射击 线 
平行 , 长 为 远近 或 然 偏差 的 两 倍 , 另 一 边 与 射击 线 垂直 , 长 为 左右 
或 然 偏差 的 两 倍 。 其 次 , 我 们 假定 目标 很 好 地 被 试 射 了 ,并 且 平 均 
弹道 穿 过 目标 的 中 心 ( 图 3)。 





我 们 再 假定 左右 偏差 与 远近 偏差 彼此 独立 ?>， 于 是 为 了 构 使 
某 发 炮弹 命中 月 标 ， 必 须 而 且 只 须 其 远近 偏差 与 左右 偏差 不 超过 
相应 的 或 然 偏 益 根据 图 2， 这 两 件 事件 中 的 每 一 件 缘 大 致 对 于 
50% 的 所 发 射 的 炮弹 可 以 实现 , 换 句 话说 ， 每 一 事件 实现 的 概率 
皆 为 1/2, 这 两 件 事件 的 兼 有 大 致 对 于 25% 的 所 发 射 的 炮弹 可 以 
实现 , 换 句 话说 , 个 别 炮 弹 命中 目标 的 概率 等 于 
和 


了 这 种 名 立 性 的 殷 定 可 由 试 殊 证 实 。 
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而 个 别 雹 弹 不 命中 目标 的 概率 等 于 
9-1-p-1- 寺 33. 
候 定 不 同 的 各 发 炮弹 的 命中 是 独立 事件 ， 利 用 二 项 式 公民 
(可 家 得 在 发 如 中 忆 有 次 外 的 搓 率 等于 


Ppa -如 到 全- 有 (4) (时 


我 们 所 要 求 的 不 少 于 五 发 命中 的 概率 现在 可 以 表 如 以 下 的 公式 ; 
一 总 P。 但 是 从 少 于 五 发 命中 的 概率 Q 一 总 P 册 发， 按照 公 
式 忆 -~I 一 @ 来 计算 尸 则 比较 简单， 
我 们 可 以 算 册 ， 
P=(3) ~0.00001, 


已 -40( 呈 ) 村 ~0.00013， 


PP 时 (3) (4) ~0-00087, 


mo 


-二 时时 (3) (00 


因此 ，@=0.016,， 卫 一 0.984. 

这 里 所 得 到 的 概率 P， 比 起 在 确定 能 够 保证 完成 上 述 任务 的 
炮弹 数 时 射击 论 中 通常 认为 足够 的 概率 , 还 发 更 接近 于 工 一 些 . 通 
常 认为 指出 能 以 概率 0.95 保证 完成 上 述 任务 的 炮弹 数目 就 可 以 
了 

以 上 我 们 所 考察 的 例子 虽然 多 少 是 概 型 化 了 的 ， 但 是 却 充分 
使 人 信服 地 衣 明 了 概率 计算 的 重要 性 ， 由 试验 确定 了 或 然 俩 差 对 
于 射击 虐 离 的 依赖 关系 之 后 (这 只 要 在 庙 击 场 进行 不 很 多 次 的 身 
击 就 够 了 )， 再 通过 一 些 不 其 复杂 的 计算 , 我 们 就 可 以 得 出 各 种 各 
样 问题 的 答案 了 。 在 所 有 出 于 大 量 戎 机 因素 的 共同 作用 而 产生 统 
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计 规 律 性 的 场合 ,情形 亦 洁 与 此 类 似 。 对 于 大 量 观察 直接 加 所 整 
理 的 结果 ， 只 能 显示 出 这 些 统计 规律 性 中 的 最 简单 的 一 些 ， 换 言 
之 , 即 只 能 求 得 某 些 基本 概率 。 然后 , 利用 概率 论 的 规律 , 我 们 就 
可 以 从 这 些 基本 概率 出 发 , 计算 出 更 复杂 的 现象 的 概率 , 并 且 从 而 
推断 我 们 所 考察 的 那些 复杂 现象 的 统计 规律 性 . 

有 时 不 用 积累 大 量 统计 材料 , 问题 也 完全 能 获得 解决 , 因为 基 
本 概率 可 能 由 充分 令 人 信服 的 对 称 性 考虑 而 得 以 确定 。 例如 ， 自 
古 以 来 我 们 就 能 够 肖 定 ， 仍 子 〈 亦 即 册 均 久 材 料 所 克成 的 正方 体 ) 
从 充分 高 的 高 度 掷 下 来 时 ,每 一 面 朝 上 的 概率 都 是 1/6， 而 我 们 作 
出 这 一 项 断言 无 疑 是 先 于 十 分 系统 地 去 积累 为 要 证 实 这 一 断言 所 
需 的 充分 的 观察 材料 ， 这 种 类 型 的 系统 试验 主要 是 十 八 至 二 十 世 
纪 的 概率 论 教材 作者 们 作 的 ， 彼 时 概率 论 已 经 是 一 门 经 过 研究 的 
科学 了 . 这 个 核验 的 结果 是 令 人 满意 的 , 但 是 把 这 种 作法 推广 到 新 
的 类 似 的 情形 中 去 , 就 未 必 有 什么 意思 了 ， 例 如 ,我 们 知道 ， 谁 也 
没有 对 于 抛掷 由 均匀 材料 所 雕 成 的 规则 十 二 面体 一 事 进行 过 充分 
大 量 的 试验 ， 不 过 恋 无 疑问 ， 伪 车 真 来 进行 试验 ， 比 如 说 抛 按 
12, 000 次 , 则 十 二 面体 任何 一 面 朝 上 的 次 数 皆 约略 为 一 千 次 . 

由 对 于 对 称 性 或 均匀 性 的 考虑 而 推 求 基本 概率 的 这 种 方法 ， 
对 于 许多 重大 的 科学 问题 也 是 具有 重要 意义 的 ， 例 如 在 所 有 关于 
毫 无 秩序 地 运动 着 的 气体 分 子 的 碰撞 或 接近 的 问题 上 ， 情 形 就 是 
这 样 , 对 于 所 有 关于 银河 中 的 星 的 磁 揣 或 接近 的 问题 , 这 种 方法 也 
同样 有 效 、 当 然 , 在 象 这 种 更 精微 的 场合 , 对 于 所 作 的 假定 最 好 能 
验证 一 下 ， 即 使 是 通过 把 从 所 作 的 假定 而 推 得 的 结论 与 试验 相 比 
较 这 种 办 法 来 间 按 验证 也 好 . 


§ 3. 大 数 定 律 与 极限 定理 


关于 在 “长 的 "试验 序列 中 事件 出 现 的 频率 “接近 ”于 事件 的 概 
素 这 一 断言 ,非常 自 然 地 需要 以 数量 来 确切 说 明 。 应 该 弄 清 楚 这 
一 问题 的 某 种 微妙 性 。 在 概率 论 中 最 奥 型 的 场合 下 ， 对 于 任意 长 
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的 试验 序列 , 顷 率 的 两 个 报端 信 
0 
二 
在 理论 上 总 还 是 可 能 的 。 因 此 , 试验 次 数 无 论 怎样 大 , 我 们 始终 
不 能 完全 晰 定 我 们 有 这 样 的 不 等 式 : 
1 
改 -|< 讽 ， 

例如 , 假定 事件 4 是 掷 歌 子 时 出 现 六 点 ,出 当 投 将 m 次 时 ,我 
们 得 到 的 总 是 六 点 的 概率 为 (十 】>0, 搁 句 话说 ， 六 点 出 现 的 颇 
率 等 于 1 的 概率 为 ( 吉 ) ,而 方 点 一 次 也 不 出 现 ， 换 名 话说 , 六 点 
出 现 的 频率 等 于 零 的 概 池 为 (1 一 二) >0. 


在 所 有 类 似 的 问题 中 ， 对 于 频率 与 概率 的 车 近 程 度 的 任何 韭 
显然 的 估 值 都 不 能 完全 确定 地 成 立 ， 而 只 是 以 某 一 小 于 工 的 概率 
成 立 ， 例 如 , 可 以 证 明 , 在 事件 出 现 具有 固定 概率 2 的 独立 试验 ” 
的 情形 下 , 下 列 不 等 式 


|s-p| <o.03 人) 
对 于 mn 一 10,000 (及 任意 的 区 成 立 的 概率 为 
P>0.9999. (8) 


在 这 里 我 们 首先 应 着 重 指出 ,在 以 上 的 叙述 中 , 频率 攻 与 概 


率 p 的 车 近 程 度 的 数 什 估 计 (7) 是 和 所 引入 的 新 的 袜 率 卫 联 结 在 
一 起 的 , 而 决 不 能 孤立 地 来 看 待 它 . 

估 值 式 (8) 的 实际 音义 是 这 样 的 ; 假定 进行 六 批 试 验 , 每 一 批 
试验 由 "次 试验 组 成, 然后 计算 出 使 不 等 式 (7) 成 立 的 批 数 世 ， 那 
么 当 态 充分 大 时 , 我们 将 近似 地 有 


Ms 
二 二 P>0.9999. (9) 
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得 是 如 果 我 们 想 要 在 a 与 了 的 靠近 程度 方面 以 及 断言 这 种 
靠近 程度 能 够 成 立 的 确实 性 方面 , 来 使 关系 式 (9) 精确 化 , 那么 我 
们 就 必须 象 在 各 与 9 的 车 近 程 度 的 问题 上 所 作 的 那样 , 重新 来 作 


类 似 的 考虑 。 如 若 高 兴 的 话 , 这 种 考虑 可 以 重复 任意 多 次 , 但 是 十 
分 明显 , 这 并 不 能 使 我 们 获得 根本 的 解脱 , 到 了 最 后 一 步 我 们 仍然 
不 得 不 对 于 概率 这 一 个 词 采取 原来 的 粗糙 了 解 . 

不 要 以 为 这 一 类 的 困难 乃 是 概率 论 的 某 种 周 有 的 性 质 ， 在 对 
现实 现象 进行 数学 研究 时 , 我 们 永远 是 要 把 它们 概 型 化 。 实际 现 
象 的 演变 与 理论 概 型 之 间 的 偏差 也 可 以 加 以 数学 研究 .但 是 为 此 
这 些 偏差 本 身 就 需要 纳入 一 定 的 概 型 ， 而 在 使 用 这 一 定 的 概 型 时 
就 已 经 不 必 再 对 这 些 偏差 与 这 一 定 的 概 型 之 闻 的 偏差 进行 形式 数 
学 分 析 了 , 

然而 我 们 指出 , 当 我 们 把 估 信 式 ” 


了 作乱 -2|<0.02}>0.9999 (10) 


实际 应 用 到 由 "次 试验 所 组 成 的 单独 一 批 试验 上 去 的 时 候 ， 我 们 
依据 的 万 是 某 种 对 称 性 的 考虑 不 等 式 (10) 是 说 , 当 批 数 Y 很 大 
的 时 候 , 关系 式 (7) 将 在 不 少 于 99.99% 的 场合 下 成 立 ; 如 果 我 们 
有 根据 认为 我 们 所 考察 的 这 一 批 试验 在 其 他 各 批 试验 中 占有 的 只 
是 一 个 普通 的 , 豪 无 特点 的 位 置 , 那么 自然 我 们 就 有 很 大 的 把 握 来 
期 待 不 等 式 (7) 对 于 我 们 所 考察 的 这 特别 的 一 批 试验 成 立 . 

通常 在 各 个 不 同 的 实际 情形 下 所 忽略 的 概率 是 各 不 相同 的 . 
在 前 文中 已 经 指出 , 当 种 计 为 要 保证 完成 任务 所 需 的 炮弹 数量 时 ， 
一 般 认 为 取 定 能 以 概率 0.95 完成 任务 所 需 的 炮弹 数量 就 可 以 了 ， 
换 名 话说 , 忽略 了 不 超过 0.05 的 概率 .这 是 由 于 倘若 我 们 在 计算 
时 只 准许 忽略 例如 说 小 于 0.01 的 概率 , 那么 就 会 使 得 炮弹 数量 大 
大 增加 , 这 也 就 是 说 , 实际 上 在 许多 情形 下 将 会 推论 出 在 所 能 容许 
的 短促 时 间 之 内 完成 任务 是 不 可 能 的 ， 或 者 说 具有 真正 威力 的 是 

了 对 于 不 等 式 (7) 成 立 的 概率 的 估 值 式 (8) 可 以 写成 (10) 的 样式 。 


274 


所 使 用 的 炮弹 储备 . 

有 时 在 科学 研究 中 也 只 是 使 用 以 不 计 0.05 以 内 的 概率 为 前 
提 的 统计 方法 .但 仅 只 是 当 收集 更 广泛 的 材料 非常 困难 时 才 可 以 
这 样 作 。 作为 运用 这 种 方法 的 例 , 我 们 试 来 考察 以 下 的 问题 ， 假 
定 在 一 定 的 条 件 之 下 ， 治 疗 某 种 疾病 的 通用 药剂 在 0 多 的 情形 
下 , 换 句 话说 , 以 概率 0.5 给 出 良好 结果 ， 现 在 我 们 提出 了 一 种 新 
的 药剂 , 并 且 为 了 要 证 实 它 确 比 旧 有 的 药剂 优越 , 我 们 从 病人 ( 渍 
情 的 严重 程度 是 这 样 的 ， 即 旧 有 药剂 在 这 种 情形 下 有 50% 的 疗 
效 ) 里 面 毫 无 偏心 地 选择 十 个 人 来 试用 这 种 新 的 药剂 ， 此 时 如 果 
在 十 个 人 中 有 不 少 于 八 个 人 皆 得 到 丁 良好 的 结果 ， 则 新 的 药剂 的 
优越 性 可 以 认为 是 被 证 实 了 ， 不 难 算出 , 在 问题 的 这 种 解法 中 得 
到 错误 结论 (所 调 错 误 结论 即 当 新 的 药剂 与 旧 的 药剂 不 相 上 下 其 
至 还 更 差 一 些 的 时 候 , 我 们 断言 新 的 药剂 的 优越 性 已 被 证 实 ) 的 概 
率 恰 在 0.05 左右 , 这 一 概率 被 忽略 不 计 ， 实际 上 , 如 果 十 个 试验 
中 每 一 个 试验 得 到 良好 结果 的 概率 党 为 ?， 则 在 十 个 试验 中 共 得 
到 10 个 , 9 个 或 8 个 良好 结果 的 概率 分 别 等 于 

Pio 一 Po， Po—10p (1~p), Pe™ 45p° 0 一 7 


当 p 一 汪 时 , 则 我 们 加 起 来 便 得 到 
56 

1024 
这 样 一 来 假若 新 的 药剂 丰 的 与 昌 有 的 药剂 不 相 上 下 , 由 我 们 错 训 
地 电 言 新 的 药剂 优 于 旧 有 的 药剂 的 概率 在 0.05 左右 ， 若 是 我 们 
要 把 这 个 概率 降低 到 0.01 左右 ， 辐 时 不 增加 试验 的 数目 wm-10， 
那么 我 们 就 必须 规定 ， 只 有 当 新 的 药剂 在 十 次 试验 中 不 少 于 九 次 
得 到 良好 结果 时 ,新 的 药剂 的 优越 性 才能 认为 是 被 证 实 了 。 如 果 
这 个 要 求 对 于 新 的 药剂 的 拥护 者 说 来 是 过 于 严格 了 ， 那 么 就 必须 
使 试验 的 次 数 m 大 大 地 超过 10， 例如， 假定 当 一 100 时 我 们 视 
定 , 若是 wy 人 5 则 新 的 药剂 的 优越 性 就 等 是 被 证 实 了 ,那么 错误 的 
概率 仅 为 P 守 0.0015. 


P~ Pot+P,+Pe— ~0.05, 
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假如 说 0.05 这 种 大 小 对 于 一 些 重要 的 科学 研究 还 是 很 不 够 
的 , 那么 象 0.001 或 0.003 这 样 大 小 的 错误 概率 , 在 绝 大 多 数 情形 
下 ， 甚 至 在 象 天 文 观测 结果 的 整理 加 工 这 样 的 典型 的 和 精密 的 研 
究 中 , 一 般 也 都 是 忽略 不 计 的 。 不 过 有 时 候 以 概率 规律 性 为 基础 
的 科学 论断 也 具有 极 高 的 准确 性 (这 就 是 说 , 在 作出 这 种 论断 时 只 
忽略 极 小 的 概率 )、 关 于 这 一 点 下 文中 还 要 谈 到 . 

在 吨 个 独立 试验 中 ( 设 每 一 试验 得 到 正面 结果 的 概率 皆 为 2 
恰恰 得 到 w 个 正面 结果 的 概率 Pm 可 由 二 项 式 公式 (6) 来 表 出 ; 

Pa 一 OF 一 们 一 ” 

在 我 们 以 前 所 考察 的 几 个 例 中 我 们 已 经 屡次 使 用 了 这 一 公式 的 各 
种 特殊 情形 、 现 在 我 们 再 利用 这 个 公式 来 研究 我 们 在 本 节 开 头 处 
所 提出 的 关于 概率 


zp 了 {| 双 -p|<e} (1L) 
的 间 题 , 此 处 表示 实际 得 到 的 正面 结果 的 次 数 ?。 显 谭 易 见 ， 这 
个 概率 可 以 表 成 以 满足 下 列 不 等 式 
|2-z|<s (12) 
的 那些 mn 值 为 下 标的 那些 Po 的 和 数 , 即 
P- 名 Pp., (13) 


其 中 mz 表示 满足 不 等 式 (12) 的 那些 四 值 中 的 最 小 者 ， 而 ms 类 示 
其 中 的 最 大 者 . 

当 交 稍 大 时 ， 公 式 (18) 对 于 直接 计算 来 说 是 不 大 合适 的 ， 因 
此 莫 哇 俄 尔 对 于 2 去 以 及 拉 普 拉 斯 对 于 任意 的 p 所 发 现 的 渐 近 
公式 就 有 很 大 的 意义 ， 渐 近 公式 使 得 我 们 对 于 大 的 值 可 以 很 简 
捷 地 求 出 概率 Pm 的 信 并 且 研 究 它 的 性 质 。 这 个 渐 近 公式 的 形状 
如 下 ; 


二 5 以 际 宰 Pm 到 值 mm( 一 0, 1,*…, m9), 亦 即 
Pm) = Pe 


人 (9 


如 果 p 不 是 非常 接近 于 零 或 1, 则 当 n 等 千 100 左右 的 时 候 , 这 个 
公式 就 已 经 十 分 地 精确 了 。 如果 我 们 令 
re 1 
rp- ba 
风 公 式 (19) 可 以 改写 成 
- 
Pr ry (160) 
由 (13) 及 (16) 可 以 淮 出 概率 (二 ) 的 如 下 的 近似 表达 式 ， 


P~ 声 [ oT at FT), (1D) 


r/R 0 


对 于 国定 的 不 等 于 零 或 1 的 p，(17) 式 左右 两 侧 的 差 当 nn-> co 时 
对 8 而 言 一 致 地 趋 于 零 。 对 于 函数 也 (T) 我 们 有 许多 详尽 的 表 . 
在 此 我 们 只 摘 引 出 如 下 的 值 : 


2 | 1 | 2 | s 4 
0.68269 | 0.95450 | 0.9y730 | 0.99998 “ 


当 了 一 c 时 ,函数 到 (7) 的 值 趋 于 1. 
现在 我 们 试 利用 公式 (17) 来 对 于 % 一 10, 000 俩 计 以 下 的 概 


其 中 





素 ， 
P{|s-sl <0.02}. 
因为 Wr 
i 


读 于 函数 了 (T) 随 着 全 的 增加 而 单调 递增 ， 因 之 为 了 要 得 出 
不 依赖 于 2 的 了 的 最 低 信 值 , 应 取 所 有 可 能 的 全 值 (对 应 于 不 同 
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的 力 中 的 最 小 值 。 当 -去 时 了 J 达到 最 小 值 , 并 且 它 等 于 4 所 
以 我 们 近似 地 有 
P>F(4) —0.99993, (09) 

在 不 等 式 (19) 中 没有 考虑 到 由 于 公式 人 L7) 的 近似 竹 而 产生 的 
误差 。 对 于 由 此 而 产生 的 误 傣 进行 估 值 之 与 , 夭 们 可 以 新 言 , 在任 
何 请 形 下 馆 有 已 >0.9999. 

从 我 们 所 考察 的 关于 公式 (17) 的 应 用 的 这 个 例 自然 就 引起 了 
公式 QT) 的 余 项 的 估 值 问题 , 应 该 指出 , 在 概率 论 理论 著作 中 给 出 
的 这 种 估 值 很 久 以 来 都 是 停留 在 很 不 能 令 人 满意 的 地 步 . 因此 对 
于 不 很 大 的 mn 或 者 对 于 很 车 近 0 或 1 的 概率 p (这 种 概率 往往 偏 
具有 特别 重大 的 意义 ), 应 用 公式 (17) 及 与 之 类 似 的 公式 来 作 计算 
的 时 候 , 时 常 仅 只 是 对 于 有 限 个 模型 来 核验 这 种 结果 , 以 此 为 其 依 
所, 而 并 未 对 可 能 有 的 错误 建立 精确 的 估 值 ， 除 此 之 外 , 更 详尽 的 
研究 克明， 在 许多 具有 实际 重要 性 的 情形 中 ， 以 上 所 引入 的 渐 近 
公式 不 仅 是 需要 对 它 的 余 项 进行 估 值 而 且 公 式 本 身 还 需要 精确 化 
(因为 如 果 不 把 公式 作 得 更 精确 一 些 , 余 项 就 过 于 大 了 )。 在 这 两 
方面 最 完全 的 结果 系 属于 伯 恩 斯 坦 . 

公式 (11)，(17) 与 (18) 可 以 改写 成 以 下 的 形状 : 


公式 (20) 有 侧 不 包含 对 于 充分 大 的 + 它 任意 接近 于 1 换 句 话 
说 , 它 任意 接近 于 老 示 完全 确切 性 的 概率 值 由 此 可 见 ,一 般 说 来 ， 
频率 从 与 概率 2 之 间 的 偏 关 的 级 为 ， 广 -， 概率 规律 作用 的 精 击 


性 与 观察 次 数 的 平方 根 之 间 的 这 种 比例 关系 也 是 许多 其 他 问题 所 
共有 的 现象 ， 有 时 简单 通俗 一 些 ， 我 们 其 至 就 说 尔 的 平方 根 规 
律 "是 概 宰 论 的 基本 规律 . 这 种 思想 的 完全 上 明确 系 归 功 于 伟大 的 
俄罗斯 数学 家 车 比 雪 夫 ， 由 于 他 首先 系统 地 使 用 了 把 各 种 不 同 的 
报 率 问题 归结 到 计算 “随机 变量 ” 的 和 数 与 算术 平均 值 的 “数学 期 
望 "与 离 差 * 的 方法 - 


278 。 


如 果 在 某 一 个 条 件 组 8 之 下 ， 一 个 变量 能 以 各 种 确定 的 概率 
取 各 种 不 同 的 值 , 则 称 此 变量 为 随机 变量 .对 于 我 们 说 来 , 只 要 来 
考察 仅 能 取 有 穷 多 个 不 同 的 值 的 随机 变量 就 够 了 .为 了 要 说 明 这 
种 随机 变量 的 所 谓 药 概率 分 布 ， 只 须 指 出 它 的 所 有 可 能 值 z， 
ma % 以 及 概率 

P.~P{é-0}. 

这 些 概率 按照 变量 的 所 有 各 种 可 能 的 值 求 和 时 ， 其 和 数 永 远 为 
% 


» 


Pl. 
我 位 以 上 考察 过 的 m 个 试验 中 的 正面 结果 的 数目 人 可 以 作为 
随机 变量 的 例 . 
下 列表 达 式 


MO) -名 Pm, 
称 为 变 投 的 数学 期 望 ,而 偏 其 6- 辽 C8) 的 平方 的 数学 期 望 , 亦 即 
下 列表 达 式 
DO -SP Me) 
称 为 变量 的 高 差 ， 高 差 的 平方 根 
or VD 
称 为 (变量 所 与 其 数学 戎 望 聘 (6) 的 ) 均 方 信 基 . 
著名 的 车 比 雪夫 不 管 式 
PHIE- MG)1<te>1- 去 Ga 
就 是 简单 应 用 离 差 与 均 方 偏差 而 得 出 的 . 这 个 不 等 式 告诉 我 们 ， 
与 下 (8) 的 偏差 显著 地 大 于 cx 的 情形 是 很 难得 过 到 的 
如 果 我 们 作出 下 烈 的 随机 变量 的 和 数 
十 后 二 二， 
则 对 于 这 些 随 机 变量 的 数学 期 望 永远 有 如 下 的 等 式 
ME) ME +MEY + ME"). 29 
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但 对 于 离 差 的 类 似 的 等 式 
DEE) -DE +DGeD + +D(GE) 23) 
则 仅 只 是 在 某 些 限制 之 下 方才 是 正确 的 为 了 要 使 等 式 (23) 成 
立 , 例如 , 具有 不 同 的 标 码 的 变量 5 与 8 之 问 不 是 “相关 的 ” 便 

够 了 , 痪 名 话说, 对 于 6 六 j 有 等 式 ? 
ftee 一 下 Co)) (€%—M CE®))} =0 (24) 
便 够 了 。 特别, 如果 变 最 $9 与 6 彼此 独立 则 等 式 (24) 成 立 ， 
因 之 , 对 于 彼此 独立 的 加 项 , 等 式 (28) 便 能 成 立 ， 对 于 算术 平均 什 
Cie +Em+ t+), 

我 们 由 等 式 (28) 可 以 推出 

DG 一直 GD 人 二 DG 二 二 D(E)， C25) 


现在 我 们 假定 , 所 有 加 项 的 离 差 不 直 过 某 一 党 数 


Do) <O". 
那么 根据 (25) 我 们 有 
DOW<E, 
再 利用 车 比 雪 夫 不 等 式 即 知 对 于 任意 的 ， 我 们 有 
iO 1 
了 [IE-EGO1< -党 }>1- 南 C20) 
不 等 式 (26) 冀 酒 了 所 调 的 车 比 雪夫 型 的 大 数 定律: 如果 浅 变 量 60 
了 ) 我 们 次 表达 式 
B= Mi(0—M(E) (0— M (En))) 
ETEY) 


为 变量 $9 与 < 中 之 同 的 相关 系数 ， 若 cw>0 且 o5tw>0, 则 条 件 (24) 妊 价 于 五 一 0 

相关 系数 五 表达 了 随机 交 量 之 问 的 依 囊 程度 。 我 们 永远 有 | 有 | 1， 而 仅 当 存在 
有 级 性 关系 

gmattb (or*0) 

的 对 候 才能 有 五 一 士 1。 对 于 独立 的 变量 , EB 一 0。 

史 ) 设 两 个 随机 变量 上 与 1 分 副 可 取 值 3 29 …, zm 与 六 , ye 二 与 9 之 
闻 的 独立 性 的 定义 是 说 ,对 于 任何 与, 事件 4 一 长 一 4) 与 Byfn 一 Wy} 在 $2 所 给 的 
定义 的 意义 下 彼此 独立 。 


.280 - 


Le 


彼此 无 关 并 且 上 其 有 有 界 的 离 差 ， 则 其 算术 平均 值 5 当 m 增 如 时 蚂 
著 地 远离 它 的 数学 期 望 下 翁 ) 的 情形 荐 极其 罕见 的 。 
更 精确 的 说 法 是 : 如 果 随 机 变量 序列 


ta， EE 2 Emo a 
的 算术 平均 值 5 于 mn 一 co 时 有 
P{lE-M(O) |<s} —1, (2n 


(此 处 9>0 为 任意 常数 ), 则 称 此 随机 变量 序列 服从 大 数 定律 . 
为 了 要 从 不 等 式 (26) 得 出 极限 关系 式 (27), 只 需 取 
0 
a 
关于 怎样 尽 可 能 地 放宽 极限 关系 式 (27) ( 换 句 话说 ， 大 数 定 
律 ) 的 条 件 的 问题 , 马尔 科 夫 、 伯 恩 斯 坦 , 辛 钦 以 及 其 他 等 人 作 丁 许 
多 的 研究 ， 这 些 研究 具有 着 原则 性 的 意义 。 然 而 还 要 更 加 重要 的 
是 偏差 5- 于 CC) 的 入 率 分 布 的 精确 的 研究 . 
概率 论 方面 俄罗斯 古典 学 溪 的 伟大 功绩 之 一 是 在 于 确定 了 这 
样 一 个 事实 , 即 在 非常 宽泛 的 条 件 之 下 我 们 近似 地 ( 亦 即 当 无 限 
增加 时 能 以 任意 大 的 精确 程度 断言 ) 有 下 列 公式 


Plio<t -MO <hod~ ph a 9) 


车 比 雪夫 在 加 项 独立 而 且 有 界 的 情形 下 给 出 了 这 一 公式 的 差不多 
完整 的 证 明 。 马尔 科 夫 补足 了 车 比 雪夫 的 研究 中 的 不 充分 环节 并 
且 放宽 了 应 用 公式 (28) 的 条 件 ， 李 雅 兽 诺 夫 给 出 了 更 为 一 般 的 条 
件 ， 伯 恩 斯 坦 研究 了 公式 (28) 向 具 特 殊 完备 性 的 非 独 立 加 项 的 和 
数 推广 的 问题 . 

公式 (28) 概括 了 如 此 大 景 的 特殊 问题 , 因 之 很 久 以 来 它 就 被 
称 作 概 率 论 的 中 心 极 限定 理 . 虽然 在 概率 论 的 最 新 发 展 中 , 它 已 
经 被 包含 在 一 些 更 一 般 的 规律 之 中 了 ， 但 是 即使 到 了 今天 它 的 意 
义 仍 然 是 难以 动摇 的 . 

如 果 加 项 是 独立 的 并 且 离 差 是 相同 的 

DE®) -os 
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风 借 助 于 关系 式 @ 可 可 将 公式 (28) 表 成 更 方便 的 形状 : 


P[ 如 <t- mw<S ~ 9) 


现在 我 们 来 指明 , 关系 式 (29) 包含 了 我 们 以 前 考察 过 的 频率 人 与 


要 本 2 的 信 关 的 问题 的 解 ， 为 北 我 们 引 浊 入 机 变量 69 它们 区 定 
义 如 下 : 
ko_J0， 若 第 宇 次 试验 得 到 反面 结果 ， 
\1， 车 第 衬 次 试验 得 到 正面 结果 . 
很 容易 验算 ,此 时 


WE DEED+ te, tb 
M(E®) 一 及 了 DG) =7(1—7), ME) ~p, 


并 且 由 公式 (29) 可 得 
[eV 本 < 总 -po<oW 2 本] 
wt 
V2 ,nh 


如 果 令 记 = 一 与 妇 " 志 则 上 式 重 新 化 为 公式 (20) 。 


§4. 关于 概率 论 基 本 概念 的 补充 说 明 


随机 现象 的 特点 在 于 频率 的 稳定 性 ， 换 名 话说， 特点 在 于 当 多 次 重复 实 
现 某 一 条 件 组 时 , 从 可 集 在 某 一 正常 水 平 线 一 一 概率 PL4/8) 一 一 附近 的 屠 
些 须 率 中 所 产生 出 来 的 那 种 稳定 的 动向 ;我们 在 $1 中 讲 到 这 些 时 , 在 措 词 上 
容忍 了 两 种 不 确切 性 ， 第 一 种 不 确切 性 是 在 于 我 们 未 曾 说 明 , 为 了 要 使 频率 
的 稳定 性 一 定 可 以 显现 出 来 , 各 个 试验 序列 中 的 试验 次 数 % 应 大 到 憩 样 的 程 


度 , 以 及 对 于 试验 次 数 为 m1 m2,，…, ,的 各 个 试验 序列 ， 绩 素 多 徙 此 之 间 


的 能 容许 的 偏差 和 它们 与 频率 正常 水 平 线 卫 之 间 的 能 客 许 的 偏差 各 如 何 . 这 
种 不 确切 性 在 一 门 新 科学 的 概念 形成 初期 是 不 可 避免 的 ， 这 种 不 确切 性 并 
不 更 甚 于 为 最 简单 几何 概念 所 加 有 的 关于 点 或 直线 在 现实 上 应 如 何 理解 的 
问题 上 的 某 种 含糊 性 ， 8 工 中 这 一 方面 的 不 确切 性 在 # 3 中 已 经 加 以 确切 化 
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此 淮 罗 紫 


区 。 

在 我 们 的 措 词 中 所 隐 含 着 的 另 一 种 不 确切 竹 是 关于 那些 能 使 事件 4 的 
频率 的 稳定 性 一 定 可 以 呈现 的 试验 序列 的 构成 方法 问题 . 

我 们 已 经 着 到 过 ， 当 事件 渡 变 无 法 精 歼 地 个 别 预定 的 时 候 ， 同 题 才 以 统 
计 与 杨 率 的 方法 来 解决 ， 所 以 如 果 我 们 希望 为 地 制造 出 尽 可 能 纯粹 的 隧 
机 现象 ， 我 们 就 需要 特别 注意 设法 ， 使 得 没有 任何 可 行 的 方 洋 能 和 先 分 出 这 
样 一 些 情况 ， 在 这 些 情 孔 下 现象 4 具有 比较 某 一 正常 频率 更 频繁 呈现 的 僻 
向 . 

例如 , 公 俩 抽签 可 以 这 样 米 组 织 。 假定 在 公债 券 总 张 数 为 的 某 一 次 柏 
签 中 有 开张 公债 券 被 抽 中 ， 则 个 别 一 张 公债 券 被 手中 的 概率 为 p 一 尊 这 


就 意味 着 ， 在 抽签 之 前 无 论 用 什么 方法 分 出 充分 多 的 n 张 公愤 券 , 实际 上 我 
们 总 可 以 确信 , 这 一 部 分 公债 券 中 被 抽 中 的 张 数 叫 与 这 一 部 分 公债 券 的 总 张 


数 4 的 比值 专 总 是 和 ? 相 接 近 ， 例 如 愿意 买 偶数 号 码 的 公 俩 券 的 人 并 不 党 


比 愿 意 买 音 数 号 玛 的 公 合 券 的 人 多 得 到 任何 好 处 ， 完 全 同样 的 ， 相 信号 玛 恰 
能 分 解 为 三 个 质 因子 的 公债 券 或 者 号 码 和 前 次 抽签 中 被 抽 中 的 公债 券 的 号 
码 相 邻 接 的 公债 券 等 比较 客 易 被 抽 中 的 人 也 不 会 多 得 到 任何 好 处 . 

在 射击 的 例子 里 也 完全 是 这 样 , 侵 如 大 雹 的 类 型 是 一 定 的 而 且 没有 任何 
毛病 , 炮 手 是 经 过 良好 训练 的 , 炮弹 是 经 过 一 般 产 品 检查 手续 , 而 且 用 通常 方 
法 米 取得 炮弹 , 那么 与 平均 落 点 的 偏差 小 于 预先 确定 的 或 然 偏 差 互 的 事件 约 
在 半数 的 情形 下 出 现 ， 在 各 个 射击 序列 中 这 个 比例 源 保 持 不 变 , 并 且 如 果 我 
们 只 按 偶 至 次 蕊 尊 歼 次 〈 依 时 间 先 后 计算 次 数 ) 的 射击 或 按 其 他 类 似 的 办 法 
来 计算 偏 关 小 于 也 的 次 数 , 这 个 比例 也 仍然 是 不 变 的 。 但 是 , 倘 车 我 们 选取 
特别 均匀 的 炮弹 (在 重量 方面 等 等 )， 那 么 就 完全 可 能 使 分 散 情形 缩小 , 换 句 
话说 , 对 于 这 一 申 炮 弹 , 偏差 大 于 标准 偏差 如 的 将 比 半数 少 得 多 . 

因此 ， 只 有 当 说 明 构成 试验 序列 时 可 以 采 飞 的 各 种 方法 的 时 候 ， 我 们 才 
能 够 说 ,事件 4 是 “ 梳 率 随机 "事件 ,并 卫 贱 予 确定 的 概率 

PP(A/8), 
而 这 种 说明 我 们 将 认为 是 包含 在 条 件 组 3 之 内 了 . 

在 一 定 的 条 件 组 8 之 下 ， 事 件 和 作为 概率 随机 事件 并 且 具 有 概率 Pp 一 
P(4/3) 的 这 种 竹 质 表 达 了 条 件 组 8 与 事件 4 之 间 的 关系 的 客观 特征 。 换 
名 话说, 不 存在 绝对 随机 的 事件 ， 事 件 是 随机 事件 还 是 必然 事件 要 看 是 从 什 
么 角度 实 考察 , 但 是 在 一 定 的 条 件 之 下 , 事件 就 可 以 是 完全 客观 的 随机 事件 ， 
并 且 它 的 这 一 性 质 不 依 加 于 任何 观察 者 的 知识 状态 假定 我 们 设想 观察 者 
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人 能 先河 悉 雹 弹 飞 行 的 一 切 烤 点 与 特殊 情形 , 并 且 园 而 全 够 预言 每 一 发 雹 弹 与 
其 平均 弹道 偏差 各 为 若干 ， 但 是 即使 如 此 ， 这 位 观察 者 的 在 场 也 不 会 就 影响 
到 炮弹 散布 的 厂 从 概率 论 的 规律 (当然 , 假定 射击 是 挟 照 葡 通 方式 来 进行 的 , 
而 不 是 按照 我 们 所 设想 的 这 位 观察 者 的 指示 来 进行 的 ). 

关于 这 一 点 我 们 指出 ， 以 上 我 们 讨论 了 如 何 来 构成 一 个 试验 序列 ,使 得 
其 中 闫 率 能 够 屋 现 稳定 臣 势 ( 意 即 舌 宰 聚 集 在 正堂 值 一 一 概率 一 一 的 四 周 )， 
这 种 构成 也 发 生 在 完全 不 依 束 于 我 们 的 干涉 的 实际 情形 里， 例如 , 正 是 出 于 
气体 分 子 运动 的 概率 随机 特征 ,甚至 在 很 短 的 时 间 区 间 内 , 的 击 容器 中 面 的 
其 一 部 分 或 交 击 放 在 气体 之 内 的 一 个 物体 的 表面 的 分 子 数目 , 留 是 以 很 大 的 
将 确 度 正比 于 这 一 部 分 壁面 (或 物体 表面 ) 的 面积 与 时 间 区 间 长 度 ， 在 撞击 
次 数 不 多 的 情形 下 ,实际 状 况 和 这 种 正比 关系 的 篇 差 也 服从 概率 论 规律 ， 并 
且 产 生 布 妆 运 动 型 的 现象 , 这 我 们 在 下 文中 还 要 讲 到 . 

现在 我 们 再 来 说 明 独 立 性 概念 的 现实 意义 ， 我 们 回想 一 下 , 我 们 曾经 用 


公式 
了 (4/B) -了 (90) 
来 定义 在 条 件 B 下 事件 4 的 条 件 概率 .我 们 再 回想 一 下 ， 如 果 (和 式 成 立 ， 
P(A4B)=P(A)P(B), 
则 率 件 4 与 马 称 为 是 独立 的 . 从 事件 4 与 好 的 独立 性 以 及 卫 (3) >0 推 知 ， 
了 (4/B) -P(A4). 

去 概率 数学 理论 中 所 有 关于 独立 事件 的 一 切 定理 ， 其 应 用 对 象 总 是 满足 
条 件 (9 或 测 足 其 在 多 个 事件 彼此 独立 的 情形 下 的 推广 ) 的 任何 事件 ， 然而 
独立 性 的 这 个 定义 如 果 不 是 由 于 〈 因 果 意 义 上 的 ) 现实 的 独立 现象 的 特性 而 
产生 的 ,那么 这 些 定理 也 就 没有 什么 意思 了 . 

例如 , 大 家 知道 ,新 生 睫 儿 为 男 婴 的 拔 率 有 着 相当 稳定 的 值 P(4) 一 省 : 


如 果 以 如 表 示 这 样 一 个 条 件 , 即 活 生 之 日 恰 闪 本 盟 与 火星 相合 , 那么 假定 行 
星 的 交互 位 置 关 不 决定 人 的 个 别 命运 ， 条 件 概 宗 了 (和 &/B) 即 应 有 同样 的 入 
PC4/B) = 呈 ， 这 就 是 说 , 若是 在 这 种 特殊 的 星相 条 件 之 下 来 计算 证 生男 里 
的 频率 , 则 仍 会 得 到 频率 生 尽管 可 能 谁 也 没有 充分 大 规模 地 这 祥 计 算 过 ， 
但 是 我 们 没有 理由 怀疑 这 种 计算 结果 . 

我 们 引进 了 这 个 就 内 容 说 多 少 已 经 陈旧 了 的 例子 为 的 是 表明 , 人 类 知识 
展 不 羽 在 于 确定 现象 之 间 的 真实 联系 ， 而 且 还 在 于 批 肛 那些 漂移 的 联 
系 , 也 就 是 说 在 适当 的 情形 下 建立 关于 某 两 种 范 星 的 现象 之 间 的 独立 性 的 命 
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题 。 扬 破 星相 家 妄图 把 本 无 联系 的 两 种 范 栈 艇 现象 强行 联系 起 来 的 荒 需 性 ， 
就 是 这 种 古 内 的 事例 之 一 . 

自然 , 这 种 独立 性 也 不 应 该 绝对 化 。 例 如 ,由 于 万 有 引力 定律 , 木星 卫星 
的 运转 毫 无 疑问 就 会 对 于 (例如 ) 雹 弹 飞 行 产 生 一 些 影 响 ， 但 是 显而易见 , 实 
奈 上 我 们 可 以 不 考 讶 这 些 影 响 ， 从 哲学 现 点 着 来, 不 说 独立 性 而 说 某 种 依赖 
性 在 一 定 具体 情况 下 是 非 本 质 的 也 许 更 恰当 一 些 。 不 过 无 论 如 何 , 在 现在 所 
刚 释 的 具体 的 与 相对 的 意义 下 的 事件 独立 性 , 丝毫 也 不 会 和 一 切 现象 其 遍 联 
系 的 原则 相抵 触 , 而 仅 只 是 这 一 原则 的 必要 的 补充 . 

在 事件 开始 原 是 独立 的 ， 随 后 由 于 现象 的 演变 而 转 相 联系 的 情况 下 ， 利 
用 由 一 些 事件 的 独立 性 假定 出 发 而 推出 的 公式 来 计算 概率 是 有 现实 价值 的 , 
例如 ， 当 计 算 字 窗 放射 微粒 与 它们 所 穿 过 的 介质 中 的 微粒 相 碰 扩 的 概率 时 ， 
可 以 假定 在 高 速 运 动 着 的 宇宙 放射 微粒 出 现在 介 贰 靖 粒 的 近 佬 之 前 , 介质 微 
粒 的 运动 不 依 蒜 于 这 些 字 由 放射 微粒 的 动态 。 当 计算 敌人 的 子弹 打 中 施 转 
着 的 螺旋 染 的 染 叶 的 概率 时 ,可 以 假定 对 中 心 办 而 言 桨 叶 的 相对 位 置 不 依 由 
于 子弹 的 轨道 (当然 ， 这 个 假定 对 于 随 着 泥 施 奖 的 转动 而 瞄准 螺旋 桨 放射 准 
那些 特殊 的 子弹 来 说 是 错误 的 ); 象 这 样 的 例子 不 胜 术 举 . 

我 们 甚至 可 以 说 ,在 概率 规律 性 呈现 得 十 分 能 显 的 一 切 地 方 , 我 们 所 遇 
到 的 总 是 或 是 彼此 完全 独立 或 是 在 某 种 意义 下 数 弱 地 相 联系 的 大 量 因素 的 
协 癌 作用、 

这 绝对 不 是 说 ， 我 们 可 以 到 处 不 严格 地 引入 这 种 或 那 种 的 独立 性 的 假 
定 .反之 ,这 种 情况 迫使 我 们 : 第 一 , 必须 特别 仔细 地 来 研究 独立 性 假设 检验 
的 准则 ; 第 二 ; 必须 特别 仔细 地 来 考察 边界 情形 , 在 这 些 边 因 情形 中 各 因素 之 
间 的 依 琢 性 必然 需要 加 以 考 虎 ， 但 是 同时 这 些 依 束 性 还 不 够 强 ， 概 率 规律 性 
在 变化 了 的 复杂 化 了 的 形式 下 还 可 以 呈现 ， 在 前 文中 我 们 曾 指出 , 概率 论 方 
面 的 古典 俄罗斯 学 派 已 经 广泛 地 研究 了 这 第 二 个 方面 - 

在 结束 我 们 关于 独立 性 问题 的 考察 时 , 我 们 指出 , 无 论 是 由 公式 (4 所 给 
出 的 两 个 事件 间 的 独立 性 的 定义 ， 还 是 多 个 随机 变量 间 独 立 性 的 形式 定义 ， 
其 含义 均 较 〈 按 照 属于 无 因果 联系 的 不 同 现象 范畴 的 这 种 意义 来 了 解 的 ) 现 
实 的 独立 性 樟 念 广泛 得 多 . 

例如 ,假定 一 个 点 按照 下 述 的 规律 落 在 区 间 [0, 切 之 上 , 即 对 于 任何 

dcacbel, 
点 < 莫 在 区 间 [a, 8] 上 的 概率 等 于 这 个 区 间 的 长 度 5-G。 不 难 证 明 ， 此 时 车 
把 点 二 的 坐标 值 护 十 进位 分 数 展 开 : 


ai 
红 芭 + 广 +10+ 
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则 各 个 mr 是 彼此 独立 的 , 虽然 接 a 的 产生 而 言 他 们 是 彼此 相 联 系 的 了 (由 
此 可 以 推出 许多 有 理 沦 价 值 的 推论 ,其 中 也 有 一 部 分 具有 实 蒜 的 意义 ,) 

独立 性 形式 定义 的 这 种 季 电 性 不 应 看 成 是 它 的 惧 点 相反 地 , 它 只 是 把 
在 关于 独立 性 的 这 种 或 那 种 估 定 之 下 建立 的 定性 的 应 用 范围 扩大 了 ， 它 使 
得 无 论 独立 性 是 从 实 路 考虑 出 发 而 加 以 候 定 的 , 还 是 从 所 考察 的 事件 与 随机 
变量 的 概率 分 布 的 预定 很 设 出 关 而 以 计算 方法 和 实 的 , 这 此 定理 都 同样 地 可 
以 应 用 。 

一 般 言 之 , 研究 概 六 论 的 数学 工具 的 形式 结构 ， 可 以 推出 一 此 有 意思 的 
结果 ， 原 米 这 一 工具 在 近世 数学 的 基本 研究 对 象 的 逐渐 形成 的 分 类 中 占有 
十 分 明确 的 而 且 非 常 页 扑 的 地 位 。 

我 们 已 经 计 过 了 两 个 事件 的 棘 有 4 的 概念 以 及 两 个 事件 的 联合 4UB 
的 概念 。 我 们 再 重复 一 下 ， 如 果 率 件 4 与 马 的 兼 有 是 不 可 能 的 ， 亦 即 如 采 
.45=M ( 比 处 N 表示 不 可 能 事件 ), 则 我 们 称 它们 是 不 相 容 的 . 

初等 梳 率 论 的 基本 公理 之 一 是 要 求 湖 看 8 2) 当 条 件 4B3 一 人 成 立时 但 
有 等 式 

P(AUB) =~P(A) +P(B). 

概率 论 基本 概念 一 随机 事件 及 其 概率 ~ 一 的 性 质 完全 类 似 于 平面 图 
形 及 其 面积 的 性 质 ， 我 们 完全 可 以 把 4B 理解 为 两 个 图 形 的 交叉 (公共 部 
分 ), 把 40B 理解 为 两 个 图 形 的 合并 , 把 太 理解 为 习惯 引用 的 “ 空 "图 形 , 而 
把 了 (4 理解 为 图 形 和 的 面 钦 ， 并 且 在 上 面 所 指出 的 范围 内 这 种 类 似 性 龙 
充分 的 . 

三 维 图 形 的 体积 也 具有 同样 的 性 天. 

目前 这 种 类 型 的 结构 的 最 一 般 的 理论 (包括 体积 与 面 孙 弄 论 作为 特 珠 情 
形 ) 是 一 般 测 度 论 ， 关于 测度 论 的 车 于 知识 可 以 在 第 十 五 章 《 第 三 卷 ) 实 交 区 
数论 届 找 到 . 

只 是 应 当 指出 ， 概率 论 和 一 般 测度 论 来 比较 ， 忒 者 专门 和 面积 与 体积 更 
论 来 比较 , 自 有 其 独 其 的 若干 特征 : 扳 罕 永远 不 会 大 于 1， 必 然 事件 本 具有 
这 个 最 大 的 概率 ; 

POD. 
类 似 性 并 非 只 是 表面 上 的 原来 从 形式 观点 看 来 , 全 部 概率 效 学 理论 


也 把 点 6 的 坐标 值 按照 任何 "进位 分 数 而 展开 ， 
生生 + 人 ++ hy 
这 一 结果 都 能 成 立 。 
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以 多 造成 以 “整个 空间 局 的 测 凑 为 了 这 一 假定 特殊 化 了 的 测 朗 论 。 

这 样 香 待 问题 不 仅 使 得 枝 率 数学 理论 的 形式 结构 显得 十 分 济 晰 , 而 且 还 
使得 概率 论 本 身 及 形式 结构 与 之 相近 的 其 他 数学 理论 都 获得 了 非常 实际 的 
进展 ， 在 概率 沦 中 有 成 效 地 使 用 了 实 变 函 数 度 量 理 论 中 探讨 出 来 的 精微 的 
方法 .同时 在 邻近 数学 领域 的 问题 中 , 概率 方法 不 仅 可 以 " 触 类 旁 通 " 式 地 加 
以 复 用 ， 而 且 可 以 形式 严整 地 原封 不 动 地 移 用 于 新 的 领域 ， 随便 什么 地 方 ， 
只 要 那里 概率 论 公理 能 够 成 立 ， 那 里 就 可 以 引用 这 些 公理 的 推论 ， 即 便 是 那 
里 和 现实 的 随机 性 没有 任何 共同 之 点 也 可 以 不 管 . 

由 于 有 了 公理 化 的 概率 论 , 就 使 得 我 们 撰 脱 了 试图 寻找 一 种 既 具 有 自然 
科学 的 直观 确 赣 性 又 便于 建立 形式 严整 的 数学 理论 的 方法 来 定义 概率 的 请 
感 . 这 样 的 定义 大 体 上 有 如 我 们 在 几何 学 中 把 点 这 样 来 定义 , 即 把 点 作为 一 
个 实在 的 物体 经 过 四 面 八方 无 数 次 切削 《而 且 每 次 切 浊 均 使 得 直径 缩小 〈 例 
如 ) 一 半 ) 最 后 所 剩余 下 来 的 东西 . 

把 概率 定义 为 试验 次 数 无 限 增 大 时 频率 的 极限 , 就 是 属于 这 一 类 的 定义 
法 ， 如 果 我 们 假定 试 哈 具有 燃 认 特征 ， 换 句 话说 ， 假 定 频率 有 察 集 在 一 个 常 
数值 周围 的 倾向 ， 那 么 这 种 假定 本 身 仅 只 是 在 某 些 条 件 之 下 方才 能 够 成 立 ， 
但 是 事实 上 我 人 无 法 无 限 长 久 地 无 限 精 确 地 保持 这 些 条 件 ， 四 此 将 确 的 极 
限 过 程 

Et 
不 可 能 有 现实 意义 ， 如 果 要 把 类 率 稳 定 的 原理 归结 成 为 这 样 的 家 最 过 程 ， 屠 
么 就 需要 确切 定 出 寻找 无 穷 试 验 序列 的 可 行 的 方法 , 而 这 种 无 穷 试验 序列 出 
只 能 是 数学 上 的 虚构 ， 如 果 最 后 我 们 所 得 到 的 导论 非常 的 特别 ,以 致 骨 共 他 
任 僻 方 法 都 不 能 给 出 这 个 理论 的 严格 论证, 那么 康 个 这 一 系列 的 梳 念 可 能 江 
需要 加 以 严肃 的 审查 .但是 , 以 上 我 们 已 经 指出 , 在 测度 论 的 现状 之 下 , 为 次 
论证 概率 数学 理论 只 需 补 加 以 下 条 件 
PD=1 

即 可 。 

一 般 而 言 ， 当 实际 分 析 概率 概念 时 ， 不 一 定 就 会 导致 它 的 形式 定义 ， 豆 
然 , 从 纯 形 式 现 点 看 来 ,关于 概率 最 多 我 们 只 能 这 样 涪 : 税率 PC4/S) 是 一 个 
数 , 当 实现 条 件 组 S 并 按 条 件 组 8 所 规定 的 方法 构造 试验 序列 时 , 频率 有 张 
集 在 这 个 数 的 周围 的 倾向 , 如 果 我 们 在 不 破坏 条 件 的 一 致 性 的 合理 范围 内 增 

了 尽管 如 此 ， 依 照 所 解决 的 是 的 实质 看 来 ,概率 论 仍 是 一 门 禾 立 的 数学 笠 站; 
某 此 引 果 人物 1§3 中 所 讲 区 那 对 于 概率 论 涪 来 是 基本 的 ,但 从 纯 祥 测度 论 现 点 大 来， 
却 似 于 是 人 为 制 和 出 米 的 ,似乎 是 用 不 着 的 。 

= 287 " 


大 这 些 序列 的 数目 ， 并 三 使 我 们 的 所 有 的 序列 部 具有 (对 于 给 定 的 具体 情况 
而 言 的 ) 充分 的 可 第 性 与 靖 确 性 ， 那 么 这 种 上 向 就 能够 呈现 得 任意 消 楚 与 准 
确 . 

实际 上 ,重要 的 问题 例 不 在 于 这 个 定义 在 形式 上 应 如 何 来 确定 ,而 是 在 
于 使 这 种 概率 随机 性 得 以 显现 的 条 件 应 如 何 尽 可 能 广泛 地 加 以 身 旺 。 应 读 
清楚 地 了 禾 到 , 事实 上 站 接 以 统计 核验 方法 来 论证 某 种 现象 的 概率 特征 的 假 
定 是 非常 儿 见 的 事 ， 只 有 当 在 其 个 新 的 领域 中 初次 施用 概率 方法 的 时 候 , 才 
时 党 是 首先 用 结 经 验 的 方法 来 查 明 频率 的 不 变性 .根据 我 们 在 $ 3 中 所 讲 的 ， 
为 了 要 查 明 粮 确 度 为 。 的 频率 不 变性 ， 试 验 序 列 就 必须 包 合 大 约 mn= 二 次 
试验 ， 例 如 ,为 了 要 肯定 , 在 某 一 具体 问题 中 考虑 糖 确 度 为 0.0001 的 概率 是 
有 意义 的 , 那么 我 们 就 必须 要 有 许多 个 包含 试验 多 达 100, 000, 000 次 左右 的 
试验 序列 ， 

引进 概率 了 机 性 的 假定 的 更 常见 得 多 的 方法 是 考虑 对 称 性 或 是 考虑 和 
向 题 有 关 的 各 种 现象 同 的 实际 独 立 性 等 等 , 航 后 再 用 同 按 办 法 来 检 玫 这 个 候 
定 .例如 , 由 于 在 有 限 体积 气体 中 分 子 的 数目 常 常 是 以 0 来 计量 或 者 更 终 ， 
办 之 在 气体 动力 学 的 许多 概率 结果 中 相应 的 VS 时 售 是 很 大 的 ， 而 且 实际 
上 这 些 结果 中 有 许多 是 具有 极 大 精确 性 的 ， 例 如 , 在 悬挂 在 静止 空气 中 的 一 
张 薄板 上 ， 尽 稍 对 于 一 定 的 实验 设计 而 言 其 两 面 所 受 压 力 只 要 相 磊 0.001%5 
就 可 以 沉 察 出 来, 但 是 其 至 在 目 不 能 见 的 一 小 块 面积 上 其 丙 面 所 受 压 力 仍然 
是 精确 地 相等 


§ 5. 因果 过 程 与 随机 过 程 


所 有 现象 因 朵 制约 的 原理 在 利用 微分 方程 研究 实际 过 程 的 方 
法 中 得 到 了 最 简单 的 数学 表示 ; 这 种 方法 已 在 第 五 章 §1 的 一 系 
列 的 例 中 给 出 示范 ， 
假定 我 们 所 考察 的 体系 在 时 刻 # 的 状态 可 由 个 参数 
Tl, La, ,Te 
来 确定 。 这 些 参 数 的 变化 速度 , 众所周知 , 可 以 用 它们 对 于 时 和 间 的 
导数 


z= 





+ 298» 





来 表示 。 
如 果 我 们 设 这 些 速度 是 各 个 会 数 的 函数 ， 则 我 们 就 得 到 了 一 
个 微分 方程 组 : 
人 一 疡 (2 3, ,Tn)s 


一 (00 





月 





一 六 (er oa， ,tn) 

在 数学 化 的 自然 科学 发 生 的 初期 所 发 现 的 自然 法 则 的 绝 大 部 
分 , 从 关 于 落体 的 铭 里 略 定律 开始 , 都 能 以 这 种 形式 来 表达 ， 爷 里 
中 未 能 赋予 他 的 这 一 发 现 以 上 述 的 标准 形式 ， 因 为 筱 时 相应 的 数 
学 概念 尚未 发 现 ， 这 一 工作 系 由 牛顿 所 完成 、 

在 力学 以 及 物理 学 的 许多 其 他 范畴 中 ， 常 出 现 二 阶 的 微分 方 
程 , 从 原则 上 说 , 这 并 未 引进 任何 新 的 东西 ， 因 为 倘若 我 们 对 于 速 
度 采用 新 的 符号 

人 一 2 
则 变量 m 的 二 阶 导 数 有 如 下 的 表达 式 ， 
. -mw 
并 且 见 个 变量 cl， za，…，x 的 二 阶 方程 可 以 转化 为 3n 个 变量 wh 
a 的 一 阶 方程 . 

作为 一 个 例子 ， 我 们 试 来 考察 一 件 重 物 在 地 面 大 气 中 下 落 的 
问题 。 假定 在 我 们 的 问题 中 所 考察 的 距 地 面 的 高 度 是 不 大 的 , 那 
么 我 们 可 以 认为 介质 阻力 只 依赖 于 落体 的 速度 而 不 依赖 于 高 凑 ， 
我 们 所 考察 的 体系 的 状态 可 以 由 物体 与 地 而 的 蝶 离 z 及 其 速度 
这 两 个 参数 来 决定 。 这 两 个 参数 在 时 间 过 程 中 的 变化 可 以 由 如 下 
的 两 个 微分 方程 

Me (31) 
vg-f(0) | 
来 决定 , 这 里 9 表示 重力 加 速度 ，jw) 表示 对 于 我 们 所 考察 的 物 
体 的 某 种 “阻力 法 则 ”。 
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如 果 速 度 不 大 , 而 且 物 体 充分 重 , 例如 中 等 大 小 的 石头 自若 干 
公 尺 的 高 度 落下 时 就 是 这 种 情形 , 此 时 大 气 阻力 可 以 不 计 , 而 方程 
《31) 可 化 为 
Be — oY, (32) 
= 
如 果 假 定 变量 * 与 2 在 初始 时 刻 如 有 值 与 vo, 则 方程 (82) 不 难 
解 出 , 从 而 得 到 找 述 整个 下 落 过 程 的 下 列 公 式 ， 


st 二) 
例如 , 假定 如一 0, vo 一 0, 我 们 便 得 到 了 伽 里 略 所 发 现 的 下 列 公式 : 
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在 一 般 情形 下 , 方程 (31) 的 积分 问题 稍 复杂 一 些 , 但 是 原则 性 
的 结果 (在 对 于 函数 j() 的 极其 一 般 的 限制 之 下 ) 则 仍然 是 同样 
的 : 根据 变量 * 与 9 在 初始 时 刻 名 的 值 % 与 v6, 可 以 单 值 地 算出 
与 9 在 如 以 后 物体 落 到 地 面 以 前 任何 时 刻 上 的 值 ， 如 果 我 们 假 
定 = 取 负 值 时 仍 能 继续 下 落 ， 则 “物体 落 到 地 面 以 前 "这 一 限制 也 
可 以 在 想象 上 予以 取消 ， 对 于 用 这 种 办 法 概 型 化 了 的 问题 , 我们 
可 以 作出 如 下 的 论断 ， 如 果 函 数 (?) 当 v 增加 时 单调 递增 且 当 
v 闻 co 时 趋 于 无 穷 , 则 当 无 限 地 继续 下 落 时 , 换 句 话说 当 变量 t 无 
限 增 加 时 , 速度 * 必 趋 于 固定 的 极限 值 o， 这 个 极 眼 值 " 是 下 列 方 
程 

=7C) 

的 根 。 
就 直观 而 论 ， 上 述 问题 的 这 个 数学 分 析 的 结果 是 很 容易 了 解 
的 : 下 落 速度 达到 重力 加 速度 不 复 能 抵消 大 气 阻 力 时 就 会 停止 增 
加 . 当 携带 着 张 开 的 降落 伞 哟 下 时 ， 很 快 就 可 以 达到 ?稳定 速度 
外 约 每 秘 五 公 尺 )。 当 携带 着 未 张 开 的 降落 伞 持 续 下 落 时 , 大 气 阻 
力 减 少 , 因 之 稳定 速度 增高 。 并 且 只 有 当 跳 伞 人 降落 了 很 大 距离 


必 确 雪 此 说 是 v 变 得 和 oc 实际 上 充分 近 。 
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之 后 才能 达到 稳定 速度 . 

如 果 是 一 个 轻 的 物体 下 落 ， 例 如 在 大 气 中 抛 下 一 根 羽毛 或 绒 
毛 , 则 能 够 看 出 的 加 速度 运动 的 初始 阶段 是 很 短 的 , 而 且 有 时 完全 
是 看 不 出 来 的 . 下 落 的 稳定 速度 很 快 就 能 达到 , 在 一 定 近似 程度 
上 ， 我 们 可 以 在 整个 过 程 中 取 vc。 于 是 此 时 就 只 剩 下 一 个 微分 
方程 了 : 

4 一 一 起 
这 个 微分 方程 可 以 很 简单 地 积分 出 来 
3 一 ao 一 ct 一 如 ). 
在 完全 静止 的 空气 中 抛 下 一 根 统 毛 的 情形 就 是 这 样 。 

以 上 我 们 着 重 指出 的 因果 概念 在 动力 系统 近代 理论 中 可 以 讲 
述 成 非常 一 般 的 形式 , 苏联 数学 家 波 果 留 博 夫 , 斯 捷 巴 诺 夫 以 及 其 
他 许多 人 在 这 一 理论 中 有 着 许多 重要 的 贡献 。 从 这 个 一 般 性 的 理 
论 看 来 ， 甚 至 系统 状态 已 经 不 是 由 有 限 个 参数 来 决定 而 是 要 由 一 
个 或 几 个 函数 来 决定 的 那些 实际 过 程 (例如 , 连续 介质 力学 中 的 情 
形 就 正 是 这 样 ) 的 数学 概 型 ,也 仅 只 是 一 些 特殊 情形 ， 在 这 些 情形 
中 , 系统 状态 在 “无 穷 小 的 ”时 间 内 的 变化 的 基本 规律 已 经 不 能 由 
常 籼 分 方程 来 描述 , 而 是 要 用 偏 微 分 方程 或 者 其 他 的 方法 、 但 是 
实际 过 程 的 所 有 的 因果 性 的 数学 概 型 具有 如 下 的 两 个 共同 点 ， 第 
一 ， 我 们 所 考察 的 系统 的 状态 可 以 看 成 是 由 于 给 定 了 某 一 数学 对 
象 o 《例如 避 可 以 是 n 个 实数 所 构成 的 组 ,也 可 以 是 一 个 或 儿 个 函 
数 等 等 ) 的 值 而 引起 的 各 种 表象 的 总 体 ;第 二 , “在 时 刻 过 如 的 值 
由 其 在 初始 时 刻 如 的 值 oo 唯一 决定 : 

5 w=—F(t, oo 月. 

我 们 在 前 面 已 经 看 到 过 丁 ， 对 于 能 用 微分 方程 来 描述 的 那些 
过 程 , 要 找 出 函数 巴 需 要 在 初始 条 件 # 一 如 时 w 一 ao” 之 下 来 积分 
这 些微 分 方程。 

机 械 唯物 论 的 一 些 代表 人 物 认为 ， 上 述 的 概 型 乃 是 实际 现象 
的 宿 定 性 (因果 性 物理 原理 ) 的 精确 而 且 完全 的 表现 . 按照 拉 普 拉 
斯 的 意见 ， 字 害 在 给 定时 刻 的 状态 可 由 适合 无 穷 多 个 微分 方程 的 
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无 穷 多 个 参数 来 决定 ， 假 如 有 某 一 个 “无 所 不 知 的 大 天 才 ” 能 够 写 
出 所 有 这 些 方程 ， 并 且 能 够 把 它们 积分 出 来 ， 那 么 依 拉 普 拉 斯 看 
来 , 他 就 能 够 完全 准确 地 预见 宇宙 在 无 穷 时 间 过 程 中 的 全 部 演化 . 

然而 实际 上 ， 景 的 方面 的 数学 的 无 穷 性 比 起 现实 世界 的 质 的 
方面 的 无 涯 无 尽 性 来 是 极为 粗浅 的 ， 无 论 是 引进 元 穷 多 个 参数 ， 
还 是 利用 空间 的 点 函数 来 撒 述 连续 介质 状态 ， 都 不 是 实际 现象 的 
光 限 复杂 性 的 等 价 的 反映 . 

正如 第 五 章 $ 3 中 所 着 重 指出 的 ， 实 际 现象 的 研究 并 不 总 是 
朝 着 增加 问题 中 所 引用 的 参数 的 数目 这 一 方向 发 展 ; 一 般 说 来 , 在 
为 了 考虑 某 一 现象 而 采取 的 数学 概 型 中 ,把 决定 个 别 “ 系 统 状态 ” 
的 特征 标志 复杂 化 决 不 能 说 是 永远 都 合宜 的 。 恰恰 相反 , 研究 
者 的 技巧 倒 正 是 在 于 寻找 一 个 非常 简单 的 位 相 空间 人 ( 即 的 值 
的 集合 , 痪 名 话说 , 即 系统 的 各 种 可 能 状态 的 集合 )”, 使 得 当 我 们 
把 实际 过 程 换 成 点 上 在 这 个 空间 中 的 因果 式 的 变迁 过 程 时 ， 仍 能 
抓 住 实际 过 程 的 各 个 主要 方面 . 

但 是 , 从 实际 过 程 中 抽出 了 它 的 主要 特征 之 后 , 就 会 遗留 下 一 
些 残 余 的 东西 ， 这 些 残余 我 们 只 好 算 作 是 随机 的 ,， 在 过 程 的 演进 
中 ,这 些 未 纳入 考虑 范围 的 随机 因素 总 会 产生 一 些 影响 用 数学 
研究 一 个 现象 , 而 最 后 当 把 理论 结果 和 实际 观察 结果 相 比 较 时, 况 
然 不 能 觉察 这 些 未 纳入 考虑 范围 的 随机 因素 的 影响 ， 这 是 非常 军 
见 的 情形 .关于 引力 作用 下 行星 运动 的 理论 就 正 是 这 种 情形 或 者 
是 近似 于 这 种 情形 ， 行 星 间 的 距离 比较 起 行星 本 身 的 大 小 来 是 如 
此 之 大 ,使 得 我 们 几乎 永远 可 以 把 它们 理想 化 为 质点 ; 在 行星 所 经 
历 的 空间 中 充满 了 如 此 稀薄 的 物质 , 使 得 蛆 力 小 到 几乎 没有 ;行星 
的 质量 又 是 如 此 之 大 , 使 得 在 它们 的 运动 中 光 压 几 乎 不 起 作用 ; 由 
于 有 了 这 样 一 些 难 得 的 情况 , 所以, 个 质点 的 系统 (其 “状态 ”可 
由 6n 个 参数 来 描述 )” 在 单纯 引力 作用 之 下 的 运动 问题 的 数学 解 ， 





卫 在 以 上 所 引 的 物体 下 落 的 例子 中 ,位 相 空间 局 是 数 对 (2 功 的 集合 , 换 名 话说 
就 是 平 画 ， 关 于 位 相 空 间 的 一 般 考 察 可 参看 (第 三 卷 ) 第 十 七 章 及 第 十 八 章 33。 
区 换 句 话说 ,可 以 用 每 个 点 的 三 个 坐标 与 三 个 分 速度 来 撕 述 - 


292。 


能 够 以 如 此 惊人 的 准确 程度 与 行星 运动 的 观察 结果 相符 合 . 

如 果 在 运动 方程 中 计 及 大 气 困 方 ， 则 炮弹 飞行 的 情形 和 行 姐 
运动 的 情形 有 一 定 程度 的 相近 .这 也 是 数学 方法 能 够 比较 容易 地 
与 迅速 地 取得 显著 成 果 的 那些 古典 问题 之 一 ,但 是 在 这 个 问题 中 ， 
各 种 随机 因素 的 干扰 作用 已 经 要 大 得 多 了 , 并 且 炮 弹 的 散布 , 换 句 
话说 ， 实 际 弹道 和 对 应 于 该 次 射击 所 给 定 的 正常 初始 条 件 以 及 射 
击 时 大 气 平均 状态 的 理论 弹道 之 间 的 含 差 , 常 达 数 十 公 尺 , 而 在 远 
翼 离 射击 时 常 达 数 至 公 尺 。 这 种 偏差 之 所 以 产生 ,一 部 分 是 由 于 
初始 射 向 的 随机 偏差 以 及 初始 速度 与 正常 速度 之 问 的 随机 偏差 ， 
一 部 分 是 由 于 炮弹 质量 及 阳 力 系数 的 随机 偏差 ， 还 有 一 部 分 是 由 
于 实际 地 面 大 气 层 中 的 不 均匀 性 与 风 的 突然 发 生 以 及 大 气 层 中 其 
他 具有 决定 性 作用 的 极为 复杂 , 变化 莫 测 的 随机 因素 . 

炮 漳 的 散布 可 以 用 概率 论 的 方法 来 详细 研究 ， 并 且 这 种 研究 
的 结果 对 于 实际 射击 是 极其 重要 的 ， 

但 是 随机 现象 的 研究 到 底 是 怎么 一 回 事 呢 ? 看 起 来 ， 当 现象 
依照 某 一 方法 而 进行 概 型 化 的 时 候 ， 如 果 随 机 的 “残余 "大 到 不 可 
忽略 的 程度 ， 那 么 似乎 唯一 可 能 的 办 法 就 是 引入 一 些 新 的 参数 来 
更 细致 地 描述 我 们 的 现象 ， 并 且 在 这 个 复杂 化 了 的 概 型 中 更 详尽 
地 来 进行 研究 , 犹如 这 就 是 因果 现象 的 数学 概 型 一 样 . 

这 种 办 法 在 多 数 场 合 下 是 行 不 通 的 。 例如 ,在 研究 物体 于 空 
气 中 下 落 时 ,着 是 要 考 虞 到 不 均匀 的 突 发 的 (或 按 通 常 的 说 法 , 注 
性 的 ) 气流 的 构成 ， 那 么 以 前 所 用 的 两 个 参数 z 与 就 不 济 事 了 ， 
为 了 要 完全 描述 出 这 种 构成 ， 需 要 引用 的 数学 工具 简直 是 消 如 烟 
海 ,不 可 胜 计 . 

但 是 事实 上 ， 只 有 当 我 们 无 论 如 何必 须 十 分 详细 地 对 于 每 一 
个 别 情形 逐一 地 考察 过 程 的 演进 中 残余 “随机 -因素 的 影响 时 ， 这 
种 复杂 的 方法 才 是 不 可 和 避免 的 、 幸 而 ， 我 们 的 实际 需要 常常 完全 
不 是 这 样 ， 而 仅 只 是 需要 估计 在 一 个 长 时 间 内 或 大 量 重复 我 们 所 
考察 的 过 程 时 随机 因素 作用 的 总 影响 . 

作为 一 个 剑 ， 我 们 试 来 考察 河流 中 或 是 某 一 人 工 水 利 工程 建 
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筑 中 水 的 流动 所 造成 的 沙 的 迁 徒 . 这 种 迁徙 通常 是 这 样 发 生 的 
大 多 数 砂粒 都 安安 静 静 地 稍 在 水 底下 ， 而 仅 只 是 间或 有 一 : 
水 底 的 特别 强 有 方 的 旋涡 卷 走 一 些 个 别 的 砂粒 ， 而 且 一 下 于 就 把 
它们 带 过 一 个 相当 长 的 距离 ， 一 直到 某 一 个 新 的 地 方 突然 停 下 为 
止 。 每 一 个 这 样 的 砂粒 的 纯 理论 运动 , 可 以 分 别 根据 水 力学 中 的 
种 种 定律 来 研究 ， 但 是 为 此 我 们 就 必须 详尽 地 了 解 底部 及 水 流 的 
初始 状态 , 然后 再 逐步 地 来 研究 这 种 运动 ; 先 指出 在 任何 一 个 被 卷 
走 的 砂粒 上 , 压力 什么 时 候 方 才 大 到 足以 使 其 运动 , 再 详细 研究 运 
动 的 砂粒 在 其 停止 之 前 的 全 部 迁 第 情况 。 这 样 来 提问 题 ， 对 于 实 
际 科学 研究 显然 十 分 莞 雇 。 虽然 如 此 , 但 是 关于 水 流 所 造成 的 底 
部 沉积 物 的 迁徙 的 平均 规律 性 (或 按照 普通 的 说 法 ， 统 计 规律 性 ) 
却 完全 是 可 以 研究 的 。 

由 于 大 基 随 机 因素 协同 作用 的 结果 而 产生 非常 显著 的 统计 规 
律 性 的 实例 可 以 很 容易 地 举 出 许多 来 。 最 有 发 展 希望 的 与 最 为 人 
所 熟知 的 这 种 实例 之 一 就 是 气体 运动 学 ， 它 告诉 了 我 们 气体 作为 
一 个 整体 对 于 啥 厂 的 压力 以 及 一 种 气体 往 另 一 种 气体 中 的 扩散 千 
所 具有 的 那些 精确 的 规律 性 是 如 何 从 分 子 的 许多 随机 磁 擅 的 协同 
作用 而 产生 的 。 
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§ 6. 马尔 科 夫 型 的 随机 过 程 


在 §5 中 我 们 曾 以 方程 
w=F(to, wo, 

来 描述 因果 概 型 ， 把 这 种 概 型 直接 推广 成 为 概率 概 型 的 功 续 系 属 
于 马尔 科 夫 。 固然, 在 马尔 科 夫 所 研究 的 情形 中 , 所 考察 的 系统 的 
位 相 空 间 仅 只 是 包含 有 限 个 状态 :了 一 {co wa,*…, cn}, 并 且 仅 具 
是 把 时 间 t 分 成 一 些 离散 的 步骤 来 研究 系统 状态 的 变化 。 但 是 他 
普 于 从 这 个 极端 概 型 化 的 模型 中 找 出 许多 基本 的 规律 

在 因果 概 型 中 我 们 有 一 个 函数 也 , 借助 于 这 个 函数 也 可 以 根 
据 时 刻 如 的 状态 we 唯一 地 确定 时 刻 这 如 的 状态 wy 而 马尔 科 夫 
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则 与 此 相应 地 引入 在 “于 时 刻 刀 处 于 状态 ey” 的 条 件 下 “ 杆 时 刻 t 
出 现状 态 oy 的 概率 
P(h, o£, 7). 
对 于 三 个 不 同 的 时 刻 
和 < 友之 二， 
这 种 概率 之 间 的 关系 , 马尔 科 夫 用 下 式 表 达 出 来 ; 

Plio, ws ty, o) 一 BP os 1, ox) P (ls, tors 13, 0). 

(33) 
此 式 可 以 称 为 马尔 科 夫 过 程 基本 方程 . 

当 位 相 空间 是 连续 流 形 时 ， 最 标准 的 情形 就 是 存在 有 一 个 从 
状态 we 出 发 经 过 时 间 区 间 (4o, 引 变 到 状态 的 概率 密度 p(to, wo; 
t, @)， 在 这 种 情形 下 ， 从 状态 as 出 发 经 过 由 时 刻 如 到 时 刻 上 这 
一 段 时 间 变 到 位 相 空 间 0 的 子 区 域 G 中 的 任何 状态 中 的 概率 可 
以 写成 下 列 形状 ; 


Po owt, 的 一 | aco oot, ode, G84) 


此 处 da 是 位 相 空 间 9 中 的 容积 元 素 2. 对 应 于 概率 密度 p(to, wo 
已 四， 基本 方程 (33) 采 取 下 列 形状 ， 
Plto, ooo; ts, oo) =| oD lto, oo ts, O)P (6, ta, 3) do. 
(35) 
要 来 解 方程 (35) 那 是 非常 困难 的 ， 但 是 在 某 些 限制 之 下 可 以 从 方 
程 (385) 导 出 一 些 比较 易于 研究 的 偏 微分 方程 来 ， 物 理学 家 佛 开 尔 
与 普兰 克 从 不 严格 的 物理 考虑 得 到 了 一 些 这 样 的 方程 ， 而 所 请 的 
随机 微分 方程 的 理论 的 全 貌 则 系 由 若干 苏联 学 者 ( 伯 思 斯 坦 、 柯 尔 
莫 果 洛 夫 、 咎 得 罗 夫 斯 基 、 辛 钦 等 ) 所 建立 。 
我 们 不 想 在 这 里 引入 这 种 方程 . 
例如 , 假定 有 一 个 很 小 的 物体 , 由 于 它 的 体积 太 小 , 空气 分 子 
1) 严格 说 米 , 笔 式 (84) 态 是 概率 密度 的 定义 、 数 秆 pd 等 于 (和 果 忽略 高 级 无 
人 0) 从 的 态 oo 己 发 经 过 由 加 到 二 这 一 段 时 间 变 汉 震 积 元 素 du 中 的 概率 。 


295 。 


在 它 的 对 立 面 的 推动 力 不 能 完全 均衡 , 从 而 产生 了 “布朗 运动 ”, 并 
且 它 的 平均 下 落 速度 。 比 起 它 的 布朗 运动 速度 来 要 小 得 多 ， 那 么 
对 于 这 种 物体 在 静止 的 大 气 中 的 运动 问题 就 可 以 利用 随机 微分 方 
程 的 方法 很 容易 地 得 到 解决 . 

设 。 是 平均 下 落 巡 度 ，D 是 折 谓 扩散 系数 。 如 果 我 们 假定， 
质点 到 达 地 面 (z 一 0) 时 并 不 停滞 而 是 产生 “反射 ”， 换 名 话说 ,在 布 
郎 力 的 作用 之 下 重新 又 进入 大 气 游 动 ， 同 时 再 假定 质点 于 时 刻 如 
处 于 高 度 zs， 那 么 质点 于 时 刻 上 处 于 高 度 * 的 概率 密度 p(to, zo; 
六 区 可 由 下 列 公式 表 出 : 

1 本 
Plio, wit, 2) -zs | Pg | 
x6 5 和 edz， 

DV5 J 

在 图 和 中 表 出 了 曲线 p(io,%;t, 习 对 于 顺序 的 各 个 时 刻 + 的 
变化 情形 . 

我 们 君 到 , 质点 的 平均 高 度 是 递减 的 , 而 其 位 置 则 越 来 越 不 确 
定 ( 越 来 越 “随机 ”)。 最 有 意 恩 的 是 当 t 玉 oo 时 对 于 任何 如 与 和 
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语 有 

po ant > 和 (38) 
换 句 话说 ,对 于 质点 的 高 度 存 在 有 极限 分 布 ,并 且 质 点 所 在 的 高 度 
的 数学 期 望 当 t-* co 时 趋 于 如 下 的 正 的 极限 : 


-三 [ wa (37) 


这 样 一 来 ， 地 面 以 上 的 一 个 质点 尽管 受 了 重力 作用 随时 都 有 
下 落 的 倾向 ， 但 是 当 这 个 过 程 
《 即 在 空气 中 的 游 动 ) 无 腿 延续 
的 时 候 ， 它 却 平均 处 于 一 个 一 
定 的 正 的 高 度 . 倘若 我 们 取 初 
始 的 mm 小 于 和 那么 可 以 断 
盲 ， 经 过 了 充分 长 的 一 段 时 间 
之 后 ， 质 点 的 平均 位 置 将 高 于 
它 的 初始 位 置 ， 这 种 情形 可 由 
图 5( 其 中 mo 一 9) 看 出 . 

对 于 个 别 的 质点 ， 上 述 的 
平均 值 z* 仅 只 是 数学 期 望 , 但 
是 根据 大 数 定律 ， 对 于 大 基 的 
质点 它们 就 是 实际 可 以 实现 的 De 
了 : 这 种 质点 在 高 度 方面 的 分 布 密度 服从 前 述 的 规律 ,并且 特别 言 
之 ,经 过 充分 长 一 段 时 间 之 后 , 分 布 密度 将 按照 公式 (36) 而 趋 于 稳 
定 . 

以 上 所 说 种 种 仅 只 是 直接 适用 于 挫 杂 在 空气 中 的 浓度 不 大 的 
气体 , 烟 等 等 ， 因 为 数值 c 与 也 系 假定 由 预先 给 定 的 大 气 状态 记 
确定 的 。 然而 把 理论 修改 得 更 细致 一 些 之 后 ,就 可 以 适用 于 构成 
大 气 的 各 种 气体 之 间 的 彼此 扩散 ， 以 及 让 于 这 种 扩散 的 结果 而 产 
生 的 各 种 气体 就 高 度 而 言 的 密度 分 布 . 


比值 - 方 随 着 质点 体积 的 载 大 而 递增 , 并 且 由 于 这 个 缘故 , 质 
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点 混合 过 程 即 由 具有 扩散 的 性 质 而 变 为 具有 按 $5 所 讲 的 那 种 规 
律 而 规律 性 下 落 的 性 质 ， 应 用 我 们 的 理论 ， 可 以 检 明 纯粹 扩 若 运 
动 与 这 种 规律 性 下 落 之 间 各 种 中 间 情 形 。 
芸 浮 在 大 气 中 的 质点 在 油性 混合 作用 之 下 的 运动 问题 更 要 复 
杂 一 些 , 但 是 原则 上 亦 可 运用 类 似 的 概率 方法 。 
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第 十 二 章 函数 允 近 法 
§1. 红 论 


在 实际 生活 中 , 我 们 经 常 要 把 一 个 数 用 另外 的 数 来 逼近 .只 
项 说 明 , 当 测 定 这 种 或 那 种 具体 的 量 (长 度 、 面 积 \ 温 度 等 等 ) 时 ,我 
们 所 得 到 的 仅仅 是 近似 地 表示 这 些 量 的 数 ， 实际 我 们 只 用 到 有 理 


数 ， 亦 即 形 如 全 的 数 ， 在 这 里 7 了 与 9g(9x*0) 都 是 整数 。 但 是 除了 


有 理 数 以 外 还 有 无 理 数 ， 并 且 如 果 我 们 在 测定 具体 的 量 时 得 不 到 
无 理 数 , 而 由 理论 上 的 推演 却 往往 得 到 这 样 的 数 , 例如 我 们 知道 半 


径 为 "二 的 图 的 周 长 等 于 无 理 数 =， 勾 及 股 长 都 是 工 的 直角 三 


角形 的 弦 长 等 于 V3。 在 计算 无 理 数 的 运算 时 ， 首 先 以 必需 的 准 
确 度 拒 它们 用 相应 的 有 理 数 来 通 近 ， 通 常用 十 进位 有 限 小 数 来 到 
对 于 函数 也 有 同样 的 情况 ， 数 量 性 的 自然 规律 不 是 用 函数 次 
确 地 反映 在 数学 上 , 而 是 以 这 种 或 那 种 准确 度 反 映 在 数学 上 。 不 
但 如 此 , 在 许多 情形 下 , 为 了 实际 计算 起 见 , 对 于 完全 用 数学 法 则 
所 给 出 的 已 知 函 数 , 需要 以 一 定 的 准确 度 用 其 它 的 函数 来 带 近 , 
然而 问题 不 仅 在 于 计算 .一 函数 用 其 它 函 数 近 似 表 示 的 问题 
有 很 大 的 理论 上 的 意义 .这 可 以 用 几 句 话 解释 如 下 ， 在 数学 分 析 
发 展 的 过 程 中 , 已 经 发 现 过 并 且 研 究 过 很 重要 的 允 近 函数 类 , 即 是 
那些 函数 , 在 萧 知 的 条 件 下 遥 近 其 它 多 少 任意 的 函数 的 自然 工具 . 
首先 代数 及 三 角 多 项 式 是 这 种 函数 类 , 它们 的 各 种 推广 也 是 这 样 ， 
我 们 知道 根据 要 通 近 的 已 给 函数 的 性 质 , 在 一 定 的 夭 件 下 可 以 判 
断 它 与 逼近 它 的 函数 的 伪 差 的 性 质 ， 反 过 来 说 ， 知 道 了 偏 关 的 性 
质 ， 例 如 知道 了 已 给 函数 与 逼近 它 的 函数 所 组 成 的 一 定 级 数 的 偏 
399 。 





差 的 大 小 ,就 可 以 知道 已 给 函数 的 人 性质 ， 在 这 条 道路 上 , 以 函数 用 
这 种 或 那 种 带 近 函数 类 所 作 的 近似 表示 为 基础 ， 已 经 建立 了 一 种 
下 数 论 .在 数论 中 也 有 类 似 的 理论 . 在 这 种 理论 中 ， 无 理 数 是 用 
丙 近 它 的 有 理 数 来 进行 研究 的 . 

在 第 二 章 ( 第 一 卷 ) 中 ， 读 者 已 经 认识 了 一 种 很 重要 的 扣 近 方 
法 , 即 泰 勤 公式， 如 果 函 数 满 足 一 定 的 条 件 , 利用 这 种 公式 , 可 以 
把 这 函数 用 其 它 形 如 P(o) 一 ao 十 gg 十 … 二 ane? 的 函数 、 亦 即 所 调 
代数 多 项 式 来 逼近 ， 在 这 里 ox 是 与 2 无 关 的 常数 ， 

代数 多 项 式 是 构造 很 简单 的 函数 ; 要 按 已 给 系数 0% 与 已 给 值 
2 来 计算 它 , 只 需 应 用 三 种 算术 运算 (加 法 、 减 法 及 乘法 ) 计算 简 
单 在 实用 上 是 极其 重要 的 .代数 多 项 式 之 所 以 用 作 通 近 函 数 的 最 
帝 遍 的 工具 ,这 就 是 原因 之 一 (以 后 再 讲 另 一 重要 的 大 因 ) ,只 锋 说 
明 , 特别 在 近来 我 们 必须 大 规模 地 在 计算 机 上 作 技 术 计 算 。 现代 
完善 的 计算 机 能 够 很 迅速 地 、 不 息 地 进行 计算 ， 然而 机 器 只 能 作 
比较 简单 的 运算 。 我 们 可 以 使 它 作 非常 大 量 的 算术 运算 ， 可 是 劈 
如 说 不 能 使 它 最 后 实现 自 变 量 趋 近 于 极限 的 无 穷 过 程 。 例 如 机 器 
不 能 准确 地 计算 ]gz， 不 过 我 们 可 以 以 必需 的 准确 度 用 多 项 式 
了 (we) 通 近 ]gw, 然后 用 机 器 计算 多 项 式 。 

除了 闪 勒 公式 以 外 ,还 有 在 实用 上 有 重大 意义 的 、 用 代数 多 项 
式 逼 近 函 数 的 其 它 方法 .在 这 方面 首先 特别 是 在 积分 的 近似 计算 
中 以 及 在 微分 方程 的 近似 积分 中 所 广泛 使 用 的 各 种 插值 法 在 平 
均 平方 的 意义 下 的 到 近 法 得 到 了 更 大 的 推广 ， 这 种 方法 不 仅 广泛 
核 应 用 到 代数 多 项 式 上 . 伟大 的 鲁 国 数学 家 桔 比 雪夫 所 提出 的 最 
好 一 致 或 车 比 雪夫 逼近 法 在 一 定 的 实用 领域 内 有 重大 的 意义 ， 如 
以 后 我 们 所 要 看 到 ,这 种 方法 是 由 关于 机 械 的 构造 问题 所 产生 的 . 

我 们 的 问题 是 提出 这 些 方法 ,并 且 尽 可 能 指出 一 些 条 件 , 在 这 
些 条 件 下 , 一 种 方法 应 当 比 另外 的 方法 好 .没有 一 种 方法 是 绝对 
较 好 的 .每 种 方法 在 一 定 的 条 件 下 可 以 比 其 它 方法 好 、 例 如 如 果 
讲 到 解决 物理 问题 ， 那 么 对 所 用 到 的 函数 究竟 应 当 记 这 种 或 那 种 
通 近 法 ,这 往往 是 由 问题 的 本 质 、 或 如 所 谓 是 由 物理 上 的 理由 所 决 
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定 的 . 

我 们 也 将 看 到 , 在 一 定 的 情况 下 , 可 以 应 用 一 种 方法 ; 而 不 能 
应 用 其 它 方法 . 

所 讲 到 的 每 种 方法 是 在 适当 的 时 期 山 现 的 ， 有 它 本 身 的 理论 
与 历史 .牛顿 已 经 知道 丁 插值 公式 ， 并 且 用 所 调 差 分 比 给 出 了 这 
公式 在 实际 计算 中 很 适用 的 表示 式 。 在 平均 平方 意义 下 的 逼近 法 
至 少 有 150 年 的 内 中 ， 可 是 在 长 久 一 段 时 期 中 , 这 些 方法 在 理论 
上 没有 任何 联系 .它们 仅仅 是 逼近 函数 的 各 别 的 实用 方法 ， 而 且 
这 些 方法 应 用 的 范围 也 是 不 清楚 的 . 

现在 的 函数 和 逼近 论 是 在 车 比 雪夫 的 著作 以 后 出 现 的， 这 位 数 
学 家 引进 了 在 科学 上 重要 的 最 好 珊 近 、 特 别 是 一 致 最 好 珊 近 的 概 
念 , 系统 地 把 它 应 用 到 其 它 问 题 中 , 并 且 研 究 了 它 的 理论 基础 最 
好 通 近 是 近代 西数 论 中 所 运用 的 其 本 概念 。 在 车 比 轨 夫 以 后 ,他 
的 思想 在 他 的 学 生 佐 洛 塔 辽 夫 、 柯 尔 金 以 及 马尔 科 夫 兄弟 的 著作 
中 得 到 了 进一步 的 发 展 . 

在 车 比 雪夫 的 时 期 , 除了 引进 丁 基本 的 概念 以 外 , 在 对 任意 个 
别 函 孝 求 最 好 逼近 的 方法 上 函数 通 近 论 得 到 了 了 发展， 我 们 在 现代 
要 广泛 用 到 这 些 方法 ; 此 外 , 从 与 必须 下 近 函 数 有 关 的 需要 这 种 观 
点 出 发 ,当时 对 通 近 类 的 性 质 , 首先 是 代数 及 三 角 多 项 式 的 性 质 ， 
浆 定 了 研究 的 基础 . 上 世纪 来 德国 数学 家 网 尔 斯 特 拉 斯 在 数学 上 
的 重要 发 现 , 对 函数 逼近 论 的 进一步 的 发 展 有 影响 . 他 完全 严格 地 
证 明 丁 ， 在 原则 上 可 以 用 代数 多 项 式 以 任意 给 定 的 准确 度 逗 近 任 
辣 的 连续 函数 ， 代 数 多 项 式 之 所 以 是 函数 逼近 的 普 记 工具 ， 这 就 
总 第 二 个 原因 ， 要 把 代数 多 项 式 用 作 这 种 工具 ， 仅 仅 知道 它们 的 
结构 简单 还 不 够 ; 还 必须 在 原则 上 可 以 用 它们 以 预先 给 定 的 任 次 
小 误差 带 近 连续 函数 。 瑶 尔 斯 特 拉 斯 证 明了 这 是 可 能 的 、 

车 比 雪 夫 的 最 好 逼近 的 深刻 恩 想 以 及 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 是 西 
数 琐 近 论 的 现代 新 方向 的 发 展 ( 从 本 世纪 初 开始 ) 基 础 . 与 这 相关 ， 
我 们 提出 伯 绎 斯 坦 、 波 雷 耳 、 杰 克 逊 、 勤 贝 格 以 及 瓦 雷 - 普 森 的 名 
字 ， 这 种 方向 可 以 简单 说 明 如 下 。 在 本 坡 纪 初 与 在 车 比 雪夫 的 时 
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捧 ( 本 世纪 初 以 前 ) 一 样 , 通常 只 提出 个 别 函 数 的 遥 近 问题 ; 而 现代 
用 多 项 式 或 其 它 逼近 函数 的 逼近 问题 有 它 的 特点 ， 被 逼近 的 函数 
不 是 个 别 给 出 的 函数 ， 而 是 或 多 或 少 广泛 的 函数 类 (解析 函数 类 、 
可 微分 函数 类 等 等 ) 中 任 一 函数 . 

饿 国 的 以 及 现在 苏联 的 逼近 论 学 派 在 历史 上 起 着 主导 的 作 
用 .苏联 的 数学 家 伯 直 斯坦 、 柯 尔 莫 果 洛 夫 、 拉 夫 伦 捷 夫 以 及 他 们 
的 学 生 们 对 逼近 论 作 了 重大 的 贡献 ， 实质 上 , 这 种 理论 在 现代 已 
经 发 展 成 为 函数 论 的 一 个 独立 分 支 

除了 代数 多 项 式 以 外 ， 三 角 多 项 式 是 逼近 函数 的 很 重要 的 工 
具 . 形 如 

un(z) 一 co 十 adoo8zZ 十 isinz 十 ooos 25 十 Bosin2z 十 

十 mm cos9iD 十 Bussinyaw 
或 简单 写成 
tn (0) ~oot (ow 00s he + Poein kim) 


的 函数 称 为 m 阶 三 角 多 项 式 , 在 这 里 os，B 是 某 些 常数， 

用 三 角 多 项 式 逼 近 有 种 种 特别 的 方法 ， 这 些 方法 与 用 代数 多 
项 式 逼近 的 对 应 方法 十 分 简单 地 关联 着 。 在 这 些 方法 中 , 函数 的 
信里 叶 三 角 级 数 展开 式 (8 7 专 讲 傅 里 叶 级 数 ) 有 特别 重要 的 地 位 ， 
这 级 数 是 以 法 国 数学 家 傅 昌 叶 命名 的 ; 上 世纪 初 , 传 里 叶 在 研究 热 
传导 论 时 ,得 到 了 关于 这 种 级 数 的 一 些 理论 上 的 结果 . 然而 必须 指 
出 ， 伟 大 的 数学 家 列 昂 纳 德政 拉 与 达 尼 尔 * 伯 努 利 在 十 八 世纪 中 
叶 已 经 研究 过 三 角 级 数 。 欧 拉 是 在 研究 天 文学 方面 的 问题 时 、 而 
伯 努 利 是 在 研究 弦 振 动 时 用 到 这 种 级 数 . 顺便 说 明 , 或 多 或 少 任 
意 的 函数 是 否 可 以 用 三 角 级 数 表示 这 一 有 原则 意义 的 问题 ， 是 由 
欧 拉 与 伯 努 利 提 出 的 : 这 个 问题 直到 上 世纪 中 叶 才 最 后 得 到 解决 ， 
伯 努 利 已 经 预料 到 这 向 题 有 肯定 的 解答 ， 我 们 以 后 还 要 讲 到 它 的 
奶 答 . 

情 里 叶 级 数 在 物 型 上 有 重大 的 意义 ， 我 们 将 较 少 注意 到 这 一 
方面 ,因为 在 第 六 章 中 已 经 研究 过 这 个 问题 ， 在 那 一 章 中 , 读者 可 
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以 认识 到 一 些 物理 问题 ， 它 们 自然 地 导向 必须 把 已 给 函数 展开 成 
为 与 三 角 级 数 相似 的 非 三 角 级 数 . 我们 要 考 忠 所 谓 正 交 函 数 的 级 
数 . 
传 里 叶 级 数 已 有 两 个 世纪 的 历史 。 因 此 到 现代 已 经 建立 了 很 
广泛 的 .非常 精密 与 深刻 的 佬 里 叶 级 数论 , 它 已 成 为 数学 中 的 一 门 
独立 理论 ,这 是 不 足 为 奇 的 .在 这 一 理论 中 , 苏联 的 数学 有 主导 的 
成 就 , 面 且 在 一 系列 主要 问题 上 有 空前 绝 后 的 成 就 莫斯科 实 变 
函数 论 学 派 ( 鲁 金 、 柯 尔 莫 果 治 夫 、 门 朔 夫 等 人 ) 在 这 段 历 史 中 起 着 
特别 重要 的 作用 . 
我 们 还 要 指出 ， 三 角 多 项 式 在 现代 数学 中 的 意义 远 远 不 仅 限 
于 作为 远近 的 工具 ， 例如 在 第 十 章 中 , 读者 可 以 知道 维 诺 格拉 类 
拓 在 数论 方面 的 一 些 基本 结果 ， 这 些 结果 是 他 用 相应 作出 的 三 角 
和 (多 项 式 ) 作 为 工具 而 推 得 的 ， 


§2. 插值 多 项 式 


插值 多 项 式 作 法 的 特别 情形 ”去 近 函 数 的 揪 值 法 在 实际 计算 
上 有 广泛 的 应 用 。 为 了 把 读者 引 到 这 方面 的 问题 , 我们 要 考虑 下 
列 万 等 的 问题 - 
设 已 给 在 线段 [zo, xa] 上 的 西数 yf (z)， 它 的 图 形 闫 在 图 工 
上 。 这 图 形 的 形状 使 我 
们 想到 一 个 抛物 线 的 一 
段 ， 因 此 如 果 我 们 想 用 
简单 的 函数 逼近 已 给 函 
数 ; 那么 自然 选取 某 一 、 
二 次 多 项 式 
Plz) 一 ao 十 ai 十 ca22 
D 
作为 简单 的 融 近 备 数 ， 
上 烈 多 项 式 的 图 形 是 一 抛物 线 ， 
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插 信 法 可 叙述 如 下 , 在 线段 [zo, ss] 的 内 部 还 给 出 一 内 点 21， 
与 点 mo, wu ws 相对 应 的 函数 值 是 如 一 太 (zo) ,六 一 (20) ,ys 一 了 (zs). 
作出 形 如 他) 的 多 项 式 ， 使 它 在 点 mo, eu 四 与 所 考虑 的 函数 
《 它 的 图 形 用 夏 线 丁 在 图 1 上) 有 相同 的 值 . 换 句 话说 , 需要 选 坟 
多 项 式 (了 D 的 系数 mo，cx，a 使 得 下 列 等 式 成 立 : 
了 (co) 一 %， 忆 (or 一 %，P(ea) —. 《2) 
我 们 指出 , 函数 /(%) 可 能 一 开始 就 不 能 用 公式 表示 出 来 ， 例 
如 它 可 能 代表 一 种 经 验 关系 , 其 图 形 画 在 图 二 上 . 解决 了 它 的 插值 
问题 ,我 们 就 得 到 表示 成 解析 式 、 即 多 项 式 形状 的 允 近 函数 、 如 果 
逼近 的 准确 度 可 以 使 人 满意 ， 那 么 求 得 的 多 项 式 比 被 逼近 的 函数 
有 这 种 优点 : 可 以 计算 中 间 数 值 >. 
提出 的 问题 可 解决 如 下 ， 作 三 个 方程 
4o 一 ao 十 ctzo 十 ca 7%, 
i= 0+ om + 
Ya— G0+aamnt+ a os, 
从 这 些 方程 求 出 oo, az，as， 然 后 把 系数 的 数值 代入 等 式 (1)， 但 
是 我 们 要 用 有 点 不 同 的 方法 来 解决 这 个 问题 ， 先 作出 一 个 二 次 多 
项 式 Qu(z)， 使 得 它 满足 三 个 条 件 ，@o (co) =1， Qi (ci) =0, 
Qs(ws) 一 0， 由 后 两 个 条 件 可 见 这 多 项 式 必须 有 4 (2 一 2u) (z 一 oo) 


的 形状 , 而 由 第 一 个 条 件 可 见 4 一 《5 一 ar 一) 因此， 所 求 多 


项 式 的 形状 症 
一 _ 候 一 必 ) (z 一 o9) 
QoGo) CC Co 5 
同样 ,多 项 式 
(一 oo) (z 一 oa) 一 mo) (z 一 加 
QD) theo) Gort)” lo) ~ tes oo) (ese) 
满足 条 件 





Q(z0) = Qi (3) 一 0 Qi (0) =1, 
(00) —As (m1) 一 0，Qotca) ~—1. 
其 次 ,显然 多 项 式 yo Qolz) 在 0 一 zo 时 等 于 go, 而 在 wo~ 汶 及 
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% 一 wa 时 等 于 零 。 多 项 式 久 Q:(z) 及 %Qs(z) 也 有 类 似 的 性 质 . 

由 此 可 见 ,所 求 的 满足 条 件 (2) 的 二 次 插值 多 项 式 可 以 用 公式 
表示 如 下 ; 

Go) ~yo Qo lr) + Qi 2) + ya Qelz) 

~ 2%) +y, 0) (0—0) 
(zo—w) (mo—ms) 一) (到 一 2 
人 2 一 mm) (0—)_ (3) 

(se 一 mo) (za 一 ca) 

我 们 指出 ， 求 得 的 多 项 式 是 解决 上 述 插值 问题 的 唯一 的 二 次 
多 项 式 。 事实 上 , 如 果 设 有 另 一 、 二 次 多 项 式 Pi(z) 也 能 解决 这 个 
问题 , 那么 差 式 Pi(z)】 一 P(e@) 也 是 二 次 多 项 式 ， 而 且 它 在 @ 一 mo 
,ws 三 点 等 于 零 ， 但 由 代数 我 们 知道 ， 如 果 一 个 二 次 多 项 式 对 
于 = 的 三 个 值 为 罕 ， 那 么 它 就 便 等 于 零 。 因此 ,多 项 式 P(z) 与 
Pa(z) 恒 等 ， 

显然 , 一 般 说 来 , 求 得 的 多 项 式 仅仅 在 点 co zi zs 处 与 已 给 
的 表 数 有 相同 的 值 ; 而 对 于 z 的 另外 的 值 , 它 与 已 给 函数 有 不 同 的 
值 . a 

如 果 取 线段 [zw es] 的 中 点 作为 2, 令 3 一 ~ 一 co~h， 那 
么 公式 (3) 可 以 略为 简化 如 下 : 

PD- 堵 F -一 2 一 20) (9) 

十 加 (一 me) (0— m1. 
作为 例 于 ， 对 于 正弦 y~sinw (图 2)， 用 与 它 在 点 “一 0, 号， 


和 有 同 值 的 二 次 多 项 式 插值 .显然 ,所 求 的 多 项 式 有 下 列 灌 状 : 
P(e) -六 sr 下 sinm。 





+ys 


在 两 个 中 间 的 点 比较 sing 与 了 (2): 
v3 


P(3) 一 0.76, 而 sn 条 一 ~0.71, 


1 的 - 强 me 和 - 训 
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因此 ,在 钱 段 [0, 四 上 通 近 sin z, 大约 准确 到 0.05， 另 一 方 
面 ,在 点 3 的 邻 域 展开 sin z 为 泰勒 级 数 , 即 得 


sin oeos ( 守 一 2)-1 -各 + 国志 


如 果 在 展开 式 中 取 到 第 二 项 为 止 ， J 区 得 到 sin 0 的 这 
珊 


近 ; sin 0 二 工 一 -全 汪 0.284 其 误差 大 于 0.2. 

我 们 可 以 钼 到 ,把 函数 sinz 在 点 一刀 的 邻 域内 按 泰 蔓 公 
式 展开 , 取 二 次 多 项 式 明 近 sin o, 这 种 方法 不 如 按照 插值 法 、 取 同 
次 多 项 式 通 近 sinz 那样 令 人 满意 ， 可 是 不 应 当 忘记 ,用 北 勤 公式 
可 得 在 一 号 的 小 邻 域内 很 准确 的 逼近 比 用 插值 法 所 得 在 这 邻 
域内 的 逼近 要 准确 得 多 . 

问题 的 一 般 解法 ”显然 ， 儿 乎 谁 也 不 会 决定 用 二 次 多 项 式 对 
图 8 中 所 画 出 的 罗 复 杂 的 函数 作 插值 ， 不 管 怎样 , 论 若 是 决定 这 
样 做 ,那么 显然 会 得 到 很 坏 的 通 近 , 因为 任何 二 次 抛物 线 不 能 有 曲 





了 TN 应 当 证 明 不 仅 对 于 «~ 持 及 # 一 等 , 而且 也 对 
于 线段 [0, s] 上 的 一 妆 z 的 值 ， 益 全 fr 一 允 一面 二 不 超过 0.05 欠 的 数 ; 但 是 我 们 
不 证 明 这 个 结论 。 
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线 光 = 了 (z) 那 样 多 的 咨 曲 。 这 时 自然 要 设法 用 较 高 次 (不 你 于 四 
次 ) 的 多 项 式 对 函数 作 插值 . 

搬 值 的 一 般 问 题 是 ， 作 次 多 
项 式 P(@) 一 ao 十 stm 二 aaza- … 十 
om 中， 使 得 它 在 4 十 工 个 点 xo ma 
za，…， 和 与 妃 给 函数 有 相同 的 值 ， 
也 就 是 说 ,使 得 它 满足 m+i 个 等 O01 三 
式 : Plze) =f (00), Plz2) 一 Foa)， 聊 浊 
…， 了 (2a) = f(aw)， 在 函数 与 融 近 它 的 多 项 式 有 同 信和 的 各 点 ， 称 
为 插值 结 点 .与 对 二 次 多 项 式 同样 进行 讨论 ,不 难 证 明 , 所 求 的 多 
项 式 可 以 写成 
已 (z) 一 


名 一 co) (一 2 ……(2 一 加 -1) (2— mrt) (9 — tn) 
总 (mm 一 2o) ER 人 Tom， 


天 





一 


上 -- 





(9) 
而 且 这 个 (n 次) 多项式 是 叭 一 的 。 上 耐 写 出 的 公式 称 为 拉 格 隔日 
公式 ， 这 种 公式 可 以 写成 其 它 各 种 形状 例如 牛顿 差分 公式 在 实 
际 上 有 广泛 的 应 用 - 
插值 多 项 式 与 生成 数 的 偏差 ” 揪 信 闫 是 通 近 函数 的 很 普 衣 
的 方法 ， 在 原则 上 , 西数 不 一 定 到 有 特殊 的 性质 就 可 以 作 它 的 插 
值 ， 例 如 汕 数 不 一 定 要 在 作 返 近 的 整个 区 问 上 有 导数 。 在 这 各 意 
义 下 , 搬 值 法 比 泰勒 公式 优越 ， 有 址 的 是, 常常 有 这 样 的 情况 。 函 
数 甚至 于 在 一 个 线段 上 解析 ， 而 对 它 不 能 应 用 泰 黄 公式 作为 表 近 
的 工 其 .例如 , 我 们 设想 要 在 线 玻 [一 2,] 上 用 代数 多 项 式 足够 好 
地 通过 函数 也. 本 然 看 来 ,为 此 ,自然 要 想 把 它 在 点 2~0 的 
他 域内 展开 成 泰 基 级 玫 
Ts 1 + —2 + 
可 是 不 难看 出 ,得 到 的 狼 数 只 在 区 间 一 1<z<+ 内 收敛 . 它 在 线段 
[一 二 匡 以 外 发散 ， 因 而 不 可 能 在 整个 线段 [一 2， 纹 上 运 近 丽 数 
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二 。 但 是 同时 在 这 里 完 全 可 以 应 用 搬 信 法. 


当然 ,每 次 要 发 生 适 当选 定 结 点 的 个 数 与 分 布 这 一 问题 , 使 得 
逼近 的 误差 满足 所 希望 的 条 件 . 在 了 未 数 有 足够 高 阶 的 导数 的 情形 
下 ,下 列 古 典 的 铺 果 对 吉 近 可 能 有 的 误差 这 一 向 题 作 了 答复 ; 我 们 
只 投 述 这 个 结果 , 但 不 加 证 明 . 

如 果 函 数 .F(e) 在 线 奴 [zso zx] 上 有 有 连续 的 ”+ 工 阶 导致 ， 那 么 
对 于 这 线段 中 zx 的 任 一 中 间 数 值 ， 已 给 函数 与 以 mm<cxzt<…<oo 
为 结 点 的 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 的 偏差 ,可 以 用 公式 

J@ -PE) ~ Ee et 的) 


表示 出 米 ， 在 这 里 。 是 m 与 m 之 间 的 一 点 ， 这 个 公式 使 我 们 想 
到 泰勒 展开 式 的 相应 的 余 项 公式 ; 在 实质 上 ， 前 者 是 后 者 的 推广 , 
这 样 ， 如 果 知 道 了 n 十 1 阶 导数 的 绝对 值 在 线段 [eo, mw] 上 到 处 不 
超过 数 及, 郑 么 对 于 在 这 线段 上 2 的 任 一 值 ， 逗 近 误差 直下 列 估 


计 所 决定 ， 
[ro 一 Po) (< es} M, 


在 近代 通 近 论 中 还 有 求 搬 值 误差 的 其 它 许多 方法 ， 这 个 问题 
现在 已 经 很 好 地 研究 过 .同时 已 经 得 到 了 一 些 完全 没有 预料 到 的 
有 趣 结果 . 

例如 考虑 在 线 肛 [一 也 切 上 所 给 出 的 光滑 通 数 9y 一 (zc), 这 就 
是 说 , 它 的 图 形 是 切线 连续 变化 的 连续 曲线 . 取 有 固定 端点 一 及 
1 的 线段 这 一 情况 ， 实 际 不 起 特殊 的 作用 ; 以 下 所 讲 到 的 一 些 事 
实 ,在 作 若 干 非 本 质 的 改变 后 , 对 于 任意 线段 [a, 8] 也 成 立 . 

现在 假定 在 线段 [一 1, 切 上 给 出 一 组 % 二 工 个 点 

-lw%w<a< el, (5) 
然后 作出 一 个 n 次 多 项 式 P(®) 一 co 二 am 十 … 二 anaf, 使 得 它 在 上 
列 n+1 个 点 与 Je) 有 同 值 ， 现 在 假定 在 点 组 (5) 中 , 邻接 前 点 之 
问 有 等 距离 . 如 果 ”无 限 增 大 ,那么 函数 7e) 的 对 应 的 插值 多 项 式 
卫 .(2), 在 愈 来 全 多 的 点 上 与 (o@) 有 相同 的 值 ; 并 且 可 以 想到 ， 在 
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不 属于 点 组 (号 的 中 间 点 。， 当 m3>oe 时 ， 差 式 1 (ao) 一 Po) 趋 近 
于 和 零 . 在 上 世纪 末 已 经 有 过 这 种 想法 , 然而 后 来 发 现 , 事实 远 不 是 
这 样 .原来 对 于 许多 光滑 (其 至 于 解析 ) 函数 7(z)， 在 结 点 mw 有 
等 距离 的 情况 下 ， 捅 值 多 项 式 P。(?) 当 n>oo 时 完全 不 趋 近 于 
7 oz) 虽然 揪 信 多 项 式 的 图 形 在 已 给 结 点 与 f(e)》 机 重合 , 可 是 付 
出 了 这 样 的 代价 当 呈 很 大 时 , 对 于 结 点 之 间 的 中 间 数 值 =， 它 与 
7 Go) 的 图 形 相差 很 远 ,而 且 n 人 靖 大 , 相 状 人 钝 远 。 进 一 步 的 研究 证 明 
了 , 如 果 插 值 结 点 在 线 正 的 中 央 分 布 得 较 稀 , 而 在 端点 附近 较 密 ， 
那么 至 少 对 于 光 沸 函数 , 上 述 现象 可 以 避免 ， 当 插值 结 点 2 与 车 
比 雪夫 多 项 式 o08[《n 十 1)aro oogw] 的 零点 ? 相 重 合 , 亦 即 当 


2k+1 
th 0 


时 ,在 一 定 的 意义 下 , 正 是 这 种 分 布 是 播 值 结 点 的 最 好 分 布 . 

与 这 种 结 点 相对 应 的 插值 多 项 式 , 以 车 比 雪 夫 命 名 ,并且 具 备 
着 这 样 的 性 质 ， 当 m 无 限 增 大 时 ， 它 一 致 收 敏 于 产生 它 的 光滑 画 
数 , 亦 即 不 仅 本 上 身 连 续 、 面 且 有 连续 一 阶 导数 的 西数 .这 种 函数 的 
图 形 是 切线 连续 变化 的 连续 曲线 ， 在 图 4 上, 画 出 了 当 n~5 时 ， 
车 比 雪夫 多 项 式 的 零点 的 分 布 . 

对 于 任意 不 光滑 的 连续 函数 , 那么 情形 就 要 坏 些 ; 原来 一 般 说 


Ty — 08 








图 4 


也 任何 适合 了 (zs) 一 0 的 数值 5 称 为 函数 了 (四 的 零点 ， 关 于 车 比 雪夫 多 项 式 的 
更 详细 的 讨论 , 见 85。 
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来 ， 不 存在 着 这 样 的 插值 结 点 序列 ， 使 得 对 于 任 一 连续 函数 ， 对 
应 的 插值 过 程 收敛 (法 柏 尔 定理 ) . 换 名 话说， 无 论 怎样 分 割 线段 
[一 1 必得 到 结 点 的 个 数 无 限 增 大 , 总 可 找到 在 这 线段 上 连续 的 
丽 数 了 (wm), 使 得 按 这 些 结 点 逐步 插 补 它 的 多 项 式 不 收 伍 于 已 给 函 
数 ， 如 果 上 世纪 中 叶 的 数学 家 知道 了 这 个 事实 , 一 定 会 认为 这 是 
难以 置信 有 的， 当然 ,问题 在 于 在 连续 不 光滑 的 函数 中 ,有 些 很 “ 坏 ” 
的 函数 , 例如 有 在 给 出 西数 的 线段 上 处 处 没有 导数 的 水 数 。 这 就 
是 为 什么 在 这 种 函数 中 可 以 找到 一 些 函 数 ， 对 于 它们 给 定 的 揪 值 
过 程 发散 、 可 是 对 于 它们 还 是 可 以 提出 有 效 的 多 项 式 通 近 法 ， 这 
些 方法 是 上 述 插 值 法 的 变形 ; 不 过 我 们 不 讲 这 个 问题 . 

最 后 我 们 指出 ， 可 以 不 一 定 用 代数 多 项 式 对 函数 作 插值 ， 例 
如 在 实用 方面 以 及 在 理论 方面 已 经 很 好 地 研究 过 用 三 角 多 项 式 的 
插值 法 。 


8$3. 定 积 分 的 逼近 


在 与 积分 近似 计算 有 关 的 问题 中 , 函数 插值 法 有 广泛 的 应 用 ， 
作为 例子 ， 我 们 举 出 定 积分 的 一 个 近似 表示 公式 ， 即 辛 卜 畸 公 式 ， 
这 个 公式 在 实用 分 析 中 用 处 特别 大 . 

设 要 近似 地 计算 函 
数 了 (2z) 在 线 跋 [a, 妇 上 
的 定 积分 这 函数 的 图 
形 见 图 5。 定 积分 的 大 
小 恰好 等 于 曲线 梯形 
a4B2 的 面积 ， 设 O 是 


图 形 上 以 C- 2 二 2 为 


措 举 标的 点 .过 点 4 也 
时 及 C 作 二 次 抽 物 线 . 由 
上 池 可 知 , 这 条 揭 物 组 是 由 下 列 等 式 记 确定 的 二 次 多 项 式 的 图 形 : 


“al0« 





PW) ~— Whr Te- (eby -20) (2—b)y 


+ (2—0) -0 ys], 





在 这 里 
hh, -fe), gf(e), gf (D). 


应 用 上 节 中 已 用 过 的 术语 , 可 以 说 二 次 多 项 式 P( 轨 在 以 c.e、 
5 为 模 坐 标的 点 插 补 函数 f(z)， 如 果 函 数 y(z) 的 图 形 在 线段 
[a, 8] 上 变化 得 很 平滑 , 而 且 线段 本 身 不 长 ， 那 么 多 项 式 P(z) 到 
处 与 了 fw) 相差 很 小 ; 由 此 可 推出 这 两 函数 在 [e， 妇 上 的 积分 也 相 
差 很 小 ， 根 据 这 一 点 ,我们 可 以 把 这 两 积分 算 作 近 似 相 等 : 


f aes | Poda， 


或 者 也 可 以 把 第 二 个 积分 算 作 第 一 个 的 近似 值 ， 读 者 作 了 简单 的 
计算 以 后 , 可 以 看 出 
上 -Oba 下 -QO) Cw-b)do 一 生机， 


下 G@-a(c 一 om- 旺 甩 
从 而 Pa + HGOD]， 
这 样 ,我 们 的 定 积分 可 用 下 列 近 似 公式 算出 ; 
ram 才 [CO+47TO+7G]. 


这 就 是 辛 卜 森 公式 . 
作为 应 用 这 公式 的 例子 , 我们 计算 smz 在 线段 [0, 四 上 的 积 
分 。 这 时 


2 可, 7 -am0~0 fio) ~sin -1,f(6) ~sine 0, 


因而 条 [7(a) +47(G) 十 CO)] 一半 “一 2.09…， 另 一 方面, 我 们 


可 以 术 确 地 求 出 这 个 积分 
30。 


人 as 加 一 一 ooa | -2， 
误 关 不 超过 0.1. 
如 果 把 区 则 [0, 中 分 成 两 个 相等 的 部 分 ， 并 且 对 其 中 每 一 部 
分 分 别 应 用 上 述 公式 , 那么 就 得 到 


2 wm 十 2 。 
h sinzdz~ 各 [sin0+4sin 手 +sin 于 ] 


-六 ( 和 +)=1.00, 上 sin z dv~1.001, 
于 是 
sn 2 daw2.00%; 
现在 误 益 已 更 加 减 小 , 约 为 0.002. 
在 实用 上 ,为 了 近似 计算 函数 (zw) 在 线段 [z, 下 上 的 定 积分 ， 
把 这 线段 用 点 < 一 mo 天 ma<<… 一 加 一 分 成 偶数 呈 个 部 分 ， 并 且 先 
对 线段 [zo, wa], 然后 对 线段 zy，c] 等 等 ， 逐 步 应 用 学 上 森 公 式 , 
结果 得 到 下 列 一 般 的 柱 卜 麻 公 式 : 
| flare HE/ C0) +4f C2) +2 7 (25) +4f (ed) 
十 … 二 (oo)]， (06) 
我 们 举 出 对 这 公式 的 古典 的 估计 ， 如 果 函 数 yJ(z) 在 线段 


[a, ] 上 有 满足 不 等 式 |fW《z) | 天 并 的 四 阶 导 数 , 那么 下 列 估计 式 
成 立 ; 





fwe-rn |< se. a) 


这 里 用 工 (让 表示 公式 人 6) 的 右边 .在 这 种 情形 下 ,误差 有 nw 阶 ?， 
我 们 也 可 以 把 线段 [4, 8] 分 成 n 个 相等 的 部 分 ， 并 且 把 图 6 
上 画 出 的 那些 矩形 的 面积 的 和 称 作 积分 的 近似 值 .这 时 我 们 就 得 


履 如 果 与 mrl 入 … 有 有 关 的 一 数 ao 满足 等 式 |au| < 入， 在 这 里 0 是 与 4 无 
关 的 常数 ,那么 我 们 说 它 有 nn* 院 。 
"312， 









所 、 ,| 


NN 











NN 


全 ee Mt 2 








vo 
G2p. 
到 短 形 近似 公式 
Pa se) +f (ed +t en), 全 


可 以 证 明 ,只 要 函数 在 线段 [s, 3] 上 有 有 二 玲 导 致 , 这 公式 的 误差 的 
阶 是 mn?。 我 们 也 可 以 把 图 7 上 画 出 的 那些 梯形 的 面积 的 和 取 作 
积 外 的 近似 值 ,这 时 得 到 宰 形 公式 

ff dese) + ed + +2 ed + es 


(3) 





如 果 函 数 有 有 界 的 二 阶 导数 , 这 公式 有 误差 阶 % 
通常 说 来 ， 辛 卜 森 公式 比 梯形 及 和 矩形 公式 准确 .这 句 话 需要 
解释 一 下 . 如果 我 们 只 知道 函数 有 一 阶 导 数 ， 那 么 这 三 种 公式 所 
了 在 这 种 情形 下 ,ao, x4 …, zw 是 区 间 [z, 切中 相等 的 六 分 的 中 点 , 而 不 象 在 
公式 (加 及 《9) 中 那样 是 分 点 
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求 得 的 积分 近似 值 都 一 定 有 n+ 阶 ; 在 这 种 情形 下 , 辛 下 森 公式 比 
矩形 及 梯形 公式 并 没有 实质 上 的 优越 性 .对 于 有 二 阶 导 数 的 函数 ， 
已 可 保证 用 稀 形 及 辛 卜 森 公式 所 求 得 的 近似 值 有 %， 阶 ， 如 果 丁 
数 有 三 阶 及 四 阶 导数 ,那么 对 于 矩形 及 梯形 公式 , 误差 的 阶 仍 然 等 
于 mn， 而 对 于 辛 卜 麻 公 式 , 则 分 别 等 于 n-， 及 mn“. 但 对 于 辛 卜 
森 公 式 本 身 ,次 数 m* 也 是 误差 的 界限 ， 这 就 是 说 , 对 于 有 高 于 四 
阶 导数 的 函数 ,误差 的 阶 还 是 等 于 mn-*， 因 此 如 果 已 经 有 五 阶 导 数 
的 函数 ,并 且 我 们 希望 利用 这 一 情况 , 求 得 m 阶 的 近似 值 , 那么 就 
需要 作出 与 辛 卜 麻 公 式 不 同 的 、 新 的 定 积分 通 近 法 .为 了 了 解 应 
当 怎 样 作出 这 种 方法 ,我 们 说 明 如 下 . 

容易 验证 , 梯形 及 矩形 公式 对 于 一 次 多 项 式 是 准确 的 ! 这 就 是 
说 ,在 (9) 中 代入 画 数 4 十 Be, 就 得 到 准确 的 等 式 ， 在 这 里 4 及 忆 
是 常数 。 在 这 种 意义 下 ， 辛 仆 森 公式 对 于 三 次 多 项 式 4+Bz 十 
Co +Dw? 是 准确 的 ， 问 题 正 是 在 于 这 些 性 质 . 我 们 设想 把 线段 
[a, 归 分 成 nn 等 分 ， 对 每 部 分 应 用 对 mn 一 1 次 多 项 式 4+ Bw 十 … 
十 Pam"+ 准确 的 同一 种 积分 有 近 法 .于 是 对 于 任 一 有 有 界 w 阶 导 
数 的 函数 , 逼近 误差 就 有 %-" 阶 , 并 且 如 果 这 画 数 不 是 四 一 工 次 多 
项 式 , 那么 即 令 对 于 有 较 高 阶 导 数 的 函数 , 误差 的 阶 也 不 能 提高. 

我 们 已 经 讨论 到 这 一 问题 的 重要 性 ， 找 出 尽 可 能 简单 的 积分 
的 近似 方法 , 使 其 对 已 给 次 数 的 多 项 式 准确 ， 很 久 以 来 , 数学 家 已 
经 注意 到 这 个 疝 题 , 现在 在 这 方面 有 许多 文献 。 在 这 里 我 们 只 讲 
刀 个 古典 的 结果 . 

已 给 函数 p(w)。 试问 应 当 怎样 在 线段 [-1, 切 上 安排 结 点 
21,…， zm, 并 且 怎 样 选择 数 区 ,使得 无 论 f(z) 是 任何 mm 次 多 项 
式 ,下 列 等 式 成 立 ; 


[OWE 0. 
原来 当 p(z) ~ (1L 一 史 性 时 ,如 果 天 一至， 而 ms 是 以 车 比 雪 


夫 命 名 的 多 项 式 cos marccosz 的 零点 , 那么 上 述 问 题 有 肯定 的 解 
答 ， 


“4。 


对 于 2 (@) 一 1 在 m 一 1 2, …, 7 时 ,车 比 雪 夫 给 出 了 这 个 问 
题 的 解答 ,在 m 一 8 时 ,这 个 问题 没有 解 。 可 以 找到 结 点 , 但 它们 
是 复数 .在 mw 一 9 时 , 这 个 问题 又 有 解 . 然而 伯 思 斯 过 曾经 证 明 ， 
对 于 任何 四 >9, 问题 仍然 无 解 ( 结 点 在 线段 [一 1 1] 以 外 )。 

应 用 拉 格 朗 日 公式 @ 鸭 ,可 以 很 简单 地 推出 对 m 次 多 项 式 准 确 
的 求 积 公式 . 如果 对 ( 沪 式 的 左右 两 边 在 线段 [a, 5] 上 求 积分 , 那 
么 得 到 

PW -Bre), (10) 
在 这 里 
(oo) (oe) (Pp— De) 7) 
me te] A] 
(=0, 工 … 只 。 
于 是 等 式 (10) 对 于 一 切 m 次 多 项 式 成 立 ,因而 求 积 公式 


| pW = ptm) 


对 于 一 切 n 次 多 项 式 准确 。 
我 们 知道 , 当 





a+Db 
Comma, mm mb 


Dp 
时 , 这 公式 化 为 辛 卜 栾 公式 . 

我 们 可 以 改变 结 点 (k=0, 1,…, n) 在 线段 [a, 9] 的 范围 
内 的 分 布 ，。 对 应 于 结 点 的 每 种 分 布 , 有 一 求 积 公式 . 

高 斯 (上 世纪 著名 的 德国 数学 家 ) 曾经 证 明 ,可 以 安排 结 点 mv 
使 得 求 积 公 式 不 仅 对 于 一 切 m 次 多 项 式 、 而 且 也 对 于 一 切 32 十 并 
次 多 项 式 准 确 . 

利用 高 斯 的 结 点 wm 记 作 出 的 n+1 次 多 项 式 

ze) ~ 人 一 mo) (一 国生 人 一 2) 

有 巧妙 的 性 质 ， 无 论 卫 (z) 是 任何 次 数 小 于 十 1 的 多 项 式 ， 下 列 
等 式 成 立 ， 


PhDP O00. 


315. 


这 样 ,多 项 式 A444(2) 在 线段 [a, 如 上 与 一 切 次 数 不 超过 ?的 
多 项 式 正 交 .多 项 式 4。14(2) 称 为 (对 应 于 线段 [w, 如 的 ) 莱 让 德 
尔 多 项 式 - 


§4. 车 比 雪夫 最 好 一 致 届 近 的 观念 


问题 的 提出 ”车 比 雪夫 由 于 希望 铬 决 纯粹 实用 的 问题 ， 而 得 
到 了 最 好 一 致 闻 近 的 观念 ， 车 比 雪 夫 不 仅 是 上 世纪 的 一 位 伟大 的 
数学 家 ,建立 了 一 系列 现在 已 经 广泛 发 展 了 的 数学 理论 的 基础 ,而 
有 他 也 是 当时 的 一 位 先进 的 工程 师 。 特别 , 车 比 雪夫 对 这 样 的 问 
题 很 感 兴趣 ; 即 关于 能 作出 某 种 已 给 运动 执 线 的 机 械 的 构造 问题 ， 
我 们 现在 来 说 明 这 些 话 表示 什么 . 

设 在 线段 a<z<b 上 已 给 曲线 %=j8(z)， 和 需要 造成 满足 一 定 
技术 条 件 的 机 械 , 使 得 当 杭 械 运转 时 , 它 上 面 的 一 点 尽 可 能 准确 地 
面 出 已 给 曲线 。 车 比 雪 夫 解 决 所 提出 的 问题 如 下 ， 首 先 他 作为 工 
程 师 来 解决 这 个 问题 , 造成 了 需要 的 机 械 , 利用 它 可 以 比较 约略 近 
似 地 得 到 所 需 的 运动 轨 线 。 这 样 ， 当 这 暂且 还 不 是 最 后 设计 的 机 
械 运 转 时 , 它 上 面 的 一 点 4 画 出 曲线 

4 一 %()， (11) 

这 曲线 只 与 所 需 的 曲线 y= 了 (<) 大 赂 相似 。 造 出 的 机 械 是 由 一 些 

各 别 的 部 分 、 如 小 齿轮 各 类 杠杆 等 等 所 构成 的 ， 所 有 这 些 部 分 都 

有 一 定 的 大 小 

0, G1, Oa, ,om (12) 

这 些 数量 完全 确定 了 机 械 ， 因 而 也 完全 确定 了 曲线 (11) .这 就 是 

机 械 以 及 曲线 CH) 的 参数 2 因此， 曲线 (1b 不仅 与 自 变 数 ” 有 

关 , 而 且 也 与 参数 (12) 有 关 . 对 应 于 任意 一 组 参数 的 数值 , 有 一 条 ， 
确定 的 出线 , 其 方程 可 以 方便 地 写成 下 列 形状 , 

g 一 p (mi 00, oa，…，am) . (13) 

着 细 道 这 类 机 梳 没 计 的 详细 情形 的 读者 ， 请 参 人 "车 比 要 夫 的 科学 造 产 " 论 
文集 ,第 二 卷 , 苏 联 科学 院 出 版 社 ,19 和 5 年 版 
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在 这 种 情形 下 , 照例 说 我 们 已 经 得 到 了 一 蔷 函 数 (12), 这 些 函数 是 
在 线段 v<zsb 上 给 出 、 并 且 与 mm 二 1 个 参数 (11) 有关， 
在 进一步 解决 他 自己 的 问题 时 ， 车 比 轨 夫 已 作为 纯粹 数学 家 
而 出 现 . 他 十 分 自然 地 提出 了 把 数量 
lf -pl ~maxif (0) —p(m ao, ao cm) (14) 
算 作 已 给 函数 / (>) 与 邻近 它 的 孙 数 (zi co ou …，am) 在 线段 
2<z<8 上 的 偏差 的 尺度 ， 这 个 数量 等 于 差 式 fo) 一 9 (2; co 
ai，…， am) 的 绝对 值 在 线段 z<z<58 上 的 极 大 值 (图 8), 显然 , 这 
数 熏 是 参数 0, oa, …, an 的 一 个 函数 
if—pl~=F(@o, cu am), (15) 


4 4B -ph 


3 yp 


2 
; 





现在 提出 寻找 使 函数 (16) 取 最 小 值 的 参数 数值 这 一 问题 ， 这 些 数 
值 确定 函数 ms 通常 说 在 所 考虑 的 族 (11) 内 的 一 切 函数 中 , 这 样 确 
定 的 函数 g 以 最 好 的 方式 一 臻 通 近 已 给 函数 y 一 f(z)， 对 于 确定 
9 的 这 些 数值 ,数量 了 (ao，ax,…, cm) 称 为 函数 f(z) 在 线段 [6,5] 
上 用 族 (18) 中 的 函数 9p 的 最 好 一 致 台 近 . 通常 把 它 用 符号 召 o( 7 
来 表示 . “一致 ”这 个 词 ,特别 在 外 国 的 文献 中 , 往往 被 “车 比 雪 夫 ” 
这 个 词 所 代 雹 . 两 个 词 都 车 重 指出 了 函数 邻近 的 一 定 的 性 质 ， 还 
可 以 有 其 它 的 方法 ， 例 如 可 以 说 某 一 族 中 的 一 个 函数 在 平均 平方 
的 意义 下 以 最 好 的 方式 折 近 函数 7 (a) .在 $ 8 中 机 讲 到 这 个 问题 , 

车 比 雪夫 首先 揭露 了 这 里 考虑 的 问题 所 适合 的 一 些 规律 ， 并 

-alT。 


且 在 许多 依 形 下 ， 发 现 了 在 线段 [a, 8] 上 以 最 好 的 方式 通 近 聊 数 
了 的 函数 具有 一 种 巧妙 的 性 质 ， 对 于 这 个 函数 9, 差 式 
GD) 一 P(G ao ou am 

至 少 在 [&, 名 中 的 mw 十 2 个 点 上 ,以 正 负 交 错 的 符号 达到 它 的 绝对 
值 的 极 大 值 (图 9).。 

我 们 在 这 里 不 准确 叙述 使 这 断 语 成 立 的 一 些 条 件 ， 有 准备 的 
读者 可 网 读 冈 察 洛 夫 的 一 范 论文“ 函数 的 最 好 逼近 论 ”(“ 车 比 当 
夫 的 科学 遗产 ”第 一 卷 ) . 





多 项 式 通 近 沙 数 的 情形 ”把 上 述 车 比 雪夫 的 研究 应 用 到 下 列 
名 题 上 有 特别 重要 的 一 般 理论 上 的 意义 ， 用 已 给 次 数 m 的 多 项 式 
(2) 一 2o 十 az 十 aa 允 十 … 十 om 人 通 近 在 线段 [w, 8] 上 的 任 一 函 
数 . nn 次 多 项 式 Ps(z) 形 成 与 二 1 个 系数 (参数 ) 有 关 的 一 个 函数 
族 . 可 以 证 明 , 对 于 多 项 式 完全 可 以 应 用 车 比 雪夫 的 理论 ; 因此 ,如 
果 要 知道 在 有 已 给 次 数 ” 的 一 切 多 项 式 中 ， 给 出 的 多 项 式 Pu(z) 
是 否 在 [4, 如上 以 最 好 的 方式 一 致 逼近 于 已 给 函数 (wm), 那么 需 
要 在 这 线段 上 找 出 = 的 一 
些 数值 ， 使 得 对 于 这 些 数 
值 ， 函 数 | f(z) 一 PCz) | 
达到 它 在 [a, 四 上 的 极 大 
值 工 ， 如 果 这 时 从 这 些 数 
值 中 可 以 找 出 ”十 2 个 zz 
图 20 09,…, n+a， 使 得 对 于 它 
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们 差 式 f(z) 一,(z) 依 次 改变 符号 
Je) 一 已 Ce 一 
1 Pte) -TF EE 





Ce) 一 i -i Dey, 

那么 Pskz) 是 最 好 的 多 项 式 ; 否则 Pa(z) 就 不 是 最 好 的 多 项 式 . 例 
如 已 给 画 在 图 10 上 的 函数 jz)， 用 一 次 多 项 式 Pi(%) 一 p+ gz 
最 好 一 致 逼近 f(z) 这 一 问题 的 解 , 是 一 个 一 次 多 项 式 po 十 goz, 其 
图 形 是 一 直线 , 它 与 弦 4B 平行 ,并 且 把 这 弦 以 及 与 它 相 平行 的 切 
线 CD( 则 线 y=/(%) 的 切线 ) 之 间 的 平行 四 边 形 分 成 相等 两 部 分 . 
这 是 因为 差 式 f(z) 一 《po 十 gow) 的 绝对 值 显然 对 于 数值 zo=a, 71 
以 及 za 一 b 达到 它 的 极 大 值 ,其 中 wx 是 切 点 了 的 横 华 标 ， 而 且 卷 
式 对 于 上 述 三 数值 依次 改变 符号 ， 为 了 避免 误会 起 见 , 我们 指出 ， 
这 时 所 讲 的 是 在 每 点 有 切线 的 下 凸 函 数 。 在 这 个 例子 中 ，E,(/) 
等 于 线段 40 的 长 的 一 半 , 或 者 等 于 与 AO 等 长 的 线段 BD 或 GF 
的 长 的 一 半 ， 


8$5. 与 零 偏 差 最 小 的 车 比 雪 夫 多 项 式 


我 们 来 研究 下 烈 向 题 。 找 出 在 线段 [一 I 吉 上 最 好 一 致 肥 近 
函数 ?的 mn 一 1 次 多 项 式 Po-t(o) 
人 


P,-1(7) = -Br O08 naATC COB @. (16) 


这 个 事实 可 以 纯粹 形式 地 从 车 比 雪夫 定理 推出 ， 只 要 预先 证 
明了 : 第 一 , (16) 的 右边 是 一 个 次 代数 多 项 式 , 其 中 ”的 系数 等 
于 二 第 二 , 它 的 绝对 值 在 所 考虑 的 线段 [一 1 切 上 n+l 个 点 2% 一 


coe 姑 (6 一 0,1，…, 苞 达到 极 大 值 ~ 如: 第 三 , 它 本 身 在 这 些 
点 依次 改变 符号 


= 319。 


用 下 列 推 理 , 可 以 证 明 (16) 的 右边 是 n 次 多 项 式 ， 其 中 的 
系数 等 于 1 
设 对 于 已 给 的 髓 然 数 见 已 经 证 明了 下 列 等 式 成 立 : 
cosnaro og z=2"1[z"—Q,-1(2)], 
—VIi~-T sinnarceos=2"1[o"t — Q(z)], 
在 这 里 -1 及 Q@ 是 次 数 分 别 为 n 一 1 及 的 代数 多 项 式 , 于 是 对 
于 mn 二 1, 类似 的 等 式 也 成 立 ， 因 为 考虑 下 列 公式 就 容易 证 明 这 一 
点 : 
cos(n+l1)arccosw—» coonarc cz — MI—Hsinnarc ecosz， 
一 wI 二 号 sin (pn 二 1)arocose — — wv/I Zsinnarceoaw 
+ (2 —1)o8narc cosZ.。 
而 由 于 
O00garc cosw =D, 
—MVi—Zsinarcoow—e—1, 
我 们 的 等 式 对 于 n=1 也 成 立 。 在 这 种 情形 下 , 它们 对 于 任何 m 成 
党 
以 首先 提出 并 且 解决 问题 的 车 比 雪夫 命名 ，(16) 的 右边 称 为 
与 零 偏 差 最 小 的 如 次 车 比 雷 夫 多 项 式 、 以 下 就 是 这 种 多 项 式 中 的 
前 几 个 : 
To(z) 一 二 
Tax(z) 一 


Tw) = 各 (247 -1), 

Ta) = (3a), 

T(z) 一 言 Gao: 一 8o2+3)， 
Tele) 一 荐 (t6m -20o2+5a。 


我 们 已 经 有 机 会 确认 车 比 雪夫 多 项 式 在 插值 法 以 及 积分 还 近 法 问 
题 中 的 重要 作用 。 在 这 里 对 插值 法 作 进一步 的 说 明 是 适宜 的 . 
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让 于 任 一 连续 函数 7(z) 与 还 近 它 的 多 项 式 Pu(z) 的 差 
了 (2) 一 P,(z) 在 m+2 点 改变 符号 ， 于 是 根据 连续 函数 的 性 质 ， 
Be 与 Je) 在 线段 [a, 5] 上 某 %+1 个 定点 有 相同 的 信 , 评 即 对 
于 选 出 的 一 组 结 点 , Ps(z) 是 1(z) 的 n 次 插值 多 项 式 。 

这 样 ， 连 续 函 数 f(z) 的 最 好 一 致 珊 近 问题 ， 化 成 会 在 线段 
[一 1, 雪上 选择 一 组 插值 结 点 vo, ma，…，m， 使 得 对 应 的 m 次 白 
值 多 项 式 有 可 能 最 小 的 偏差 1f 一 Q| 一 maxjf(z) 一 Q(z)| 这 一 河 


题 ， 可 惜 实际 找 需要 的 结 点 常常 有 很 大 的 因 难 .通常 必须 近似 地 
解决 这 个 问题 ， 在 这 里 显 出 车 比 雪 夫 多 项 式 的 特殊 作用 ， 原 来 如 
果 恰 好 取 多 项 式 coe《n 二 1)arocoaw 的 零点 (在 这 些 点 , 多 项 式 本 分 
等 于 零 ) 作 为 插值 结 点 ， 那 么 至 少 对 于 大 的 n， 对 应 的 揪 值 多 项 式 
与 (充分 光滑 的 ) 函数 的 一 致 偏差 ， 以 及 最 好 一 致 逼近 函数 的 多 项 
式 与 函数 的 相应 偏差 ， 两 者 相差 很 小 在 一 系列 重要 的 特异 情 撒 
下 ,“ 相 差 很 小 "这 个 有 点 不 确定 的 说 法 可 以 用 很 准确 的 数量 估计 
来 充实 ,我们 在 这 里 不 讲 这 种 估计 . 

现在 回 到 本 比 雪夫 多 项 式 ， 把 它 取 作 下 列 形状 。 Tu) ~ 
以 ooanaroooso (一 1<a<1T), 在 这 里 好 是 一 正 数 ， 显 然 , 这 多 项 
式 的 绝对 值 在 线段 [一 1, 1] 上 到 处 不 超过 数 用 它 的 导数 等 于 


思 的 一 一 se3o0se ,因而 在 线 肌 [一 1, 1] 上 满足 不 等 式 


| 多 0B|< 一 了 5 原来 对 于 在 线 眉 [ 一 1 世上 统 对 什 不 超过 


好 的 一 切 n 次 多 项 式 ， 上 列 不 等 式 正确 这 就 是 说 ， 对 于 在 线段 
[一 1, 切 上 的 任何 这 种 多 项 式 的 导数 下 列 不 等 式 成 立 : 


PW < 
这 个 不 等 式 应 当 属 于 马尔 科 夫 ， 因 为 由 他 的 结 虹 可 以 直接 挫 
出 这 个 于 等 式 ， 而 且 甚至 他 的 结果 还 更 深远 一 点 .马尔 科 夫 本 人 
是 在 研究 门 捷 烈 夫 对 他 所 提出 的 问题 时 得 到 他 自己 的 结果 的 . 
在 1912 年 ,对 于 三 角 多 项 式 , 伯 恩 斯 坦 进一步 得 到 了 以 他 命名 
wi 


的 、 与 这 不 等 式 相 类 似 的 结果 , 并 且 利 用 这 些 不 等 式 , 他 首先 发 现 
了 如 果 知 道 函数 的 最 好 逼近 递减 的 阶 ， 那 么 可 以 推出 函数 有 可 和 给 
分 性 .关于 可 微 函数 的 这 种 类 型 的 结果 , 我 们 要 在 86 及 $7 中 讲 
到 。 


8$6， 笋 尔 斯 特 拉 斯 定理 .函数 的 
最 好 逼近 与 它 的 微分 性 质 


网 尔 斯 特 拉 斯 定理 ”如 果 把 $4 中 所 给 出 的 函数 的 最 好 去 近 
一 般 定 义 应 用 到 用 "次 代数 多 项 式 通 近 函 数 的 情形 ， 那 么 我 们 就 
得 到 下 列 定义 ， 已 给 在 线 毁 [a, 如 上 的 函数 了 (2)， 表达 式 

max If (2) — Paz) | 一 7 一 局 
关于 一 切 %% 次 多 项 式 P,(z) 的 极 小 值 等 于 ( 非 负 的 ) 数 五,(])， 那 
么 到 (7) 称 为 函数 f(z) 在 线段 [a, 9] 用 nn 次 多 项 式 的 最 好 一 致 
通 近 ， 不 论 我 们 是 否 会 找 出 一 个 多 项 式 的 准确 家 达 式 最 好 一 致 带 
近 已 给 函数 ， 寻 求 数 量 如 (7) 的 更 加 准确 的 数值 具有 重大 的 实际 
及 理论 意义 。 事实 上 , 如果 我 们 要 以 达到 已 给 数量 5 的 准确 度 用 
多 项 式 道 近 函 数 刀 换 句 话说 , 要 使 得 对 于 已 给 线段 上 的 一 切中 
1 人 一 已 Co)1<&， Cn 

那么 对 于 满足 耳 (f)>6 的 从 n 次 多 项 式 中 选取 通 近 多 项 式 就 
没有 什么 意义 ,因为 对 于 这 个 不 存在 满足 (17) 的 多 项 式 P,, 不 
论 ,如何 取 。 另 一 方面 ， 如 果 我 们 知道 了 如,(f) <5, 那么 对 于 
这 种 % 设 法 找 出 以 准确 度 5 通 近 f(z) 的 多 项 式 P,(z) 就 有 意义 ， 
因为 这 种 多 项 式 显然 存在 . 对 于 不 同 各 类 函数 的 最 好 通 近 的 性 质 ， 
已 经 有 过 精 绍 而 深刻 的 研究 ， 首 先 我 们 指出 下 列 重要 事实 . 

如 果 函 数 f (2) 在 线段 [a, 如 上 连续 ， 那 么 它 的 最 好 示 近 
也 ( 门 当 m 无限 增 大 时 趋 近 于 零 

这 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 在 上 世纪 末 证 明 的 一 个 定理 . 它 有 很 大 的 
意义 “因为 它 肯 定 了 在 原则 上 : 可 以 用 某 一 多 项 式 以 任何 预先 指 
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定 的 准确 度 丙 近 任 一 连续 函 娄 。 由 于 这 种 情况 , 一 切 任意 次 多 项 
式 的 集合 在 一 定 程度 上 对 在 线段 上 所 给 出 的 一 切 连续 函数 的 集合 

的 关系 , 也 象 一 切 有 理 数 的 集合 玉 对 一 切实 (有 理 及 无 理 ) 数 的 集 
合 且 的 关系 .事实 上 ,无 论 a 是 什么 无 理 数 , 并 且 无 论 e 是 怎样 小 
的 正 数 , 总 可 找 出 有 理 数 7 满足 不 等 式 |a 一 r|<e. 另 一 方面 ， 如 
果 f(z) 是 在 fz, 如 上 的 连续 函数 ，s 是 任 一 小 正 数 , 那么 由 瑶 尔 斯 
特 拉 斯 定理 , 有 一 代数 多 项 式 P.(z) 存在 ， 使 得 对 于 在 [a, 站 上 的 
一 切 z,|f (z) 一 了 P(ew) | <e 成 立 ， 原来 由 上 述 定理 ， 连 续 画 数 的 
最 好 肖 近 五 ,(J) 当 weco 时 赵 近 于 零 。 

可 以 把 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 用 图 形 解说 如 下 。 设 已 给 确定 在 线 
段 [o, 如 上 的 任 一 连续 函数 f(x) 的 图 形 (参看 图 9)。 给 出 任 一 小 
正 数 8, 枚 绕 图 形 作出 宽度 为 28 的 带 形 ， 使 得 图 形 通过 带 形 的 中 
央 . 于 是 总 可 选 出 次 数 足 够 高 的 代数 多 项 式 


了 Pus(z) 一 Co 二 az 十 … 十 Gan 


使 得 它 的 图 形 完 全 落 在 所 取 的 带 形 以 内 . 

我 们 还 作 下 列 说 明 。 设 与 上 面 一 样 ,  (w) 是 在 [a, 如 上 的 任 
一 连续 丁 数 ，P,(s) (nl, 2，…) 是 它 的 最 好 一 致 退 近 的 多 项 式 . 
不 难看 出 ， 函 数 (2) 可 以 表示 成 为 在 [z, 如 上 一 致 收 敏 于 它 的 级 
数 f(z) 一 已 @ 十 [Ps(a) 一 P(e)] 十 [Pa 人) - 已 (z)] 十 这 是 
由 于 级 数 的 前 项 的 和 等 于 Po)， 并 且 max | f(z) 一 P,(2) | ~ 


及 (有 ,而 如 (了 ) 当 n>oo 时 趋 近 于 零 . 

结果 我 们 得 到 殊 尔 斯 特 拉 斯 定理 的 一 种 新 表述 法 ; 

任何 在 线段 [s, 8] 上 连续 的 函数 可 以 麦 示 上 成 为 一 致 收 伍 于 它 
的 代数 多 项 式 级 数 . 

这 个 结果 有 重大 的 厌 则 上 的 意义 。 它 肯定 了 可 以 把 随意 给 出 
的 (例如 用 图 形 ) 任 一 连续 画 数 表示 成 为 解析 式 的 形状 .所谓 解 
析 表 示 就 是 指 或 者 初等 函数 ， 或 者 由 初等 函数 序列 了 天极 限 记得 的 
函 教 , ) 在 历史 上 ， 这 个 结果 最 后 破坏 了 在 数学 上 几乎 到 上 世纪 中 
叶 还 一 直 存在 着 的 关于 解析 式 的 种 种 概念 . 我们 说 “最 后 "， 因 为 


323 ， 


这 种 类 型 的 一 系列 特别 是 关于 传 显 时 级 数 的 结果 ， 出 现在 青 尔 斯 
特 拉 斯 定理 以 前 , 在 得 到 这 结果 以 前 , 人 们 以 为 解析 函数 确定 一 种 
特别 好 的 规律 性 ， 而 这 种 规律 性 就 是 解析 函数 的 特征 。 当时 通常 
以 为 不 言 而 喉 , 解析 式 是 无 穷 可 微分 的 , 并且 甚至 可 以 展开 成 为 宕 
级 数 ， 这 些 概念 是 不 正确 的 。 函数 可 能 在 整个 区 间 上 完全 没有 导 
数 ,而 它 还 是 可 以 用 解析 式 表示 出 来 , 

就 方法 论 的 观点 说 米 , 这 些 发 现 的 意义 在 于 ,从 它们 可 以 清楚 
地 觉察 到 ， 在 原则 上 数学 有 可 能 用 它 本 身 的 方法 来 研究 出 原先 想 
到 的 更 广泛 得 不 可 限量 的 一 类 规律 。 

现在 已 经 知道 下 尔 斯 特 拉 斯 定理 有 许多 不 同 的 证 法 、 其 中 大 
部 分 可 以 归结 为 ; 对 于 已 给 的 连续 函数 户 提出 其 种 步骤 来 求 担 一 
个 多 项 式 序 列 ， 使 得 这 些 多 项 式 当 其 次 数 无 限 增 大 时 对 了 一 致 通 
近 , 下 面 就 是 很 简单 地 作出 的 一 个 多 项 式 : 

Blo) ~ OC -0 (2), 

它 可 以 用 来 逼近 在 线段 [0, 雪上 连续 的 函数 fa) ， 这 个 多 项 式 称 
为 伯 思 斯 坦 多 项 式 . 当 无 限 增 大 时 ， 它 在 线段 [0, 1] 上 一 致 收 
全 于 产生 它 的 连续 函数 了 ?， 在 这 里 0 是 从 nn 个 元 率 中 取 个 的 组 
合 的 个 数 ， 

我 们 殷 出 , 对 复数 域 也 有 与 栽 尔 斯 特 拉 斯 定理 相 类 似 的 定理 ， 
在 这 方面 , 全 面 的 结果 是 由 拉夫 伦 捷 夫 、 般 尔 迪 什 以 及 梅 尔格 亮 得 
到 的 。 

和 孟 数 的 最 好 通过 的 阶 与 它 的 微分 性 质 的 关系 ”我 们 还 指出 下 
列 结果 .如 果 画 数 了 《2) 在 线段 [a, 站 上 有 r 阶 导数 f(z), 其 绝 
对 值 不 超过 数 攻 , 那么 这 酉 数 的 最 好 列 近 甩 ,( 了 ) 满 足 不 等 式 

EN<EE, 

在 这 里 6 是 只 与 + 有 关 的 常数 (杰克 逊 定理 ), 由 不 等 式 (18) 可 见 ， 





(18) 


了 D 必须 说 明 , 虽然 伯 思 斯 坦 多 项 式 很 简单 ,可 是 在 实用 上 很 少 用 到 它 。 这 是 因为 
它 收藏 得 很 慢 , 即 令 函 数 有 很 好 的 密 分 性 质 时 还 是 这 样 。 
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当 无 限 增 大 时 ,函数 有 僵 高 阶 数 的 导数 ， 瑟 ( 户 趋 近 于 零 全 快 . 
这 样 , 画 数 全 好 ( 傅 光 滑 ), 它 的 最 好 避 近 趋 近 于 稚 愈 快 。 如 伯 思 其 
坦 所 曾 公 证 明 的 , 在 一 定 的 意义 下 , 着 定 理 也 成 立 。 

姥 析 函数 比 可 微分 函数 还 要 更 好 ，。 伯 轧 斯 坦 曾 经 证 明 ， 这 种 
画 数 的 最 好 允 近 满足 不 等 式 

Blf) eq’, G9) 
在 这 里 。 及 9 是 与 有关 的 常数 ,而 且 0<9<1, 这 就 是 说 了 ,(/) 
比 某 一 几何 级 数 趋 过 于 零 更 决 。 他 也 证 明了 ， 相 反 ， 由 不 竺 式 
(19) 可 推出 庙 数 了 在 [a, 8] 上 解析 . 

我 们 已 经 下 进 了 在 本 世纪 初 所 得 到 的 几 个 最 重要 的 结果 ， 其 
特征 是 , 它们 在 很 大 的 程度 上 , 确定 了 现代 函数 珊 近 论 的 方向 ， 这 
些 结果 对 于 实际 估计 下 近 的 意义 可 以 用 下 列 例子 加 以 解释 . 

如 Q(z) 是 在 线 妥 [一 1 世上 按 (n+ 个 结 点 插 补 函数 了 (2) 
的 一 个 a 次 多 项 式 ， 而 且 下 车 比 雪夫 多 项 式 oos (n+1) aro cosw 
的 零点 作为 结 点 ， 那 么 在 线段 [一 1, 1] 上， 下 列 不 等 式 成 立 : 
上 攻 的 一 & (@| <olnn BB (1)， 其 中 0o 是 与 无 关 的 常数 ， 而 
可 (站 是 函数 地 在 [一 也 了 上 的 最 好 直 近 ， 在 上 一 不 等 式 中 , 按照 
本 数 的 光滑 性 , (四 可 以 根据 (18) 或 (19) 用 比 它 大 的 数 米 代 检 ， 
于 是 得 到 用 上 述 插值 多 项 式 的 好 的 通过 估计 ， 因为 当 n 增 大 时 ， 
nn 趋 近 于 无 穷 大 很 慢 , 所 以 在 这 种 情形 下 ,估计 的 阶 与 (7) 趋 
近 于 零 的 阶 相差 很 小 

用 车 比 置 夫 结 点 的 插值 的 优点 在 于 , 对 于 其 它 针 点 ,在 对 应 的 
不 等 式 中 , 因子 clan 要 用 增长 得 更 快 的 因子 米 代 共 ; 在 等 拭 离 基 
点 的 情形 , 因子 特别 大 。 


8$7. 倘 里 叶 级 数 


情 里 吐 级 数 的 产生 ” 健 里 时 级 数 是 在 研究 某 些 物理 现象 、 首 
先是 在 研究 弹性 介质 的 小 振动 时 产生 的 . 普通 音乐 弦 的 振动 可 以 
作为 这 种 振动 的 有 特征 的 例子 、 在 历史 上 , 正 是 振动 弦 的 研究 引 
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导出 候 里 叶 级 数 , 并 且 确 定 了 其 理论 的 方向 . 
考虑 (图 了) 一 根 扫 紧 的 弦 ， 其 两 端 夯 定 在 轴 Oe 上 = ”0 及 
2 一 1 两 点 ， 如 果 使 弦 离 开平 衡 位 置 , 那么 它 就 要 振动 。 





车 匡 


我 们 要 研究 孩 上 有 横 坐 标 m 的 一 个 定点 ， 它 在 垂直 方向 与 
平衡 位 置 的 偏差 是 时 间 的 一 个 函数 p(t 原来 总 可 使 弦 离 开平 
衡 , 并且 给 出 它 在 开始 时 t+~0 的 速度 ， 使 得 结果 所 要 研究 的 点 在 
垂直 方向 作 由 函数 

P~p(t) — Acogakti+ Beincakt (20) 
所 确定 的 调和 振动 , 在 这 里 a 是 完全 确定 的 常数 , 它 只 与 所 取 的 纺 
的 物理 性质 (密度 张力, 长度 ) 有 关 , 丰 是 已 给 的 任 一 自然 数 ,4 与 
召 是 常数 ， g 

我 们 指出 ,这 种 讨论 是 对 臻 作 小 振动 的 情形 进行 的 . 因此 我 
们 可 以 近似 地 把 每 点 mm 算 作 只 在 垂直 方向 振动 ; 而 咯 去 在 水 平方 
向 的 移动 >， 我 们 也 把 该 振动 时 所 产生 的 摩擦 也 算 作 小 到 可 以 略 
去 不 计 ， 这 样 , 我 们 近似 地 把 振动 算 作 是 不 减弱 的 . 


对 应 于 某 种 调和 振动 的 函数 (20) 是 有 周期 各 的 周期 函数 ， 
由 这 种 函数 所 殉 定 的 振动 规律 , 并 不 是 弦 上 定点 zo 可 能 振动 的 一 
切 规律 .试验 以 及 伴随 着 它 的 理论 证 明 , 点 zo 可 作 某 种 完全 任意 


力 关于 这 个 同 题 的 研究 与 续 措 动向 分 方程 


有 了 直接 闪 关 系 ;让 第 六 章 中 ,第 57 页 上 ,已 经 潮 过 这 个 向 题 。 
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的 振动 ， 应 当 把 它 看 作 是 由 形 如 (20) 的 一 些 完全 兢 定 的 调和 振动 
相合 加 而 得 . 比较 简单 的 规律 可 由 几 个 这 样 的 振动 相 加 而 得 ， 这 
就 是 说 , 它们 可 以 写成 形 如 


9 —Ado+ Arcosabtt Besinakt) 


的 函数 ,在 这 里 如 及 Bs 是 对 应 的 常数 。 这 些 函 数秒 为 三 角 多 项 
式 . 在 更 复杂 的 情况 下 ， 已 给 的 振动 规律 必须 看 作 是 由 无 穷 个 下 
如 (20) 的 振动 相 登 加 而 得 , 这 无 穷 个 振动 对 应 于 数 =1, 2,3,…， 
并 且 对 应 于 用 应 有 的 方法 选 出 的 ,与 指标 有 关 的 某 些 常数 4 及 
Bs， 这 样 ,我 们 知道 必须 把 表示 点 m 的 任 一 振动 规律 的 函数 9 人 旨 


(有 周期 中) 表示 成 为 级 数 
gl) =Aot 3 (Ascosakt+ Bainagt) (21) 


的 形状 、 
在 物理 中 其 它 一 些 情况 下 ， 不 一 定 表示 振动 规律 的 已 给 函数 
关系 , 根据 物理 上 的 理由 ， 
可 自然 地 看 作 形 如 (21) 的 
无 益 三 角 级 数 的 和 ， 例如 万 开 
在 振动 弦 的 问题 中 就 有 这 
种 情况 出 现 ， 我 们 使 在 斌 图 了 
验 开始 时 , 强 有 俩 如 画 在 图 12 上 的 一 定 的 开始 形状 。 只 要 知道 了 


确定 这 形状 的 函数 /(z) 的 三 外 级 数 展开 式 /Ca) 一 昼 ar ain 学 
[ 它 是 级 数 (21) 的 特殊 情形 1, 我 们 就 容易 得 到 弦 振 动 的 准确 规律 

函数 的 三 旬 级 数 展开 式 与 以 上 所 讲 的 相关 ， 有 一 个 重要 的 
原则 性 的 问题 。 怎 样 的 有 周期 2 的 函数 可 以 才 示 成 为 形 如 (21) 
的 三 角 级 数 的 和 ? 在 十 八 世纪 ， 欣 拉 和 们 努 利 在 伯 努 利 关于 振动 
弦 的 研究 中 , 已 经 提出 这 个 间 题 , 耐 且 伯 勒 利 是 站 在 物理 对 他 所 提 
示 的 观点 上 根据 企 的 观点 , 应 当 认为 很 广 泛 的 一 类 连续 西数 , 其 
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中 特别 包含 用 手记 画 出 的 图 形 , 都 可 以 展开 成 为 三 角 级 数 的 形状 . 
这 种 观点 受到 与 伯 舅 利 同时 的 许多 数学 家 的 剧烈 反对 .他 们 坚持 
当时 存在 着 的 函数 概念 , 根据 这 些 概念 , 只 要 函数 可 用 解析 式 ( 三 
角 级 数 就 是 解析 式 ) 家 示 出 来 , 那么 它 一 定 有 好 的 微分 性 质 . 但 在 
图 ]2 上 所 函 出 的 函数 在 点 上 甚至 没有 导数 ; 在 这 种 情形 下 , 是 否 
可 以 对 应 于 已 给 函数 , 作出 在 整个 线段 [0, 习 上 确定 它 的 解析 式 ? 

现在 我 们 知道 , 伯 努 利 的 物理 观点 恰好 是 正确 的 . 可 是 为 了 使 
它 胜 利 , 还 需要 整整 一 个 世纪 , 因为 要 完全 解决 这 些 问题 , 首先 必 
须 明确 数学 分 析 中 的 一 些 基本 概念 ， 象 极限 以 及 相关 的 级 数 和 的 . 
概念 . 

在 1807 一 1822 华 ,法 国 数 学 家 伟 里 叶 进 行 了 证 实物 理 观 点 的 
基本 数学 研究 ， 不 过 他 的 研究 还 是 以 对 于 分 析 的 基本 概念 的 旧 解 
释 作 为 基础 的 . 

最 后 ,在 1829 年 ,德国 数学 家 狄 里 赫 雷 以 近代 数学 中 所 要 求 的 


严格 性 , 证 明了 以 2 为 用 期 *、 并 且 在 一 个 周期 上 有 有 限 个 极 大 


值 及 极 小 值 的 任何 连续 阔 数 ， 可 以 展开 成 为 一 致 收敛 于 它 的 传 里 
叶 三 角 级 数 ”, 

在 图 13 上 画 出 了 注 足 狄 里 赫 雷 条 件 的 函数 ， 这 个 连续 的 图 
形 以 2 天 闪 癌 期 而 周期 地 重复 出 现 , 它 在 周期 0<e<2r 上 有 一 极 
大 点 与 一 极 仆 点 





足 等 式 了 (ww) 了 (@)， 那么 我 们 说 它 有 居 期 如。 
吾 也 包括 了 某 一 类 不 连 饮 函数 ， 亦 即 所 谓 有 界 变 差 函数 . 
当然 ， 对 于 不 连续 函数 ， 对 应 的 级 数 不 一 致 收 阁 。 
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傅 里 叶 了 系数。 以 后 我 们 考 患 以 2= 为 周期 的 画 数 ， 取 2 为 周 
期 在 计算 上 可 以 略为 简化 . 考虑 以 2 为 局 期 、 并 且 满 足 狄 里 韦 
害 条 件 的 任 一 连续 函数 ， 根据 狄 里 圭 雷 条 件 ， 可 以 把 这 函数 展开 
成 一 致 收 但 于 它 的 三 角 级 数 ， 


f 0) -名 + 局 (crcostot bein be). 22) 


我 们 用 全、 而 不 用 m 表示 级 数 的 第 一 项 ， 这 并 没有 原则 上 的 意 


义 ; 可 是 如 我 们 将 要 看 到 的 , 这 样 可 得 到 纯粹 在 计算 上 的 方便 . 
我 们 提出 这 个 问题 ， 计 算 已 给 函数 了 (@) 的 级 数 的 系数 ax 及 
5x， 为 此 ,我们 注意 到 下 列 等 式 成 立 ; 


上 oo8 10 008 了 dz 一 0 (kBb, l=0, 1 …)， 
-ss 


人 各 josintpaa-o (prhh I-0, 1, 1), 


了 sn hoooglw do =0 (h 1=0, 1, 2, »), (23) 
全 oc00 ho ows 外- 二 也 
fanaa -2 


我 们 建议 读者 自己 证 实 这 些 等 式 ，( 把 不 同 的 三 角 画 数 的 汞 积 化 
成 和 及 差 , 把 三 角 函 数 的 平方 用 对 应 的 人 和 角 的 三 角 函 数 表 示 出 来 ， 
就 容易 算出 上 列 各 积分 ) .上 列 等 式 表 明 ， 序 列 1, oosm, sinz， 
cos2z, sin 2w，… 中 任意 两 个 不 局 本 数 的 乘积 在 一 个 周期 上 所 取 
的 积分 等 于 零 ( 这 就 是 三 角 画 数 的 所 谓 正 交 性 )。 另 一 方面 , 这 序 
列 中 每 个 函数 的 平方 的 积分 等 于 x， 但 第 一 个 恒 等 于 1 的 西数 为 
例外 ， 它 在 一 个 周期 上 的 积分 等 于 2r。 由 此 可 见 , 把 级 数 (22) 中 


的 第 一 个 数 才 示 成 为 从 的 形状 是 适当 的 . 


现在 可 以 容易 解决 我 们 的 问题 .为 了 计算 系数 am, 先 用 cosmz 
秉 (22) 的 左边 以 及 右边 的 级 数 的 每 一 项 ， 然 后 对 左边 及 右 过 在 岂 
2g 。 


期 2r 上 逐 项 积分 ; 因为 乘 了 oo mz 后 所 得 到 的 级 数 一 致 收敛 , 所 
以 上 述 计 算是 合理 的 .根据 等 式 (23), 右边 除了 对 应 于 oos mz 的 
积分 以 外 , 一 切 积分 都 等 于 零 , 因此 显然 


『 f (0) oa me dz —ant, 
从 而 
on-t Go)eoamzaa (m=0,1,2,.). (24) 


同样 ,用 si nz 乘 (22) 的 左边 及 右边 , 然后 在 周期 上 积分 ,我 们 就 
得 到 系数 的 表达 式 


bi 上 fw)sinmodr (m=1, 2, ), (25) 
于 是 解决 了 我 们 的 问题 ， 用 公式 (2 和 及 (25) 算 出 的 数 un 及 5m 称 
为 耳 数 了 (0) 的 傅 里 叶 系数 . 


取 画 在 图 13 上 的 、 以 2r 为 周期 的 函数 了 (2) 为 例 . 显然， 这 
函数 连续 , 并 且 满 足 狄 里 赫 备 条 件 , 因此 它 的 傅 明 叶 级 数 一 致 收银 
区 开关 

也 容易 看 出 , 这 函数 满足 条 件 《一 z) ~ 一 了 (z)， 显 然 ， 函 数 
Ti《z) -Je)cosmo 也 满足 这 个 条 件 . 这 表示 态 (z) 的 图 形 关于 


坐标 的 原点 为 对 称 。 根 据 几 何 上 的 理由 , 显然 | 7(z)an 一 0, 从 


而 em~=0《m=0,1,2,…). 其 次 ,不 难 明了 函数 了 (2) = 了 (z)sin mz 
有 关于 0y 轴 为 对 称 的 图 形 , 从 而 


io 二 人 Pade—2 TPs). 
但 此 外 , 对 于 偶数 m，Pa(z) 关于 办 Oz 上 线 眉 [0, 9 的 中 点 于 为 
对 称 ， 因 此 对 于 侦 数 m, 6。 一 0， 对 于 奇数 m=24+1(=0, 填 
2，…)，Zs(z) 的 图 形 关于 直线 2 一 于 为 对 称 ， 从 而 


lo- 友人 Poa. 
js 
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但 由 图 形 可 见 ,在 [ 0. 可] 这 一 部 分 ,简单 地 和 7 Ce) 一 z， 因 而 应 用 
分 部 积分 法 就 得 到 


注入 (Dy 
5 er -Ar 


4 Dian(21+1) 
从 而 7 四 加 TI) 
我 们 得 到 了 函数 的 傅 里 叶 级 数 展 开 式 . 


傅 里 叶 部 分 和 对 生成 函数 的 收敛 性 ”在 应 用 中 , 对 有 周期 2r 
的 函数 jw), 通常 取 它 的 傅 里 叶 级 数 的 前 "项 的 和 


5 如 + 访 (arooshz+brein ko) 


作为 函数 的 遇 近 ， 于 是 就 产生 了 逼近 误差 的 问题 ， 如 果 对 于 一 切 
2， 以 32r 为 周期 的 函数 jz) 有 满足 不 等 式 jf (ew) | 所 下 的 7 阶 
导数 Jo(z)， 那 么 逼近 误差 可 以 用 下 列 估计 麦 示 出 来 ; 


-SW < Es, 


在 这 里 or 只 是 与 + 有 关 的 某 一 常数 ， 我 们 看 到 , 当 n 无 限 增 大 时 ， 
误差 趋 近 于 零 ; 而 且 函 数 有 愈 高 阶 的 导数 , 误差 趋 近 于 零 就 愈 快 . 
对 于 在 整个 实 轴 上 解析 的 函数 , 估计 还 要 更 好 , 它 可 用 下 列 不 
等 式 表 示 出 来 
If (0) —8,(2) |<eg", (26) 
在 这 里 c 及 g 是 与 了 有 关 的 正 的 常数 , 而 二 4<1， 配 妙 的 是 ， 反 
过 来 说 , 如 果 对 于 某 一 函数 , 不 等 式 (26) 成 立 , 那么 这 西数 是 解析 
的 ， 发 现 这 个 事实 是 本 世纪 初 的 成 就 ， 在 一 定 的 意义 下 ， 它 调和 
了 伯 努 利 与 他 同时 的 数学 家 的 分 歧 意 见 . 现在 我 们 可 以 说 : 如 果 函 
数 可 以 展开 成 收敛 于 它 的 傅 里 叶 级 数 ， 那 么 由 此 远 不 能 推出 这 本 
数 是 解析 的 ;如 果 它 与 它 的 傅 里 叶 级 数 的 前 ”项 和 的 偏差 递减 得 
比 某 一 递减 级 数 的 项 更 决 , 那么 这 函数 显然 是 解析 的 . 
将 盏 数 用 健 里 叶 和 的 逼近 的 估计 ， 以 及 用 三 角 多 项 式 的 最 好 
盘 近 的 对 应 估计 加 以 比较 , 可 以 看 出 在 光滑 函数 的 请 形 , 用 传 里 叶 
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利 可 得 很 好 的 逼近 ; 它 接近 于 最 好 逼近 。 然而 在 不 光 潜 连续 函数 
的 情形 , 结果 就 要 杯 些 ， 例 如 在 这 些 函 数 中 有 一 些 函数 , 其 傅 里 时 
级 数 在 一 切 有 理 点 所 构成 的 集 上 发 散 . 

顺便 指出 , 在 傅 里 叶 级 数论 中 , 还 有 入 已 提出 , 但 是 至 今 没有 
解决 的 问题 ; 现 急 述 如 下 。 需要 对 下 列 问题 作出 确定 的 答复 ， 是 
否 有 连续 周期 函数 (2), 其 健 里 叶 和 当 n->oo 时 对 于 一 切 z 都 不 
收 伍 于 这 函数 ? 在 这 方面 ， 最 强 最 好 的 结果 是 柯 尔 莫 果 洛 夫 得 到 
的 ; 他 在 1926 年 证 明了 有 勒 贝 格 可 积 的 周期 函数 ， 其 铺 里 叶 和 在 
任 一 点 都 不 收敛， 俱 可 积 函 数 可 能 不 连续 ; 特别 , 柯 尔 莫 果 洛 夫 所 
作 的 函数 就 是 这 样 .因此 这 个 问题 还 有 待 于 最 后 解决 

为 了 保证 任 一 连 污 周期 函数 用 三 角 多 项 式 的 逼近 ， 现 在 应 用 
了 傅 里 叶 级 数 的 所 谓 求 和 法 。 代 蔡 傅 里 叶 和 , 我 们 把 它们 的 某 些 
变形 取 作用 三 角 多 项 式 的 逼近 函数 ， 匈 牙 利 数学 家 装 耶 尔 提出 了 
一 种 很 简单 的 方法 。 按 照 这 种 方法 , 对 于 连续 周期 函数 了 (z)， 完 
全 形式 地 作出 它 的 储 里 叶 级 数 (可 能 不 收敛 )， 然 后 作出 这 级 数 的 
前 mn 个 部 分 和 的 算术 平均 

(0) = + C0) + cm 


这 就 是 已 给 函数 jz) 的 所 谓 m 阶 费 耶 尔 和 。 费 函 尔 证 明了 这 种 
和 当 ”r~*co 时 一 致 收 合 于 7(z) . 


$ 8. 在 平均 平方 意义 下 的 表 近 
我 们 同 到 弦 拔 动 的 问题 . 设 在 某 一 瞬间 纤 有 形状 等 于 7 
可 以 证 明 ， 弦 的 势能 、 亦 即 弦 从 提起 的 位 置 回 到 平衡 位 过 所 作 的 
功 等 于 ( 当 总 的 信 关 很 小 时 ) 积 分 琴 一 | Ja(a)da， 这 个 结果 至 


少 准确 到 只 差 一 个 常数 因子 . 现在 设想 我 们 需要 用 另 一 函数 p(2) 
通 近 画 数 f(z)。 与 上 述 弦 同时 ， 我 们 还 考虑 形状 由 函数 p(@) 所 
确定 的 弦 ， 以 及 由 画 数 1(z) 一 p(w) 所 确定 的 第 三 条 豆 。 可 以 证 
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明 , 如 果 第 三 条 弘 的 闻 
[Om A (28) 

很 小 , 那么 前 两 条 弦 的 能 的 差 更 小 ?。 因 此 , 如 时 第 二 条 弦 的 能 与 
第 一 条 相差 很 小 对 于 我 们 重要 , 那么 必须 设法 找 出 函数 w' (z)， 使 
得 对 于 它 积分 (28) 尽 可 能 地 小 .我 们 自然 地 得 到 了 在 平均 平方 的 
意义 下 逼近 画 数 [在 已 给 情形 下 是 疡 (z)] 的 问题 . 

现在 讲 这 问题 在 一 般 的 形状 下 是 怎样 提出 的 ， 在 线段 [c, 如 
上 给 出 函数 到 (z)， 此 外 ， 还 给 出 不 仅 与 有关、 而 且 也 与 参数 
oo mm，…， mm 有 关 的 函数 


PD ao az cm) (29) 
让 这 些 参数 尽 可 能 变化 ,需要 从 其 中 选 出 参数 , 使 得 积分 
za G0 00, mo ma (30) 


取 可 能 取 的 最 小 值 ， 这 个 问题 在 思想 上 与 车 比 雪夫 问题 很 相似 ， 
在 这 里 讲 到 的 也 是 函数 书 (z) 用 函数 族 (29) 的 最 好 逼近 , 不 过 是 在 
平均 平方 意义 下 的 最 好 逼近 ， 现 在 对 线 朋 [ww 妇 上 的 x 的 一 切 数 
值 , 差 式 忆 一 吓 都 很 小 ,对 于 我 们 并 不 重要 ; 在 整个 线段 上 的 一 小 部 
分 , 整 式 也 下 甚至 可 能 很 大 , 只 要 积分 (20) 很 小 就 可 以 了 ; 例如 
画 在 图 14 上 的 两 个 图 形 就 是 这 样 。 数量 (30) 很 小 就 是 说 平均 在 
线段 [a, 妇 的 大 部 分 上 ， 函 数 怀 与 中 接近 ”"。 关于 在 实用 上 选取 


1 各 详 上 ,如 虹 
Pie,#n heer, 


那么 
lr-hor el (re orale 


< Ye 
[和 如 可 参 香 阿 苦 叶 若 尔 :“ 肖 过 沦 讲义" 第 一 章 , 第 6 页 上 的 网 笠 夫 所 基 不 等 式 ]， 
科学 出 版 社 1957 年 版 
2) 在 第 十 九 间 中 (第 三 卷 ), 我 们 将 要 五 到 函数 在 半 岂 平方 友 义 下 的 近 务 ,与 在 通 
兴 空 间 中 点 的 距离 之 同 ,有 次 刻 的 相似 的 过 方 。 
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图 14 


一 种 或 另 一 神 方法 ， 一 切 依照 我 们 所 提出 的 目的 而 定 .在 刚才 所 
考虑 过 的 弦 的 例 于 中 ， 自 然 要 在 平均 平方 的 意义 下 台 近 西数 
六 (z)， 另 一 方面 ， 车 比 雪 夫 在 解决 他 的 有 关机 械 构造 的 问题 时 ， 
平均 平方 的 方法 不 可 能 使 他 满意 ， 因 为 如 果 设 计 的 机 械 零 件 的 表 
面 即使 在 最 小 一 部 分 上 超出 确定 的 差异 范围 以 外 ， 那 么 这 种 零件 
显然 不 适用 ,这 样 一 个 凸 出 的 部 分 损害 了 整个 机 械 ， 因 此 相应 于 
他 所 提出 的 实际 问题 , 车 比 雪夫 必须 研究 一 种 新 的 数学 方法 . 

必须 说 明 , 就 计算 观点 说 来 , 平均 平方 法 更 容易 进行 些 , 因为 
它 归结 为 应 用 一 般 分 析 中 很 好 地 研究 过 的 方法 。 

我 们 考 串 下 列 有 特征 的 问题 作为 例子 

项 要 用 形 如 

Po) 

的 和 式 在 线段 [a, 8] 上 按照 平均 平方 的 意义 最 好 地 肖 近 已 给 连续 
函数 jz), 在 这 里 ox 是 常数 , 函数 (2) 是 连续 的 , 并且 成 一 规格 
化 正 交 系 ， 

以 上 最 后 一 句 话 就 是 说 , 下列 等 式 成 立 : 

了 purds =0, BRL (hb, Y=1, 2 W), 


eet 1, 2, . 


考 息 艇 吕 一 性 7(c)ps(a)aa (一 1 2，…, 区 ， 数 各 称 为 丽 
数 了 关于 or 的 伟 里 叶 系 效 。 
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对 于 任意 的 系数 oz， 根据 正 交 及 规格 化 的 住 质 ， 下 列 等 式 成 
立 。 


-$a 
一 ran+ 习 -2 Ban 
-eee 


所 得 等 式 右边 的 第 一 项 与 数 om 无关。 因此 ， 当 取 m 使 第 二 
项 成 为 最 小 时 ， 右 边 才 成 为 最 小 ， 而 这 显然 只 有 在 数 m 分 别 等 于 
传 里 叶 系 数 ex 时 才能 做 到 。 

这 样 ,我们 得 到 了 下 列 重 要 的 结果 . 如果 函数 mr 成 为 在 线段 


[e, 妇 上 的 一 个 规格 化 正 交 系 , 那么 要 和 式 宫 w gr 人) 在 这 线 自 上 


按照 平均 平方 的 意义 最 好 地 通 近 函数 f(z), 必须 而 且 只 须 数 o% 吓 
函数 了 关于 or 人 cz) 的 傅 里 叶 系数 
根据 等 式 (23), 容易 证 实 函数 
_1 wr, sling es 
V32g5 Vr Va Va 
成 为 在 线段 [0, 2 叫 上 的 一 个 规格 化 正 交 系 。 因 此 把 上 述 结论 应 
用 到 三 角 画 数 上 得 结果 如 下 . 
在 n 阶 三 角 多 项 式 


(2) ~ao+ 守 (orcos ho+ Boein kz) 


中 ， 对 已 给 的 以 2x 为 周期 的 连续 函数 所 算出 的 傅 里 时 和 Sa(z)， 
在 线段 [0, 2x] 上 按照 平均 平方 的 意义 通 近 函数 f(z). 

由 所 得 结果 以 及 $7 中 所 讲 到 的 费 耶 尔 定理 ， 我 们 还 发 现 一 
件 巧妙 的 事实 . 

设 了 (2) 是 以 2x 为 周期 的 连续 函数 ,calz) 是 它 的 nn 阶 费 耶 尔 
和 [由 $7 中 的 等 式 (27) 所 决定 ]。 

引用 记号 
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max |f (2) 一 cn(z) | 一 mr 
因为 位 里 叶 和 S;(z) (一 0, 4,…, n) 是 阶 数 为 kn 的 三 角 多 项 
或 , 所 以 显然 oa(@) 是 n 阶 三 角 多 项 式 . 因此 根据 以 上 所 证 明 的 和 
5,(w) 的 最 小 性 质 , 下 列 不 等 式 成 立 : 


[0 -S01 
< 人 Um- DP 
< 嘴 dam 一 2 中. 


因为 由 费 职 尔 定理 , 数量 mm 当 ->co 时 赵 近 于 零 ， 所 以 我 们 得 到 
下 列 重要 结果 . 
对 于 以 2r 为 周期 的 任 一 连续 函数 , 下 列 等 式 成 立 . 


lim 人 [人 -8,(0) a0-0. 


在 这 种 情形 下 ,还 可 以 说 当 n 无 限 增 大 时 ， 连续 函数 (2) 的 n 阶 
费 耶 尔 和 在 平均 平方 的 意义 下 趋 近 于 了 (z) . 

可 是 对 于 更 广泛 的 一 类 函数 ， 即 本 身 及 其 平方 都 是 勒 贝 格 可 
积 的 函数 , 实际 上 上 述 事实 仍 成 立 . 

我 们 讲 到 此 为 止 ， 并 且 将 不 举 出 傅 里 叶 级 数 及 正 交 函 数论 中 
根据 平方 通 近 的 方法 所 得 到 的 另外 一 些 有 趣 的 结果 ， 在 第 六 章 中 
读者 已 经 认识 到 正 交 函 数 系 的 一 些 重要 的 物理 实例 ， 最 后 , 我 们 
指出 ,在 第 十 九 章 (第 三 卷 ) 所 作 的 另外 一 些 讨论 中 , 在 实质 上 也 很 
注意 到 这 个 问题 . 
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| 业 愉 下 中 
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第 十 三 章 ”近似 方法 与 计算 技术 


§1. 近似 及 数值 的 方法 


近似 方法 的 特点 ”在 许多 情况 中 能 运用 数学 来 研究 外 界 现 
和 银 , 是 因为 控制 这 些 现象 的 规律 具有 其 的 性 质 , 并 且 能 写成 某 些 公 
式 、 方 程 或 不 等 式 的 形式 . 这 就 可 能 用 数 贷方 法 研究 现象 本 身 寂 
做 出 对 实战 所 需要 的 计算 . 

求 到 录 的 规律 以 后 , 就 可 以 纯粹 用 数学 的 方法 来 研究 ， 为 了 
气 述 确切 起 见 我 们 将 考察 写作 方程 形式 的 某 一 规律 .例如 牛顿 力 
学 中 物体 运动 的 规律 , 热传导 或 电磁 振 萝 的 规律 等 等 ， 这 些 方程 
已 在 第 五 六 章 中 详细 讨论 过 ， 对 于 过 程 通常 还 要 附 如 某 种 形式 
的 条 件 (第 五 .六 章 中 这 是 边界 及 初始 条 件 ), 由 这 些 条 件 可 以 决定 
方程 个 别 的 解 . 

这 里 首要 且 基 本 的 数学 疝 题 如 让 : 

(1) 问题 可 解 性 的 确立 .即使 问题 的 可 解 性 从 物理 观点 上 和 看 
来 是 相当 明显 的 ， 伍 严格 表述 出 来 的 问题 的 可 解 性 的 数学 证 明 就 
是 问题 的 数学 提 法 本 身 的 正确 性 的 证 括 ， 在 广泛 美 别 中 可 解 性 是 

(2) 对 于 描述 被 研究 现象 特征 的 量 ， 试 求 它 用 公式 写 出 的 最 
性 表达 式 ， 这 种 表达 式 通 常 只 能 在 少数 最 简单 的 情况 中 找到 ， 并 
里 常常 碰 到 所 得 解 的 显 性 表达 式 是 如 此 复杂 ， 要 用 它们 末 研 究 现 
象 及 求 特性 的 必要 的 数据 就 非常 困难 ,有 了 时 共 至 完全 不 可 能 . 

(8) 指出 可 用 以 建立 近似 公式 的 步 难 ， 该 公式 会 给 出 具有 任 
何 给 定 准 确 度 的 解 . 这 一 点 在 广泛 类 别 的 情况 中 能 做 到 . 

(4) 最 经 常 的 是 可 能 指出 一 个 或 几 个 方法 ， 用 来 数值 地 求 问 
题 所 需 的 名 
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人 < 


自然 科学 与 技术 问 是 解 的 族人 方法 以 及 在 一 定 程度 上 近似 方 
法 的 发 展 为 数学 中 一 个 特殊 分 支 的 任务 ， 这 一 分 支 现 在 通常 称 为 
计算 数学 . 

计算 数学 的 方法 当然 是 近似 的 方法 ， 因 为 每 一 个 量 我们 只 能 
利用 计算 求 到 一 定 有 效 数字 位 数 的 准确 度 , 例如 到 十 进位 的 五 .六 
位 等 等 . 

实用 上 这 已 足够 ,因为 知道 某 一 量 的 精确 值 往 往 并 非 必 要 . 例 
如 技术 问题 中 的 未 知 量 通常 用 来 决定 制造 中 主体 产品 的 大 小 及 别 
的 参量 ， 每 一 产品 只 是 近似 地 制造 出 来 的 ， 因 此 技术 上 的 计算 精 
确 度 超过 产品 所 能 达到 的 “许可 ”程度 显然 是 没有 意义 的 ， 

因此 没有 必要 按 绝对 精确 的 公式 来 进行 计算 ， 而 探求 未 知 量 
时 也 没有 必要 解 绝对 精确 的 方法 。 精确 的 公式 及 方程 全 然 容许 以 
不 精确 的 来 代替 , 只 要 它们 是 如 此 地 接近 精确 的 , 足以 相信 由 这 种 
代 换 所 产生 的 差错 不 会 超出 规定 的 界限 , 

以 后 我 们 将 重新 讨论 这 里 所 述 的 ， 一 些 问题 用 另 一 些 代替 的 
可 能 性 .现在 我 们 想 再 强调 一 下 计算 方法 的 第 一 个 特点 一 一 它们 
按 自己 的 特性 通常 只 能 给 出 近似 的 结果 而 在 实践 上 也 只 需要 这 种 
结果 ， 

我 们 再 注意 到 数学 中 数值 法 的 另 一 特点 。 在 任何 计算 中 只 能 
对 有 限 个 数 进 行 运算 , 而 计算 后 只 得 到 有 限 多 个 结果 。 因此 每 一 
个 准备 用 数值 法 来 解 的 问题 , 应 该 预先 化 成 这 样 的 形式 , 就 是 要 经 
过 有 限 多 次 的 算术 运算 能 够 得 到 全 部 的 结果 .假如 我 们 依 菜 一 公 
式 来 进行 计算 , 那么 它 应 该 预先 变换 , 使 得 其 中 只 保留 含有 有 限 多 
个 参数 的 有 限 多 项 , 例如 , 众所周知 , 很 多 函数 能 被 表 作 等 级 数 的 
和 

Ge) cot er wtog tee, 人 
如 函数 sinz 就 能 展开 为 等 级 数 


站 多 _ 
i 


其 中 是 负 的 弧度 单位 的 度 且 。 
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为 了 求 /的 接 确 估 我 们 应 该 未 级 数 (0)“ 全 部 "项 的 和 ,一 
般 说 来 这 是 不 可 能 的 。 要 近似 地 求 /Co)， 只 需 取 级 数 的 革 些 有 限 
个 项 舟 够 了 。 偿 如 ,可 以 证 时, 对 从 地 到 半 个 直角 之 同 的 角 诺 计 算 
sin 准确 到 10-* 只 要 在 特级 数 中 取 到 六 项 ， 即 以 多 项 式 癌 一 
各 + 入 近 似 地 代替 aina。 

在 定 某 一 未 知 画 数 的 数学 分 析 间 是 的 数值 孙 解 中 应 该 以 基 种 
方式 以 关于 求 几 个 数值 参数 的 另 一 问题 来 代 千本 来 的 问题 ， 这 些 
参数 知道 了 就 可 以 近似 地 计算 未 知 重 数 ， 以 例 说 明之 . 

设 在 区 同 a<w<b 上 要 解 对 于 组 分 方程 

LW -SO Ytp (YY +g- -0 人 9) 
在 边界 条 件 ya) 一 0,，y(5) ~0 下 的 边 人 问题。 一 种 可 能 的 解法 ， 
即 全 雷 尔 金 方法 是 从 消 足 边界 条 件 ( 第 玉音 $ 5) 的 某 组 线性 无 关 
的 画 数 系 ofa)，aa(a)，… 出 发 的 。 选择 在 这 种 意义 下 的 “完全 
系 ， 即 在 妇 上 的 可 积 函 数 中 只 有 各 点 (更 确切 地 说 ，“ 几 乎 外 
处") 痢 等 于 容 的 西数 才能 与 所 有 ws(k = 2 …) 正 交 。y(o 潮 
足 微 分 方程 2) 这 一 条 件 可 以 写成 正 交 性 条 件 的 形式 


[ze -站 wma-o (hl, 2, 9)， (9) 
设 回 题 的 解 可 以 展开 为 ww 的 级 数 
gz) 一 Caonx(c) + eyoa (2) 十 (YD 


这 儿 应 当 求 出 系数 ee。 对 任何 cx 级 数 (多 的 和 总 满足 边界 条 件 . 
留 下 的 是 要 选择 a 使 得 适合 等 式 (3) ， 系 数 ax 的 全 体 是 无 穷 集 ， 
要 全 部 计算 出 来 , 一 般 地 说 ,是 不 可 能 的 .为 了 简化 起 见 只 保留 (4 
式 右 部 的 有 限 多 项 , 并 近似 地 置 

Y (2) 一 azox(o) 十 … 十 aa 人 7) . (6) 
因为 我 们 只 有 “个 任意 参数 co 所 以 不 能 使 它 对 所 有 wr (= 了 
2, …) 满 足 等 式 (3) .因此 我 们 被 迫 抛 弃 微 分 方程 (2) 的 精确 解 . 
但 应 该 期 待 ， 假 如 # 取 得 足够 大 而 条 件 (3) 对 开 首 ”个 函数 几 适 
合 时 和 (5) 将 以 微小 的 误差 来 满足 这 全 微分 方程 ， 这 就 导出 伽 备 
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尔 爹 方法 中 所 列 的 方程 
PE 0) -odo G1 2 0’. 
从 这 些 方程 求 出 ,我 们 就 作出 函 涩 (加 的 近似 表达 式 。 

在 变 分 问题 依 李 艾 方法 求解 中 ， 在 函数 的 近似 调和 分 析 以 及 
许多 别 的 问题 中 公式 都 可 以 类 似 地 化 简 。 

我 们 再 提出 把 方 各 简化 的 一 个 例子 。 仿 设 需 要 通过 解 菜 一 本 
数 方 各 (例如 微分 或 积分 方程) 来 求 闻 变 数 或 多 变数 函 歼 y， 可 以 
选取 某 组 点 (网 格 上 的 ) 上 的 值 yu yy，…, 作为 决定 函数 9 的 
参量 . 

我 们 应该 用 关于 w 个 未 知 最 Ch 一, 2，…, 只 的 数值 方 和 
组 来 代替 函数 方程 。 这 种 坦 代 通常 可 以 用 许多 方法 来 实现 ， 并 且 
永远 应 该 关心 数 值 方程 组 的 解 与 本 数 方程 的 解 差别 要 足够 微小 . 

下 而 是 这 种 壹 代 的 一 些 例子 。 在 用 殉 拉 方法 解 一 阶 微分 方 各 
水- yt 切 时 ,我 们 以 递 推 的 数值 方案 来 代 竺 这 个 方程 ,这 方案 可 
用 前 一 信 近 似 地 求 得 未 知 汪 数 的 下 一 值 (第 五 章 § 5)， 

和 ri 一 加 十 nt1— La)f (Zn, Yo). 

用 网 格 法 求 拉 普 拉 斯 方程 hi 一 -人 + 多 一 0 的 近似 解 时 ， 
这 个 方程 用 线性 代数 方程 组 (第 六 章 §5) 

wnt+h, y) uly, y+ 十 wz 一 大 及 十 ko Yy—h) 

—4u(z, $=—0. 
来 代 过 
青 观 察 一 个 这 类 的 例子 . 设 村 数值 地 解 积分 方程 
yo) fC) + EK Cw, Dyas, 人) 


我 们 票 在 那里 求 未 知 函 数 %(o) 值 的 一 些 点 记 作 wy ca oo. 
对 于 作出 用 来 代替 6) 的 数值 方程 组 时 , 并 不 需要 使 得 这 方程 对 区 
间 a<w<6 中 所 有 的 点 都 满足 ,而 只 要 在 点 mu(i=1，…, 只 上 有 


ym) fe + EK Go dy 


Al 


然后 用 某 一 以 ma …， 思 为 分 点 的 近似 积分 和 ( 按 六 上 于 公 丈 或 某 
一 别 的 公式 *) 来 代 蔡 积分 
EG, Dyas 4sk Co oye). 
我 们 得 到 用 来 决定 未 知 值 y(z0) 的 线性 代数 方程 组 
yd fl) + A Eee ay Cl, 2, 0 WD. 全 

可 以 看 出 ,所 有 上 述 方法 都 用 探求 某 些 参数 米 代 巷 探求 函数 ， 
这 些 参 数 近似 地 决定 函数 。 因 此 这 此 方法 的 准确 度 与 机 数 由 这 组 
参数 所 决定 的 好 十 妊 度 有 关 , 例如 函数 能 被 (7) 型 的 表达 式 带 近 的 
好 坏 程 度 或 函数 用 它 在 某 组 点 上 的 值 米 次 示 的 好 坏 程 度 有 关 ， 这 
类 问题 联系 到 数学 的 一 个 特殊 分 支 ， 思 做 函数 逼近 论 ( 见 第 十 一 
率 )。 由 此 可 见 画 数 通 近 论 对 应 用 数学 具有 巨大 的 意义 

近似 方法 的 收敛 性 及 误差 的 估计 “我 们 将 更 详细 地 来 讨论 从 
计算 观点 上 提出 的 对 于 近似 方法 的 要 求 。 最 简单 而 根本 的 慨 求 是 
以 选 定 的 准确 诬 来 求 未 知 量 的 可 能 性 。 

热 问题 性 质 的 不 同 , 计算 的 精确 度 可 以 有 很 大 的 不 同 。 对 某 
些 粗 糙 的 技术 上 的 计算 往往 精 殉 到 十 进位 有 效 数字 二 、 三 位 就 外 
了 .大 部 分 工程 上 的 计算 完成 到 十 进位 数 三 、 四 位 。 科学 上 的 计 
算 往往 需要 大 得 多 的 精确 度 。 一 盘 说 来 , 精确 度 的 要 求 与 时 代 的 
前 进 同 时 增长 。 

因此 ， 那 种 可 以 求 得 任意 精确 结果 的 近似 方法 及 步骤 对 于 让 
算 具 有 特殊 意义 。 这 些 方法 通称 为 收 伍 的 。 因 为 它们 在 计算 的 实 
三 中 最 常 科 到 ， 而 对 它们 提出 的 疲 求 也 最 奥 型 ， 记 以 今后 就 效 考 
察 它们 。 

设 为 未 知 最 的 精确 伪 ， 在 每 一 个 这 种 方法 中 可 以 作出 授 近 
于 解 < 的 数列 zz，…, 2 … 

一 且 作 逼近 的 方法 指出 之 后 ， 这 个 方法 理论 方面 的 首 机 问题 
就 是 建立 通 近 于 解 的 收敛 性 <>z， 而 假使 收 令 性 并 非 永远 成 立 ， 


了 D 见 第 十 二 章 ,8 3， 
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be 


那么 前 明 一 些 各 件 , 在 此 条 件 之 下 政策 性 成 立 。 

当 收 伍 性 确立 之 后 , 就 产生 了 更 难 、 更 深刻 的 收敛 速度 的 估计 
问题 , 也 就 是 当 %->co 时 估计 wm 多 快 地 趋向 于 解 >， 每 一 个 收敛 
的 方法 在 原则 上 可 以 求 得 任意 高 精确 度 的 解 ， 只 要 求 到 对 应 于 足 
够 大 ”的 近似 值 %。. 但 照例 nn 愈 大 , 消耗 在 寻找 mm 上 的 劳动 量 将 
更 大 . 因此 ,假如 o 绥 慢 的 趋 近 于 w, 那么 为 了 达到 必需 的 精确 度 
可 能 要 耗费 过 多 的 计算 时 间 .。 

在 数学 本 身 , 特别 是 在 其 应 用 中 , 大 家 很 熟悉 许多 情况 , 就 是 
虽然 当 求 解 zw 时 能 够 指出 一 个 收敛 的 过 程 ,但 是 它 知 要 这 样 大 的 ， 
甚至 有 了 近代 快速 计算 机 也 不 可 能 完成 的 计算 量 . 

不 够 快 的 收敛 性 是 通常 判定 方法 缺点 的 标志 之 一 ， 但 是 这 种 
标志 当然 不 是 唯一 的 ， 当 比较 各 种 方法 的 时 候 应 该 注意 到 问题 的 
许多 方面 , 特别 是 在 机 器 上 进行 计算 的 方便 性 。 从 两 个 方法 中 有 
时 宁愿 挑选 收 化 较 慢 的 方法 ， 如 果 按照 这 个 方法 的 计算 在 计算 机 
上 容易 实现 。 

当 2 用 近似 值 mm 代替 时 得 到 的 误差 等 于 差 e 一 am。 它 的 精确 
值 并 不 知道 ,为 了 机 判定 收敛 的 速度 就 从 上 来 估计 差 的 绝对 值 ,就 
是 作出 量 4。 使 满足 

Is~z.] <4,, 
并 称 之 为 它 的 误差 估计 ， 下 面 我 们 将 引出 估计 4 的 例子 , 通常 
依据 估 值 4。 随 增长 而 递减 的 速 变 玉 判断 mm 收敛 于 “的 速度 . 


了 这 几 是 一 些 计 算 过 程 收 笋 很 入 的 简单 例子 。 大 家 知道 ， 级 数 一 志 + 二 -下 


十 … 收 敏 ， 而 其 和 等 于 3 的 自然 对 数 。 利 用 这 级 数 能 够 近似 也 求 二 3， 只 又 计 算 屿 名 
的 的 入 次 的 和 一 一 寺 十 … 士 去 就 行 。 但 是 能 名 算出 ,对 三 计 算 1n2 误差 小 于 第 五 
位 有 效 数字 的 一 半 时 ， 记 该 取 级 是 的 十 万 项 以 上 ， 求 这 么 多 项 数 的 和 ， 修 如 只 利用 台 
式 计算 机 就 非常 困难 。 级 数 
1 1_ 1 +_18 _1.3.5113-57_ 
VS 
世 是 大 家 所 数 生 区 。 它 收 备 扫 这 样 怪 ,利用 它 计 算 -5 准确 到 10-5 大 到 就 要 取 10% 
顶 ,这 竺 至 在 快速 计算 机 上 也 是 费力 的 
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假如 估 值 要 反映 出 mm 对 2 的 真实 接近 度 ,就 必须 要 4 与 | 一 mm| 
相差 甚 微 ， 此 外 估 值 4。 应 该 是 有 效 的 , 也 就 是 它 要 事实 上 能 被 求 
到 , 否则 它 是 不 能 应 用 的 . 

设 z 为 数值 变量 而 其 值 要 从 某 一 方程 来 决定 .假定 我 们 已 把 


方程 变 作 形 状 
zs=p(s). (8) 


我 们 用 选 代 法 来 解 这 个 方程 . 它 也 常 称 作 逐 次 通 近 法 , 为 了 解释 方 
法 本 身 以 及 和 它 相 关 的 误差 估计 ， 我 们 将 讨论 一 个 数值 方程 的 情 
襄 . (这 个 方法 也 能 用 到 数值 方程 组 ,用 到 微分 与 积分 方程 以 及 许 
多 其 他 情况 中 ， 读者 已 在 第 五 章 8 5 中 磁 到 这 个 方法 在 常 微分 方 
程 上 的 运用 ,) 

我 们 假定 用 某 种 方法 已 求 得 方程 根 的 近似 值 . 假如 知 是 方 
程 (8) 的 精确 解 ， 那 么 把 它 代入 方程 的 右 部 p(w) 之 后 我 们 应 该 得 
到 结果 , 它 等 于 m， 但 一 般 说 来 x 不 等 于 精确 解 ， 因 此 代入 的 结 
果 将 与 mo 不同 .把 它 记 作 mx 一 pzo) . 

为 了 确立 在 什么 情况 下 wm 就 比 zo 更 接近 于 精确 解 ,我们 转 
向 问题 的 几何 涵义 。 

研究 函数 

y=p(o), (9) 

取 数 轴 并 假定 用 这 轴 上 的 点 表示 与 y， 等 式 (9) 使 每 一 点 ww 对 
应 同一 轴 的 某 一 点 y, 这 也 可 以 看 作 规 定数 轴 自 身 点 变换 的 规律 . 

在 数 轴 上 给 出 区 间 [zu 叫 ， 在 变换 (9) 之 下 点 ma 及 zg 变 为 
w 一 9D 及 y=p (za) . 

区 闻 [zz， zs] 变 为 区 间 [yw ys]. 比值 

一 | 自得 
les—z | 

就 是 在 变换 (9) 下 的 区 间 “ 促 长 系数 "。 若 <1， 就 产生 区 间 的 压 
缩 . 

回 到 方程 (8). 它 说 明 所 求 的 点 二 经 变换 (9) 后 点 该 变 为 自身 . 
因此 解 方程 式 (8) 等 价 于 在 数 轴 上 求 这 样 一 些 点 ， 它 们 在 变换 (9) 
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之 下 变 为 自身 ,也 就 是 保持 不 动 . 

现 取 区 间 [z, go, 它 的 一 端 放 在 不 动 点 4 上， 而 另 一 端 放 在 
点 mo 上 . 在 变换 下 m 变 到 几 而 区 间 [z， 叫 变 到 区 间 [za, ms]. 假 
如 p 是 这 样 的 画 数 ,使 在 变换 (9) 下 任何 区 间 要 产生 压缩 , 点 4 就 
一 定 比 ze 更 接近 于 方程 (8) 的 根 . 

为 要 得 到 收敛 于 (9) 的 精确 解 的 逼近 值 ， 只 要 重复 地 代入 (8) 
的 右 部 就 作出 一 列 数 

多 一 0(zo)， 罗 一 0(oa)，…，aori 一 玉 (ze (10) 

下 面 我 们 证 明 带 近 列 (10) 的 收 化 性 定理 ”. 

假设 函数 yp《m) 在 区 间 [a, 如上 给 定 而 等 式 (9) 给 出 [a, 妇 的 
自身 变换 ， 也 就 是 对 每 一 个 属于 [a, 四 的 点 wy~9 (2) 仍 旧 属 于 
[a, 8] ， 我 们 仍 在 [a, 杂 上 了 初始 近似 re 所 有 逼近 列 (10) 就 也 
在 区 间 [a, 如上 。 在 这 些 条 件 下 下 而 的 定理 要 成 立 .。 车 p(w) 具 有 
导数 1, 在 [w, 5] 上 满足 条 件 

lv'l<gq<1, 
则 下 面 的 推断 成 立 .方程 (8) 在 [a, 妇 上 有 根 2” 数列 (10) 收敛 
于 此 根 ,而 收敛 性 的 速度 由 估 值 不 等 式 
1 | 他 一 二 < 

表征 出 来 ,其 中 四 = |m 一 gp(zo) | 一 |z0 一 zx|。 方程 (8) 在 [a, 51 上 
有 了 唯一 的 根 . 

为 了 要 证 明 这 个 断言 我 们 来 估计 差 一 w+。 假如 用 泰 鞭 公 式 
[第 二 章 ( 第 一 卷 ),§ 9，(26)], 其 中 令 m0, 得 到 

ga—m ps) 一 (oo) ~ (Eo) (2 — 20). 

点 铅 在 与 zo 之 间 ， 显然 是 属于 区 和 间 [c, 四 的 。 因 此 

|w' 人 Go) 1<g 而 
| -zl <glo~ro} ~mg, 

同 理 


1 这 个 以 及 草 的 和 它 类 似 的 定理 由 于 上 述 几 和 何 意义 在 数学 中 常 称 为 压缩 映射 定 
理 ， 
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ma 一 四 | 一 |g(z) 一 z(c = | (2) (ea 一 加 | 
<gq|z—m| <mg, 
继续 这 种 信 值 ,就 找到 在 每 个 值 "要 满足 的 不 等 式 


laws —m | mg QD 
现在 来 确立 数列 m 的 收敛 性 .为 此 研究 辅助 级 数 
Wot (mB) 十 mo) + + Tao) + (12) 
它 的 尖 mw 十 1 项 的 部 分 和 等 于 


部 本 一 和 十 (m1— C0) + (an — tn 1) 一 加 
因此 lim +4 一 lim mm 而 mm 具有 有 限 航 限 就 等 价 十 级 数 (12) 的 收 
铺 性 . 现 将 级 数 (12) 与 级 数 
|zo| 十 mm 十 mag 十 … 十 mg 十 
相 比 较 ， 由 于 估 值 (11)， 级 数 (12) 各 项 的 绝对 值 不 大 于 上 述 级 数 
的 对 应 项 ， 但 是 这 个 级 数 ,假如 除开 第 一 项 [eol, 便 是 以 9 为 公 比 
的 几何 级 数 , 又 因 9< 十 故 级 数 收 伍 。 级 数 (12) 因而 也 是 收敛 的 ， 
而 数 询 (10) 将 收 和 敛 于 某 有 限 极 腿 o， 
lm -0. 

显然 x* 同 于 区 间 [a, 如 ,因为 所 有 mo 都 是 属于 此 区 间 . 

着 在 等 式 w+i~9 (zw) 中 命 和 >o2 则 趋 于 极限 即 得 到 竺 式 2* ~ 
(zw")， 这 说 明了 oe" 实际 上 满足 方程 (8) .现在 来 估计 mm 对 w" 的 
接近 程度 ， 取 mm 及 任何 以 下 的 通 近 zw。+s 

| 一 各 | 一 | (Gare— nts-) + Dats-1 — e+2-3) 
十 … 十 (gui 一 加 ) | Smg"t?-1+mg"t?-s 
十 … 十 made 一 mr 
由 此 , 当 p oc, 因为 zg" 及 g"*?->0, 淮 得 
le -ml< I | 

下 面 验证 唯一 性 。 设 s' 为 方程 在 [2, 如 上 的 另 一 解 。 估 计 差 
2 一 2 的 值 . 

je 一 ol 人 一 PCD 一 lo (2 -71 < eo), 
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因此 1g jl0. 
因为 1-qg>0, 上 述 不 等 式 只 有 当 |z 一 e"| =0 时 才 有 可 能 .就 是 
地 与 中 一 到 

证 明了 的 定理 不 仅 指出 了 使 选 代 法 收敛 的 充分 条 件 ， 同 时 
也 提供 一 种 可 能 性 来 估计 计算 记 需 的 步 数 ， 也 就 是 假如 铺 确 解 
用 mm 来 代 着 ,为 了 得 到 所 需 的 准确 座 必 须 取 多 大 的 nm。 这 种 估 什 
是 有 有 效 的 ， 因 为 实际 上 借助 于 对 于 函数 9 的 研究 可 以 求 出 不 等 式 
Ie"—a,l I 9 中 的 量 加 及 9. 

现 举 许多 应 用 中 常见 的 方程 一 记 2 为 例 . 

为 了 确定 起 见 研究 4 一 0.5 的 情况 。 设 要 求 方程 一 二 刀 2 
最 小 的 正 根 ， 只 要 利用 画 数 如。 的 任何 表 或 图 就 容易 断定 它 在 点 
工 的 附近 而 稍稍 比 工大 一 些 。 为 了 保证 迭代 法 收 伍 性 定理 中 条 件 
ig'1<q<1 的 成 立 ， 把 丁 效 妈 e 六 转 而 研究 与 原 方程 等 从 的 方程 
warctg 2o. 

列 出 计算 的 结果 ， 取 值 2 一 1 为 初 扑 近似 ， 以 下 的 近似 值 用 
aretg 函数 家 计算 出 来, 它们 的 数值 补 求 出 如 下 

ta ~—arctg 2 一 1.10715 
ws 一 arctg 2.21430 一 1.14660 
ws =arctg 2.29320 一 .15059 
ra 一 arcot 2.31918 一 上 .16370 
ws =arotg 2.32740=1.16498 
wo —arctg 2.32996 一 1.16538 
w; =arotg 2.33076 一 上 .16550 
ws ~—arctg 2.33100 一 1.16554 
mm =arctg 2.33108 一 1.163555 
aie 一 arctz 2.33110=1.16556 
wu—arctg 2.33112—1.16556 
在 这 几 计算 就 停止, 因为 往 下 迁 代 只 会 重新 出 现 入 
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2 ~—1.16556. 


根 的 带 近 几何 图 形 如 图 1 所 示 ， 这儿 zs 趋 于 * 是 这 样 的 快 ， 
在 图 上 wm 已 知 ”” 祖 会 合 了 。 


yr 
ar 和 





图 1 
再 举 出 一 个 用 选 代 法 的 例子 。 数值 地 求解 积分 方 各 
yO) 一半 直 GD 二 人 egGO 瑟 。 (3) 
它 的 精确 解 是 y 一 人 . 


首先 用 线性 代数 方程 组 来 代替 积分 方程 。 为 此 ， 用 点 +=0， 
次， 对 


二， 雪 ， 也 , 1 把 积分 区 间 分 为 四 等 分 ， 未 知 冰 数 在 这 些 点 上 
的 值 相应 地 用 bo， yu gs, gs, ye 来 玫 示 。 假如 要 求 方程 在 zo 一 0 
至 去， 入 1 上 被 满足 ,而 积分 对 四 个 部 分 区 间 用 学 下 森 求 积 和 
来 代替 [第 十 二 章 ,$ 8, 公式 《6)], 那么 得 到 下 列 方程 组 

一 二 [0.088838 ys-+0.383383y,+0.166867ys+0.333333y 


+0.088833ys] +0.718619, 


纪 = 二 [0.083333 Wt+0.854881y: + 0.188858 yat+ 0.402077 ys 


+0.107002 ys] +0.951980, 
348。 


ys [10.088383 vo-+0.377716,+0.214004 ge 十 0.484997 网 
十 0.137393 ys] 十 1.261867， 

ys— [0.083383 yo+ 0.402077 y+0.242499ys+0.585018g 
+0.176417ys] +1.664181, 

YE [0.088838 got 0.428008Y: +0.274787 Yat+0.705667 ys 
+0.226523y4] 十 2.185861。 

方程 组 用 氨 代 法 来 解 。 取 相应 方程 的 自由 项 作为 y.《%~0, 1, 2， 

8, 4) 的 初始 近似 以， 一 0.718619, ”~0.951980, … 以 后 各 


次 近似 中 求 得 的 值 列 在 表 工 中 . 
表 1 


近似 的 次 数 | w | ww 加 芒 
0.93433 
























1.20861 | 1.56129 | 2.01542 | 2.599798 















2 0.98517 | 1.26699 | 1.62905 | 2.09419 | 2.69178 
3 0.99667 | 1.28021 | 1.64488 | 2.11194 | 2.71245 
4 0.99926 | 1.28810 | 1.647T8 | a.11595 | 2.71718 
5 0,99985 | 1.38886 | 1.64356 | 2.11685 | 2a.71818 
6 0.99998 | 1.28403 | 1.64873 | 2.11705 | 2.71842 
7 1.00001 | 1.28405 | 1.64377 | 3.1190 | 3.71847 
精确 和解 的 考 1,00000 1.28408 | 1.64872 2,11700 | 2.11828 





表 工 的 下 端 列 出 解 的 精确 值 用 以 比较 -进一步 的 近似 将 不 能 
改善 % 已 求 得 的 值 。% 后 面 几 个 数位 的 偏差 是 被 用 求 积 和 来 代 
堆积 分 所 产生 误差 的 影响 所 诀 定 的 . 

方法 的 稳定 性 ”计算 对 于 近似 方法 的 理论 还 提出 了 一 个 普遍 
的 要 求 ,由 于 它 有 重大 的 意义 不 得 不 如 以 说 明 。 这 就 是 计算 过 程 
稳定 性 的 要 求 ， 问 题 的 实质 如 下 . 每 一 个 近似 方法 引导 到 某 一 计 
算 方案 。 常常 发 生 这 样 的 情况 ,为 了 获得 所 有 需要 的 数 必须 依据 
这 个 方案 进行 一 列 宛 长 的 计算 步 双 . 每 一 步 计算 并 非 绝对 精确 地 
被 完成 ,而 只 算 到 一 定位 的 有 效 数 字 , 因此 每 一 步 就 形成 某 一 微小 
的 误差 所 有 这 些 误差 将 影响 到 以 后 的 名 果 。 
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选取 的 计算 方案 可 能 显得 如 此 不 恰当 ， 在 开始 计算 中 所 容许 
的 征 小 差错 ， 于 计算 椎 进 的 过 程 中 在 结果 上 将 显 出 您 来 请 强 的 影 
响 ,而 在 较 远 的 部 分 引起 了 对 精确 值 很 大 的 偏差 。 

设 讨论 微分 方程 

y=f (2, Y) 

在 初始 条 件 y(zo) 一 w% 下 的 数值 求解 ， 设 需求 等 距 点 % 一 wo 十 县 
全 一 0 1，…) 上 yle) 的 值 . 

设计 算 已 开始 进行 到 第 m” 步 ,并 作 表 于 下 。 现在 我 们 求 ww: 
在 欧 拉 折线 法 中 近似 地 置 

Ynt1— Ys + hd. 《14) 








这 儿 只 根据 列 于 上 表 末 行 的 数 yh 及 久 就 可 以 求 出 ye+z。 我 们 为 
了 要 提高 求 %+x 时 的 精确 度 科 用 表 上 最 后 两 行 已 知 的 数 . 那么 
可 以 作出 计算 公式 
nti 一 一生 Yn 十 了 yr+4 十 及 (和 4 续 十 2 外 -2) 。 (15) 
我 们 注意 , 假使 绝对 精确 地 进行 计算 ,也 就 是 说 带 有 无 限 多 个 有 效 
数字 ， 那 么 每 当 函 数 y 为 线性 多 项 式 时 公式 (14) 就 给 出 正确 的 结 
果 ; 公式 (1 四 对 每 个 三 次 及 三 次 以 下 的 多 项 式 也 是 正确 的 . 初 看 起 
来 似乎 用 公式 《15) 所 得 的 结果 应 该 比 用 折线 法 求 得 的 结果 要 精确 
些 。 然 面容 易 看 出 公式 (15) 并 不 适合 于 计算 ， 因 为 它 的 运用 将 引 
起 误差 很 快 的 增长 , 
导数 值 %% 与 所 在 %%-: 项 含有 微小 的 因子 hh 故 这 些 值 的 误差 
比 起 %% 及 听 -+ 中 的 将 显 出 较 小 的 影响 为 了 简化 起 见 ,假定 精 
确 地 求 得 ， 而 在 观察 一 般 误差 的 过 程 中 不 考虑 它们 。 假 设 在 求 
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如 -时 我 们 几 了 差错 十 a, 在 求 加 时 出 了 差错 一 8。 那 么 正如 等 式 
《15) 所 示 在 sx 中 形成 了 差错 量 十 9e、 在 gr+s 中 差错 将 为 一 418 
而 以 后 将 飞快 前 增加 . 公式 (15) 导致 对 误差 为 不 稳定 的 计算 过 程 ， 
故 该 被 挑 弃 . 

下 面 所 询 的 例子 足以 信服 地 说 明 ， 计 算 方案 的 不 稳定 性 对 结 
采 能 导致 如 何 强烈 的 焉 曲 。 微分 方程 一 y 在 初 娘 条 件 yo=1l 下 
已 被 解 出 。 精 确 解 为 y=e*。 对 于 数值 求解 自 变 其 2 被 取 作 以 步 
长 “0.01 的 等 距 值 ， 也 就 是 & 一 0.01k。 近似 解 用 两 个 方法 计 
算出 来 ， 按 折线 法 (14) 及 按 公 式 (15) 。 为 了 好 作 比 较 在 天 2 中 给 














出 到 七 位 十 进 数 字 的 精确 解 . 
水 2 
算 习 的 近似 解 的 包 
了 着 确 解 的 值 一 一 

按 公式 (! 和 按 公式 (15) 
uv. 1.0000000 1.0000000 1.0000000 
0.01 1.0100502 1.0100000 1.0100502 
0.03 1.0202013 1.02010%0 1.0202019 
0.08 1.0804545 1.0803010 1.0304553 
0.04 1.0408108 1.0408070 
0.05 1.0512711 1.0512609 
0.06 1.0618365 1.0617431 
0.07 1.0725082 1,0729726 
0.08 1.0852871 . 1.0809789 
0.09 1.0941743 1.0936853 1.1056460 
0.10 1.1051709 1.1046222 1.0481559 
oo. 1.1162781 1.1156684 1.3996456 
0.19 1.1274969 1.1268250 一 0.2808540 








按 公 式 (1 可 所 求 得 解 的 近似 值 在 开始 几 步 要 比 由 折线 法 求 得 
的 结果 精确 些 ， 但 是 公式 (15) 的 不 稳定 性 甚至 经 过 不 多 几 步 就 大 
大 阜 昌 了 近似 值 % 并 且 导致 与 ys 真 值 相差 很 大 的 数值 

近似 方法 的 选择 每 个 计算 归根 到 底 都 能 化 为 四 则 运算 一 一 
加 、 减 、 乘 及 除 来 完成 .指出 计算 方法 , 这 就 意味 着 为 了 要 得 到 所 
期 望 的 结果 ， 应 该 取 吹 些 初始 值 以 及 哪些 算术 运算 按 党 哪样 的 次 
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序 来 执行 。 我 们 希望 在 很 简单 的 计算 实例 子 中 说 明 ， 计 算 的 组 织 
工作 与 负责 计算 准备 的 数学 家 的 经 验 与 知识 的 关系 是 多 么 大 ， 以 
及 假如 运用 特殊 的 、 适 当地 选 出 的 计算 方法 将 能 够 得 到 怎样 的 结 
果 。 
假设 应 该 解 带 "个 未 知 数 zu ra， …, zs 的 mn 方 程 组 
@u tt Gi Ta 二 in Ta = bi, 
Ga1 V1+ Gag 2 十 … 十 an Tn ~ ba, 





Gnt 1+ Gg Tat *** + Grm Tn — Dn. 


存 代数 方程 组 的 理论 中 (第 十 六 章 8 3) 由 行列 式 给 出 了 未 知 量 数 
信 的 显 性 表达 式 


am 他 (-1 2,…, 罗 。 (10) 


这 里 4 为 方程 组 的 行列 式 ， 
{11 QC19 Gin 


31 Gana Gan 





nt Gag"Gan 
而 行列 式 少 为 由 4 的 第 了 列 以 方程 组 的 自由 项 代 换 所 得 . 

假定 我 们 想 用 公式 (16) 来 解 方 程 组 ， 并 且 在 行列 式 通常 的 定 
义 基 碚 上 来 计算 而 不 用 和 任何 简化 的 方法 。 为 此 我 们 应 该 做 多 少 次 
乘 与 除 的 运算 呢 ? 〈 因 为 加 法 与 减法 比较 简单 我 们 将 不 加 注意 ). 
我 们 要 计算 w+1 个 阶 行列 式 ， 其 中 每 一 个 行列 式 都 有 n! 项 ， 
并 且 每 一 项 为 个 因子 的 积 , 它 的 计算 需要 mw 一 1 个 乘法 。 关于 计 
算 所 有 的 行列 式 我 们 就 需 完成 (n+l)n!《n 一 也 个 乘法 .必需 的 乘 
与 除法 的 总 数 就 等 于 G2 一 1)n!1 十 nn， 

现在 我 们 选择 别 的 方法 来 解 方程 组 ， 就 是 用 消去 法 .这 个 方 
法 的 计算 方案 是 由 高 斯 提出 的 .从 方程 组 的 第 一 个 方程 求 出 用 


三 在 & 
We ga, 
x Cn Qu 


为 此 需要 ”个 除法 .把 四 代入 其 下 ”一 工 个 方程 中 的 每 一 个 都 需 
要 做 ”个 乘法 消去 必 并 作出 带 未 知 数 wa,，…, zn 的 n 一 1 方程 
组 总 共 需 要 吧 个 乘法 及 除法 ， 允 续 这 些 计算 , 求 到 用 消去 法 来 算 


出 全 部 值 w(j 一 二 …, 允 所 需要 的 乘法 与 除法 为 号 (202 十 9n 一 下 


次 . 比较 这 两 个 结果 。 对 解 五 个 方程 的 方程 组 在 第 一 种 情况 中 需 
要 2885 次 乘法 及 除法 ,而 在 第 二 只 要 75 次 . 
对 十 个 方程 的 组 的 运算 次 数 将 相应 地 为 《10? 一 1)10!1 十 10 必 


360,000, 000 及 加 (8.10+9.10-5) 一 475。 可 见 计 算 工 作 的 分 


基 可 能 强烈 的 依 扣 于 计算 方法 的 选择 。 当 筹划 计算 工作 的 时 候 合 
理 地 选择 方法 往往 能 够 大 大 缩减 工作 量 、 


82. 最 简单 的 计算 辅助 工具 ? 


囊 最 老 的 计算 辅助 工具 为 数学 表 。 最 简单 的 表 , 例如 乘法 
表 以 及 对 数 与 三 角 枉 数值 的 表 ， 当然 读者 们 都 是 很 熟悉 的 。 在 实 
际 的 事业 中 需要 求解 的 问题 的 范围 是 不 断 地 扩张 的 ， 新 问题 常常 
应 用 新 的 公式 来 解 ,或 者 会 引致 新 的 函数 , 因此 必需 的 表 的 个 数 经 
常 在 增加 。 

每 一 个 表 不 管 它 的 构造 如 何 总 含有 早先 做 出 的 结果 ， 它 作为 
一 种 特殊 的 数学 记 亿 .印刷 的 或 手 抄 的 表 是 专 供 人 来 查阅 使 用 
的 .但 也 可 以 担 到 特殊 形式 构成 的 表 , 例如 在 特殊 的 穿孔 卡 上 的 
表 。 它们 适宜 于 计算 机 工作 上 的 应 用 , 但 磁 到 这 种 表 的 机 会 少 得 
多 ,所 以 我 们 不 预备 讨论 它 。 

最 普 记 的 是 函数 数值 才 。 假 如 函数 9 与 一 个 变量 有 关 ， 那 
么 对 应 于 它 的 最 简单 的 表 具 有 形式 


了 D 本 节 描 述 最 简单 的 计算 工具 及 机 器 。 近代 快速 计算 机 的 叙述 贸 待 第 十 四 新。 
出 于 篇 幅 的 眼 制 我 们 也 没有 涉及 图 解法 。 
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be] 为 (17) 


2 ea 





这 所 请 一 个 进口 的 表 *. 从 中 能 够 直接 取出 所 列 = 值 的 对 应 值 ， 
未 列 出 的 z 所 对 应 的 值 利 用 各 类 氮 值 公式 求 得 ， 关 于 这 些 公式 在 
第 十 二 章 已 提 到 ”， 常 常 在 表 上 适当 地 附 以 除 函 数值 之 外 的 一 些 
输 助 量 的 利 , 这 些 量 体 插值 容易 完成 。 通常 这 是 一 次 或 二 次 差分 
的 值 。 更 特殊 的 丧 需 要 特殊 地 用 慎重 选 定 的 捅 什 公 式 , 并 在 表 中 
列 入 适当 的 数据 . 

当 二 元 函数 w 一 (z, 办 列表 的 时 候 它 的 值 通常 编 为 两 个 进口 
多 及 攻 的 表 中 , 其 图 形式 如 





(17) 





这 种 表 的 每 一 列 就 是 一 个 进口 表 , 而 表 (17”) 是 许多 形 如 (17) 的 表 
的 结合 ， 照 例 二 元 函数 表 的 分 量 往往 比 具 有 相同 独立 变量 步 长 的 
单元 函数 由 的 容量 要 大 得 多 。 由 于 这 点 二 元 函数 的 列表 比 起 单元 
函数 来 就 少 得 多 。 

下 面 莘 单 的 计算 说 明 表 的 篇 幅 当 变量 个 数 增加 时 可 能 增长 多 
快 . 设 痪 列 四 元 函数 /Ke, w% 2% 站 的 表 ， 并 且 每 一 个 独立 变量 总 
3 于 丙 占 的 列 可 能 委 长 。 在 外 时 中 为 了 安 轩 它 ,把 它 分 成-- 系 小 民 , 并 把 小 股 甩 
某 种 方式 编组 ， 然 而 在 这 种 情况 下 仍旧 称 均 为 一 个 进口 的 - 

2) 照例 , 表 上 值 xs 全 少 插值 就 访 氮 杂 ,a 取得 相 丙 使 近 就 全 容易 对 插值 速度 的 


出 求 可 能 是 很 不 相同 的 , 供 射击 岂 的 表 非 常 项 望 省 位“ 一 限 ” 几 平 诈 刻 就 能 完成 . 在 提 
高 了 精确 度 供 科学 计算 用 的 到 中 就 容许 需要 一 系列 运算 狗 插 入 ， 
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共 取 100 个 值 . 设 函数 需要 用 较 低 的 准确 度 来 计算 一 -只 要 三 位 
有 效 数 字 . 假若 在 这 种 条 件 下 单元 函数 被 列 成 表 , 整个 数值 家 由 
一 百 个 三 位 数组 成 , 就 很 容易 被 安置 在 一 页 纸 上 . 

但 在 四 个 进口 的 数 表 中 对 于 函数 了 将 与 a, y, z, + 值 的 组 合 
100* 有 间 祷 多 的 了 值 ， 由 此 容易 合计 出 来 表 要 占 300 多 卷 书 这 么 
大 的 箱 编 . 

由 于 表 非 常 元 繁 的 绿 故 ， 多 元 函数 只 在 其 少 而 特别 简单 的 情 
况 下 才 被 列表 .在 最 近 几 年 才 开始 系统 地 研究 几 类 多 元 函数 ， 对 
于 它们 能 够 编 出 进口 数 小 于 独立 变量 个 数 的 表 ， 同 时 开始 了 研究 
一 些 规律 使 这 类 表 的 结构 能 够 尽 可 能 地 简单 一 些 ， 

举 出 这 种 函数 的 最 简单 的 例子 . 

设 需 列 出 @, y, z 三 元 函数 &% 的 表 , 该 函数 具 下 列 结 构 

uf[p(®, 9), q. 
显然 ,假如 引进 辅助 变量 1~gp(w, 9y) 并 把 4 表 作 复合 函数 
w=f lb 2), 
t=p(s, 切 ， 
则 用 两 个 具有 两 个 进口 的 数 玫 就 够 了 . 

为 了 便于 运用 这 些 表 , 它们 可 以 用 下 面 的 方法 稍 合 起 来 。 研 

究 函 数 tp(o, 切 并 关于 y 解 此 方程 

y=$(%, t), 
原则 上 说 来 ， 对 于 函数 一 p(w, 只 或 y=D(w, 办 中 的 哪 一 个 列表 
都 是 一 样 的 ， 但 就 其 中 第 二 个 画 数列 卖 对 我 们 更 方便 些 。 对 函数 
Y= 史 (%, 们 及 w=f(t, 动作 两 个 具有 两 个 进口 数 玫 , 并 把 它们 结合 
为 如 下 的 者 








求 对 应 于 给 定 值 n， yy, 如 的 值 可 进行 如 下 找 出 记录 著 
数 &m 的 一 列 ， 并 沿 着 它 移动 找到 值 ys( 或 接近 于 它 的 什 ), 党 水 平 
线 对 着 它 的 就 是 对 应 的 上 值 . 假如 沿 这 个 水 平 线 更 向 前 移动 ， 那 
么 在 4 列 我 们 找到 需要 的 从 == (zy, zw) . 

在 这 个 例子 里 ， 利 用 两 个 具有 两 个 进口 的 岩 以 及 简单 的 运用 
规律 就 是 以 代替 一 个 具有 三 个 进口 的 表 . 

利用 各 种 把 家 缩短 的 可 能 性 使 得 在 某 些 情况 下 焉 少 表 的 简 帕 
比 起 进口 数 等 于 独立 变数 个 数 的 表 来 , 表 的 篇 幅 要 减少 到 几 十 、 儿 
百 甚至 几 千 倍 . 

台式 计算 机 .几乎 和 数学 表 同 样 古老 的 计算 工具 为 各 种 计算 
设备 ， 它 们 在 古代 希腊 就 被 应 用 了 。 在 苏联 早 就 出 现 了 算盘 ， 并 
且 现 在 仍 广泛 地 应 用 着 . 

最 初 的 一 些 计算 机 模型 是 在 十 七 世纪 让 巴 斯 卡 、 莫 尔 兰 德 及 
莱 布 尼 芯 所 做 的 ， 从 那 时 起 机 器 被 多 次 改变 及 改进 ， 在 上 世纪 末 
叶 , 尤 其 在 本 世纪 初 它们 得 到 大 大 的 推广 . 

我 们 只 讨论 在 某 些 类 型 的 机 器 上 ， 并 尝试 说 明 它 们 放 提 供 的 
加 速 计算 的 可 能 性 。 我 们 从 小 的 或 台式 通用 计算 机 开始 .无 论 构 
造 如 何 它们 中 闻 的 每 一 种 都 专 为 执行 完成 四 则 运算 ， 并 且 采 和 除 
法 是 用 多 次 按 位 的 加 及 减法 来 完成 的 . 

这 种 机 器 初期 典型 的 模型 是 大 家 很 熟悉 的 具有 奥 得 纳 轮 的 奥 
得 纳 欧 算术 计算 机 ( 图 2)。 在 安置 机 构 上 数 的 排 置 是 由 每 一 个 数 
位 上 的 排 数 杆 运 动 到 所 需 数 的 刻度 上 来 完成 的 ， 做 加 法 时 被 加 数 
排 在 安置 机 构 上 , 然后 把 据 民 转 一 图 就 输送 到 结果 计数 器 上 , 在 此 
它 自 动 的 加 到 那儿 已 有 的 数 上 去 。 减 法 由 氮 璧 在 反方 向 旋转 来 进 
行 。 季 法 由 被 于 数 排 在 安置 机 构 上 ， 然 后 在 乘 数 的 每 一 位 上 把 它 
多 次 相 加 来 完成 . 例如， 乘 上 姑 就 相当 于 被 末 数 五 次 相 加 , 然后 
把 被 入 数 移 进 一 位 再 四 次 相 加 . 

对 于 数 的 除法 被 除数 应 该 放 在 结果 计数 器 上 ， 然 后 从 它 把 除 
数 多 次 按 位 相 减 就 求 得 了 商 、 结 果 由 播 柄 在 每 位 的 回转 次 数 来 决 
定 。 并 且 能 够 在 计算 机 的 回转 次 数 计量 器 上 读 测 . 


3356。 























我 们 简单 地 回忆 了 在 算术 计算 机 上 的 计算 顺序 ， 只 是 为 了 给 
出 以 后 改进 台式 机 的 更 明显 的 方向 。 某 一 些 改进 的 日 的 在 于 使 得 
机 器 更 方便 些 ， 而 不 改变 它 的 结构 原则 上 的 设计 。 这 类 的 改善 例 
如 电动 的 算术 计算 机 ， 可 以 加 速 宙 器 的 工作 并 解除 了 计算 员 转 动 
扎 栖 的 劳动 . 
为 了 加速 及 简化 数 在 安置 机 构 上 的 排 置 引进 了 触 键 结构 。 数 
267» 
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字 的 安置 不 是 由 杆子 周转 一 定 刻度 数 来 完成 的 ， 而 只 要 单单 压 一 
压 相 应 的 键 就 行 。 已 经 造 出 这 样 的 自动 计算 机 , 在 它 上 面 工作 的 
于 局 共 算 员 只 机 安置 被 运算 的 数字 然后 压 一 下 技 钮 指示 要 完成 四 
种 运算 中 的 哪 一 种 (图 3) 留 下 的 事情 不 用 人 来 过 问 ， 机 器 自动 
做 完 ， 台 式 计算 机 的 改善 也 保证 了 它们 工作 速度 的 大 大 提高 ， 以 
至 于 在 最 完善 的 机 构 上 乘法 的 结果 只 要 在 开动 机 器 后 一 秒 乌 就 可 
得 到 ， 机 器 工作 的 进一步 加 快 显然 是 多 余 的 ， 因 为 计算 员 哺 已 执 
行 安 续 数 字 及 记录 结果 的 操作 需要 比较 长 的 时 间 . 

分 析 计算 机 及 继 电 式 机 器 ”分析 计算 机 是 造 出 来 为 统计 计算 
以 及 为 了 财政 与 工业 核算 上 用 的 ， 它 们 是 专 为 进行 大 量 同一 类 型 
不 复杂 的 计算 用 的 ， 对 于 执行 技术 及 科学 上 的 计算 它们 就 不 太 方 
使 ， 这 是 因为 运算 的 “记忆 "容量 非常 小 以 及 对 它们 作出 计算 的 程 
序 的 可 能 性 是 有 限制 的 。 虽然 有 这 些 缺 点 ， 直到 快速 电子 机 出 现 
以 前 分 析 计 算 机 在 复杂 及 大 其 的 计算 中 仍 被 相当 广泛 地 多 用 ， 只 
要 当 计 算 能 化 为 不 大 的 一 系列 能 被 大 量 完成 的 运算 ， 

分 析 计算 机 的 交 被 记录 在 穿孔 卡片 上 (图 分 。 利用 在 确定 位 
置 上 打 和 孔 的 办 法 在 卡片 上 引入 数码 及 符号 .卡片 被 送 进 机 器 里 通 
过 一 列 电 刷 子 。 在 电 刷 子 下 面 车 经 过 卡片 上 打 穿 了 的 孔 ， 它 就 使 
电路 妇 合 并 使 机 器 的 这 一 部 件 或 那 一 部 件 开始 工作 . 

机 器 总 是 成 套 地 工作 , 并且 每 套 至 少 由 下 列 机 器 组 成 . 

穿孔 器 一 一 作为 在 卡片 上 打 孔 之 用 ， 机 器 有 手 按 的 键盘 并 以 
打字 机 的 速度 进行 工作 . 

分 类 器 一 一 用 来 把 卡片 按 次 序 分 堆 ， 它 们 该 按 那 种 次 序 被 引 
进 计 算 机 中 去 .工作 的 速 诬 是 每 分 钟 450 一 650 张 卡片 . 

再 生 穿 孔 器 或 再 生 器 一 一 把 打 穿 的 孔 从 一 些 卡片 上 移 到 吨 一 
些 上 ， 比 较 两 堆 卡 片 并 焦 一 定 的 标 要 在 其 中 进行 选择 .工作 的 速 
度 大 约 每 分 钟 100 张 卡 片 . 

列表 器 (图 只 一 一 执行 加 法 及 减法 运算 , 此 外 还 印 出 计算 结 
果 ， 每 小 时 可 以 加 工 6 一 9 千张 卡片， 

委 积 穿孔 器 ( 倍 积 矣 ) 一 一 把 数 相 加 、 相 减 及 社 采 . 结果 以 卡 
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图 5 


片上 穿孔 的 形式 给 出 来 .在 对 6 一 7 位 的 数 进行 工作 时 每 小 时 可 
以 完成 700 一 1, 000 个 乘法 . 

分 析 计 算 机 工作 起 来 是 比较 慢 的 .假如 粗略 地 估计 它们 能 够 
完成 的 工作 量 , 那么 可 以 说 上 列 一 套 分 析 计 算 机 能 够 代替 12 一 18 
个 台式 自动 计算 机 .试制 更 快速 的 计算 机 器 的 最 初 努力 的 结果 就 
是 , 继 电 起 机 咽 , 它 是 基于 运用 电力 机 械 的 继 电 冉 而 做 成 的 .这 种 
机 器 的 工作 速度 大 约 比 分 析 计 算 机 的 工作 速度 要 大 十 倍 ， 但 是 更 
大 的 优点 却 在 别 的 方面 ， 继 电 式 机 器 能 执行 复杂 的 计算 程序 并 且 
具有 非常 灵活 的 控制 。 这 使 得 大 大 推广 了 可 以 在 机 器 上 解 的 技术 
与 科学 问题 的 范围 ， 但 是 几乎 在 继 电 机 器 出 现 的 同时 就 创造 了 第 
一 批 用 程序 来 控制 的 电子 计算 机 ， 在 这 种 机 器 上 它 使 工作 速度 得 
到 进一步 的 跃进 。 转 移 到 电子 技术 上 来 时 增加 速度 的 可 能 性 有 多 
大 ， 可 以 依据 下 列 数字 来 判断 : 电子 管状 态 改变 所 需 的 时 间 是 用 
百 万 分 之 一 秒 作为 单位 来 测量 的 . 

连续 式 数学 机 器 ” 连 半 式 数学 机 是 一 种 这 样 构造 的 物理 系统 
(机 械 构造 、 电 路 等 等 ), 使 得 在 系统 的 连续 改变 的 参数 (位 移 、 回 转 
争 . 电 流 .电压 等 等 ) 之 闻 能 实现 那样 的 数值 关系 , 正如 所 需求 解 的 
数学 问题 中 的 二 之 间 的 数值 关系 一 样 。 这 类 机 器 常 称 为 模拟 机 . 
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每 个 连续 式 的 机 器 是 专用 来 解决 某 一 小 类 向 题 的 . 

机 器 给 出 的 解 的 精确 度 与 零件 制造 的 质量 、 机 器 的 装配 、 调 
整 、 工 作 中 的 惯性 误差 等 等 有 关 。 根据 长 期 运用 机 器 的 经 验 断定 
这 种 机 器 通常 能 够 给 出 解 中 2 一 3 位 正确 的 有 效 数字 . 在 这 一 方 
面 模拟 机 就 大 大 的 赶不上 数字 计算 机 ， 后 者 在 原则 上 具有 无 限 的 
计算 精确 度 . 

连续 式 机 器 的 重要 性 质 为 它们 便于 解决 大 最 的 同一 类 型 的 问 
题 ， 此 外 ,它们 常常 能 够 比 数 字 计 算 机 以 快 得 多 的 速度 给 出 解答 
来 .它们 主要 的 优越 性 是 在 许多 场合 中 更 便于 引入 问题 的 初始 数 
据 , 并 且 得 到 的 结果 表 为 更 方便 的 形式 . 

存在 很 多 种 形式 的 模拟 机 。 许多 问题 可 以 模拟 , 并 且 它 们 的 
每 一 个 都 可 能 用 几 种 方法 来 模拟 ， 便 如 利用 机 械 或 电 的 结构 以 及 
别 的 办 法 ， 可 以 创造 一 些 机 缆 或 机 器 的 部 件 来 模拟 个 别 的 数学 运 
算 , 例 如 加 法 、 笑 法 、 积 分 法 、 微 分 法 等 等 。 各 种 计算 公式 也 可 以 裤 
拟 ,例如 ,制造 计算 多 项 式 值 的 以 及 函数 在 调和 分 析 中 的 传 氏 系 数 
的 机 器 ， 同 样 可 以 制造 模型 ， 用 来 复制 数值 的 或 函数 的 方程 ， 从 
完全 不 同 领域 的 问题 之 间 多 种 相似 之 处 导致 同样 的 微分 方程 。 方 
程 的 同一 性 使 得 , 例如 ,可 能 用 所 来 次 拟 热 的 现象 而 热 工 问 题 就 用 
电 的 测 基 的 办 法 来 解 , 毫 无 恬 问 这 爱 有 利得 多 , 因为 电 的 测量 比 热 
的 精确 并 且 实 行 起 来 要 容易 得 多 . 

由 于 模拟 机 数量 很 多 要 想 用 几 行 字 不 仅 不 可 能 来 描述 机 器 本 
身 ， 甚 至 也 不 可 能 描述 它们 的 结构 原理 ， 为 了 使 读者 对 如 何 模拟 
数学 问题 具有 初步 概念 ， 我 们 将 提供 两 个 简单 数学 机 器 的 概要 的 
描述 ,其 中 的 一 个 用 来 求 函 数 的 积分 , 另 一 个 则 用 来 求 拉 普 拉 斯 方 
程 的 近似 解 之 用 - 

阻力 积分 仪 (图 6) 正如 它 本 身 的 名 称 记 示 , 是 用 来 求 函数 的 
积分 用 的 . 它 靠 磨擦 力 的 作用 来 工作 。 结构 原 理 的 示意 图 如 图 7， 
其 中 1 一 一 积分 仪 的 机 座 ,2 一 一 水 平地 安置 着 的 带 有 轴 的 阻力 盘 ， 
3 一 -- 阳 力 小 轮 ， 即 小 轮 有 压 平 的 边 系 并 生 不 仅 能 够 沿 着 盘子 深 
动 , 而且 在 垂直 于 滚动 平面 的 平面 星 移 动 . 零件 4 与 所 组 成 了 蛙 旋 


361 。 


机 构 , 机 伯 上 的 螺丝 幅 二 与 携 莹 小 纶 的 支架 和 连接 着 , 假如 螺旋 的 
架 距 记 作 加 由 当 螺旋 回 
转 角度 时 小 轮 在 图 形 的 
平面 上 移动 距离 p 一 hy， 
设 盘 的 二 转 dx 角度 . 
此 时 小 轮 于 的 镁 般 点 移动 
了 pda 弧 长 ， 假 如 小 轮子 
无 滑动 的 灌 着 盘子 滚动 ， 
则 小 办 的 回转 角 就 等 于 
do- 员 an 一 站 ya 


假设 盘子 的 轴 从 角度 oo 
开始 旋转 并 且 小 轮 的 初始 
回转 角 是 由。 由 上 式 积分 
之 求 得 

pgo= 各 via 

取 定 角 度 y 及 a 之 间 适 当 的 关系 之 后 ， 我 们 存 广泛 类 别 的 馆 
况 中 何以 用 限 力 积分 仪 米 计 算 向 分， 利用 积分 机 风 许 多 误 分 方程 
就 可 能 用 机 械 方法 求解. 

我 们 举 出 第 二 个 例子 ， 设 在 平面 上 给 定 区 域 Q, 它 由 曲线 7 所 
限定 ， 需 要求 函数 风 它 在 区 域内 满足 拉 普 拉 斯 方程 

和 

而 在 回路 ! 上 取 给 定 的 值 





二 一 了 
作 正 方 网 格 点 
we D0 bh, Ye—Yyot+kh, b=0, 土 二 二 2，…， 
而 区 域 人 本 身 用 由 正方 形 组 成 的 多 边 形 来 代 兰 .相应 地 回路 1 用 
折线 来 代替 . 把 边界 值 了 及 了 转移 到 折线 上 去 ， 未 知 函数 4 在 结 
点 (zi yx) 上 的 值 表 作 we， 在 全 中 求 拉 普 拉 斯 方程 近似 解 道 常 以 
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在 区 碟 的 记 有 内 点 上 应 该 薄 足 的 代数 方程 组 来 代替 它 : 
Ns 


为 了 求解 此 方 年 组 可 以 
作 下 列 电 网 模型 .在 平面 上 
作 二 向 度 导 电网 络 ， 电 路 图 
如 图 8。 结 点 间 的 电 也 认为 
是 一 样 的 ， 候 设 在 网 络 区 域 
的 边界 结 点 加 上 数值 等 于 这 
些 结 点 上 边界 值 的 电压 。 它 
们 在 网 络 的 记 有 内 点 上 也 引 
起 了 电压 . 在 结 点 《wg) 上 
的 电压 所 作 Der， 若 在 结 点 
(@y 约 运 用 克 希 黎 夫 定律 , 则 显然 在 这 结 皮 上 应 该 清 足 方程 

OU + Ort Ud) + Ua Us) 


+ (Usra— Us,x)] =0, 
它 与 上 而 所 示 对 应 的 方程 组 只 是 写法 形式 上 不 同 而 已 。 代 瘤 方程 
组 解 的 值 在 网 格 的 结 点 上 旋 该 与 电压 Uy 相 一 致 ， 并 且 能 够 从 此 
杰 型 上 用 普通 电学 测量 的 办 法 求 得 . 
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第 十 四 章 ”电子 计算 机 


§1. 电子 计算 机 的 功用 和 基本 工作 原理 


数学 方法 广泛 地 应 用 在 科学 与 技术 中 ， 可 些许 多 重要 问题 的 
解 都 与 巨 最 的 计算 有 关 , 因此 当 利用 消 通 手 播 计算 机 进行 计算 时 ， 
这 些 问 题 实 际 上 是 不 可 能 得 到 解决 的 ， 以 空前 的 速度 进 行 计 算 的 
电子 计算 机 的 出 现 ,在 应 用 数学 解决 物理 学 力学 天文学、 化 学 等 
最 重要 问题 方面 实现 了 一 个 变革 。 

现代 的 通用 电子 计算 机 在 一 秒 钟 内 能 完成 成 千 .上 万 次 算术 和 
人 逻辑 运算 , 它 可 以 代替 几 万 和 几 十 万 计算 人 员 的 劳动 ， 利用 这 样 
的 速度 来 计算 , 例如 ,炮弹 的 弹道 计算 速度 就 比 炮弹 本 身 飞行 的 速 
上 度 要 快 得 多 . 

除了 能 以 高 速度 进行 算术 及 汐 辑 运算 外 ， 同 一 台 通用 计算 机 
还 能 够 解决 各 式 各 详 的 问题 .这 种 计算 机 在 木质 上 是 一 种 新 的 工 
具 , 它 不 仅 能 大 大 地 提高 劳动 生产 率 ,而且 也 能 解决 过 去 被 认为 是 
不 可 能 解决 的 问题 . 

在 许多 场合 下 必须 快速 进行 计算 ， 才 能 使 所 取得 的 结果 具有 
实际 的 价值 。 这 点 在 对 次 日 的 可 千 的 天 气 预报 的 例子 中 是 显 而 易 
见 的 .用 人 工 计算 一 尽 夜 的 可 靠 天 气 预 报时 需要 几 天 几 夜 的 时 间 , 
显然 在 这 种 计算 速度 下 所 得 的 结果 便 失 去 了 实际 的 价值 ， 应 用 电 
子 计算 机 做 天 气 预 报 的 计算 便 能 完全 并 及 时 地 解决 这 个 问题 - 

快速 电子 计算 机 “在 苏联 科学 院 精密 机 械 及 计算 技术 研究 记 
中 所 试制 出 的 快速 电子 计算 机 (B30) ,就 是 这 种 机 器 的 一 个 例子 
(图 了, 此 计算 机 在 一 秘 钟 内 平均 能 完成 八 千 至 一 万 次 算术 运算 . 
不 能 不 提醒 一 下 ， 一 位 有 经 验 的 计算 员 利 用 手 播 计算机 在 每 一 班 
内 ( 八 小 时 ) 只 能 完成 二 于 次 算术 运算 。 这 样 一 来 ,一 台 计算 机 在 
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图 1 B90M 电子 计算 机 的 全 多 


儿 小 时 内 能 完成 的 计算 是 一 位 有 经 验 的 计算 员 一 辈子 也 做 不 完 
的 .这 人 台 机 器 能 代 殖 由 儿 万 人 组 成 的 计算 大 军 ， 光 是 为 了 容纳 这 
些 人 ,就 得 需要 有 几 十 万 平方 公 尺 的 房屋 . 

在 这 台电 子 计算 机 的 运行 期 间 已 经 解决 了 科学 与 技术 的 不 同 
领域 的 大 芋 问 题 , 由 此 为 国家 节省 了 儿 亿 卢布 ， 我 们 举 几 个 例子 . 

在 国际 天 文 历 方面 ， 几 天 内 计算 出 了 太阳 系 内 约 七 百 个 小 行 
星 的 运行 轨道 , 并且 考虑 到 了 木星 与 土星 对 它们 的 影响 ,确定 了 它 
们 在 十 年 内 的 坐标 , 准确 地 算出 了 它们 每 隔 四 十 天 所在 的 位 置 , 从 
前 这 种 计算 需要 一 个 大 计算 局 几 个 月 的 工作 ， 

在 根据 地 区 测 地 图 数据 来 制 地 图 时 需要 解决 具有 大 其 未 知 数 
的 代数 方程 组 .具有 800 个 方程 的 问题 大 约 需 要 进行 二 亿 五 千 万 
次 算术 运算 , 这 个 问题 在 电子 计算 机 上 不 到 二 十 小 时 便 解 决 了 . 

在 计算 机 上 计算 出 了 用 来 决定 运河 最 陡 的 而 又 不 声 散 的 侧 而 
的 各 种 形式 的 换算 麦 ， 因 面 能 使 得 在 水 为 工程 建设 中 节省 大 最 物 
质 和 时 间 . 从 前 有 I5 个 计算 员 一 起 工作 ,试图 解 出 这 个 问题 的 一 


366 。 


个 方案 ， 但 经 过 几 个 月 的 光景 也 没有 成 功 . 在 电子 计算 机 上 症 个 
方案 的 计算 花 了 不 到 三 小 时 . 

在 机 器 上 可 以 反复 试验 这 种 或 那 种 问题 的 解 的 多 种 方案 ， 并 
从 中 选取 最 合适 的 一 种 、 这 样 便 能 够 决定 桥梁 的 最 有 利 药力 学 结 
构 , 找 出 机 票 、 喷 气 发 动机 、 涡 轮机 叶片 的 最 佳 形 式 等 等 . 

实际 上 计算 的 无 限 准确 性 能 够 使 我 们 在 电子 计算 机 上 算出 各 
种 各 样 的 科学 和 技术 用 的 奏 , 为 了 使 得 在 B39CM 上 计算 出 具有 五 
万 个 弗 兰 涅 尔 积分 值 的 表 , 只 用 一 小 时 . 

电子 计算 机 在 解 远 辑 问题 方面 的 运用 ”电子 计算 机 除了 解数 
学 问题 外 ,也 能 解 还 辑 问题 ,例如 利用 计算 机 可 以 把 文献 从 一 种 语 
言 翻 译 成 另 一 种 语 育 ， 在 这 种 情况 下 , 机 器 中 所 存 销 的 将 不 是 数 
学 而 是 代 赴 辞典 的 单词 和 个 别 的 词汇 、 








图 2 先 产 间 讽 子 
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计算 机 通过 原文 中 的 单词 与 冬 典 "中 的 音 词 相 比 较 找 出 所 需 
要 的 单词 ， 然 后 计算 机 利用 以 程序 形式 记录 下 来 的 语法 和 句法 
规则 对 所 找到 的 单词 进行 “加 工 ”, 按 格 、 数 、 时 等 变化 单词 , 并 将 它 
安放 在 句子 中 的 适当 地 位 ， 最 后 将 译文 印 在 纸 上 .， 为 了 达到 成 功 
的 翻译 ， 要 求 语言 学 家 与 数学 家 在 编制 程序 方面 付出 大 量 和 细致 
的 劳动 . 

在 苏联 科学 院 已 经 编制 了 用 来 把 科学 技术 文献 从 英文 译 成 俄 
文 的 试验 性 字典 和 程序 , 并 于 1955 年 底 在 B3CM( 此 计算 机 并 不 是 
专门 为 了 竹 译 而 设计 的 ) 上 做 了 第 一 次 翻译 试验 (图 2) , 

做 为 试验 ， 在 B9CM 上 成 功 地 解决 了 复杂 的 还 辑 问题 ， 例 如 
象棋 问题 .对 象 模 游戏 的 全 面 分 析 在 现代 电子 计算 机 上 是 做 不 到 
的 , 因为 游戏 中 有 巨 量 的 可 能 组 合 . 当 采用 近似 法 时 ,模子 可 以 用 
点 数 来 估 值 , 例如 皇帝 一 一 一 万 点 , 皇后 一 一 一 百 点 保 侈 一 -五 
十 点 等 等 。 此 外 , 对 个 别 的 局 势 因 素 , 例如 开 线 、 重 卒 等 也 以 适当 
的 点 数 来 估 值 ， 计 算 机 经 过 一 连 囊 的 测试 选取 那样 一 个 方案 ， 它 
在 一 定 的 步 数 内 对 于 对 方 的 任意 的 回 棋 给 出 最 佳 的 点 数 关系 .但 
是 ,由 于 有 大 量 的 可 能 组 合 , 解 不 得 不 局 限于 比较 少 的 步 数 的 测试 
中 , 因此 不 能 考虑 到 棋 赛 的 战略 部 署 . 

电子 计算 机 的 基本 工作 原理 ”现代 的 电子 计算 机 是 电子 自动 
著 置 的 一 个 复杂 的 组 合 , 在 机 器 内 运用 了 电子 管 , 铸 虞 体 元 件 、 阴 
极 射线 管 .磁性 元 件 、 光 电 管 、 电 阻 、 电 容器 以 及 其 它 无 线 电 技 术 零 
件 . 

算术 运算 是 用 电子 计数 线路 以 非常 快 的 速度 来 执行 的 ， 这 些 
电子 计数 线路 组 成 为 运算 器 (图 8). 

为 了 保证 高 速 计算 光 和 作对 数字 进行 快速 的 算术 运算 是 不 够 
的 .因此 在 计算 机 内 但 个 计算 过 程 完全 自动 化 ， 选 取 所 需 数字 以 
及 制定 对 数字 做 运算 的 一 定 的 次 序 也 部 自动 地 完成 . 

需要 做 运算 的 数 以 及 计算 的 中 间 钴 果 都 应 该 存储 在 机 器 内 . 
用 来 做 存储 数字 的 装置 一 -“ 夺 储 器 ”一 一 能 够 选取 任 一 个 所 需要 
的 将 ,以 及 拷 收 计算 站 洒 . 存 储 器 药 容量 , 即 它 所 能 存储 数字 的 数量 
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图 9 电子 计算 饥 基 本 邢 件 的 概 扰 图 


在 很 大 的 程度 上 决定 着 机 器 对 解 各 种 各 样 问 题 的 应 用 的 灵活 性 . 

在 现代 的 电子 计算 机 内 存储 器 的 容量 为 1,000 一 4,000 个 数 ， 

在 电子 计算 机 内 控制 器 执行 下 列 操作 ， 从 存储 器 选 到 所 需 的 
数 ,对 这 些 数 需要 进行 的 运算 , 向 存储 器 传送 结果 和 向 下 一 步 操作 
转移 等 ， 在 计算 程序 和 原始 数据 被 送 入 计算 机 之 后 ， 控 制 器 便 可 
保证 计算 过 程 的 完全 自动 化 . 

为 了 往 机 器 内 输入 原始 数据 和 计算 程序 以 及 为 了 将 结果 印 在 
纸 上 , 在 计算 机 内 设 有 专门 的 输入 峰 和 输 册 器 。 

在 机 器 上 进行 计算 时 必须 对 所 取得 结果 的 正确 性 大 信心， 也 
就 是 必须 检查 所 进行 过 的 计算 . 计算 正确 性 的 检查 或 由 专门 的 检 
查 朵 来 实现 ， 或 通过 适当 的 程序 设计 用 逻辑 和 数学 检查 方法 来 实 
现 ,这 种 检查 的 最 简单 例子 就 是 “双手 计数 ”, 即 两 次 计算 并 比较 所 
得 的 结果 . 

在 着 手 解 这 种 或 那 种 问题 之 前 必须 了 解 所 研究 过 程 的 物理 实 
质 ,并 将 问题 表 为 代数 公式 、 微 分 或 积分 方程 或 其 它 的 数学 关系 的 
形式 . 在 应 用 仔细 研究 过 的 数值 分 析 方 法 时 ， 几 乎 什么 时 候 都 可 
以 把 这 样 的 问题 化 为 一 连 些 的 算术 运算 , 这 祥 一 米 , 最 复杂 的 问题 
也 都 可 用 算术 四 则 来 解决 . 

在 手 算 时 要 执行 随便 娜 一 种 算术 运算 时 , 必须 取 两 个 数 , 对 它 
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们 进行 给 定 的 算术 运算 , 并 写 出 所 得 的 结果 , 这 个 结果 或 者 用 在 进 
一 步 的 运算 中 , 或 者 就 是 所 求 的 答案 . 

在 电子 计算 机 内 所 执行 的 也 就 是 这 些 运 算 ， 机 器 的 存储 器 化 
分 为 一 系列 的 存储 单元 , 所 有 的 单元 都 篇 有 一 个 番号 , 为 要 选取 某 
一 个 数 时 ,必须 给 出 “存储 这 个 数 的 单元 的 番 叶 . 

为 要 执行 随便 圭 一 个 算术 运算 时 ， 必 须 给 出 两 个 存储 单元 的 
硕 号 , 由 此 选取 两 个 数 , 给 出 对 这 些 数 记 需要 进行 的 操作 和 一 个 这 
该 接 收 记得 结果 的 单元 的 番号 .用 一 定 的 代码 形式 来 表示 的 上 述 
任务 便 称 为 “指令 ”。 

因此 , 问题 的 解 就 等 于 顺序 执行 一 系列 的 指令 .。 这 些 指令 组 
成 一 个 计算 程序 , 它 通常 也 存储 在 上 面 提 到 的 存储 器 里 . 

计算 程序 , 即 指令 的 集合 , 是 事先 由 数学 家 们 制定 的 , 计算 程 
序 可 保证 在 解 题 时 所 必须 的 算术 运算 的 一 定 序 列 . 

为 求 得 问题 的 解 许多 问题 要 求 几 千 万 甚至 于 几 亿 次 算术 运 
算 、 因 此 在 电子 计算 机 内 采用 了 这 样 一 些 方法 ， 即 是 用 相当 少数 
的 原始 指令 来 完成 大 量 的 算术 运算 . 

除了 执行 算术 运算 的 指令 外 ， 在 电子 计算 机 内 也 规定 有 实现 
温 辑 运算 的 指令 , 例如 , 利用 比较 两 数 的 大 小 来 从 进一步 计算 的 两 
种 方案 中 选取 一 种 . 

程序 的 指令 以 及 原始 数据 以 约定 的 代码 形式 写 出 .通常 用 穿 
和 孔 的 方法 记录 在 穿孔 卡片 或 穿孔 带 上 ， 或 以 记录 代码 脉冲 的 形式 
记录 在 磁带 上 , 然后 把 这 些 代码 送 进 计 算 机 并 转 至 存储 器 , 以 后 机 
器 便 自动 地 执行 所 给 的 计算 程序 . 

计算 结果 也 同样 地 记录 下 来 ， 例 如 以 代码 防 冲 的 形式 记录 在 
磁带 上 。 特殊 的 译 码 印刷 装置 把 记录 在 磁带 上 的 代码 变 为 数字 并 
把 它们 印 为 表格 形式 ， 

在 电子 计算 机 上 以 非常 快 的 速度 执行 复杂 的 计算 工作 能 在 脑 
力 劳动 的 领域 内 提供 节省 ， 这 种 节省 如 同 从 前 在 体力 劳动 方面 采 
用 机 喘 生 产 所 提供 的 节省 . 当然 , 根据 先 由 人 规定 的 程序 进行 工 
作 的 电子 计算 机 本 身 就 没有 创造 的 可 能 性 ， 因 此 应 用 机 器 的 目的 
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不 是 用 视 器 代 堆 人 . 

宅 子 计算 机 在 科学 研究 机 关 、 设 计生、 计划 机 构 中 的 广泛 应 用 
对 解决 国民 径 济 问题 开辟 了 无 限 的 可 能 性 . 

在 计算 机 的 工作 原理 、 构 造 及 其 应 用 和 操作 的 进一步 发 展 的 
事业 中 在 工程 师 和 数学 家 的 面前 呈现 着 宽广 的 远景 . 

电子 计算 机 在 人 的 手中 是 一 个 有 力 的 工具 .这 些 机 器 对 于 正 
在 建设 共产 主义 社会 的 国家 的 意义 是 难于 估计 的 。 


§2. 在 快速 电子 计算 机 中 的 
程序 设计 和 代码 的 编制 


程 六 设计 的 基本 原理 1。 在 电子 计算 机 上 进行 计算 时 必须 
将 问题 近似 解 的 所 选取 的 数学 方法 表示 为 一 连 串 的 算术 运算 ， 这 
些 运算 的 实现 在 机 器 上 是 由 计算 程序 来 保证 的 , 前 面 已 经 说 过 , 计 
算 程序 是 由 一 系列 的 指令 组 成 的 . 当然 , 如 果 对 每 一 个 算术 运算 都 
规定 一 条 指令 , 则 计算 程序 将 非常 庞大 , 其 至 于 只 是 把 它们 写 下 来 
所 需 的 时 间 就 将 几乎 等 于 人 工 执行 这 些 算 术 运 算 时 所 项 的 时 间 ， 
区 此 在 程序 设计 时 力求 用 比较 少数 的 指令 米 保证 大 量 算术 运算 的 
执行 . 
为 了 朵 明 指 令 的 结构 与 编制 程序 的 方法 我 们 用 一 个 最 简单 的 
例子 来 研究 在 人 工 解 题 时 所 需 执 行 的 那些 操作 ， 
我 们 详 述 一 下 用 欧 拉 方法 解 带 下 列 已 知 初始 条 件 的 一 价 微 分 
方程 的 例子 。 
ay, yl GD 
根据 这 个 方法 , w 位 的 整个 幅度 被 划分 为 等 长 的 区 同 如 一 为 
在 每 一 个 区 间 的 极限 内, 假定 微 商 鱼 的 值 不 变 并 且 等 于 此 区 间 
起 点 的 敏 商 信 ， 在 此 条 件 之 下 ,对 于 第 区 同 的 运算 按 下 列 公 式 
进行 : 
了 实际 上 党 微分 方程 的 数值 解 是 用 更 复杂 的 和 更 准确 的 公式 来 求 的 
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(BE)~e 
4 一 (型 )h 一 (aDy 
Sr 一 名 十 4 
os 一 二 


做 完 第 区 间 的 计算 后 转 至 计算 第 +1 区 问 . 计算 从 已 知 
的 初始 值 xu, yo 开始 .运算 的 序列 见 家 1。 


寄 1 用 欧 拉 方 法 解 方程 (1) 所 必需 的 运算 








(ah) (3) -1 
(Da-1+ (Dy 

(9)a-+th 

印 出 所 得 之 什 z+1 

印 出 所 得 之 值 + 

对 二 和 必 的 新 但 量 饼 运 算 ,从 运算 号 郁 工 开始 . 
当 2 法 到 值 r。 时 , 计算 结 来. 


在 人 工 计 算 时 只 用 了 前 三 个 运算 ， 而 其 祭 的 运算 并 不 明 写 下 
来 而 是 自然 地 默认 的 ， 例 如 对 下 一 区 间 开 始 重复 计算 的 指令 以 及 
结束 计算 的 指令 等 等 , 在 机 器 上 计算 时 所 有 这 些 运算 (运算 4 一 7) 
都 要 正确 地 规定 出 来 . 这 样 一 来 ,在 机 器 上 除了 执行 算术 运算 外 , 
还 应 该 规定 有 控制 运算 (运算 4 一 7). 控制 运算 或 者 具有 完全 确定 
的 性 质 ( 如 运算 4 和 有 辐 , 或 者 具有 依赖 于 所 得 结果 的 条 件 性 质 ( 例 
如 运算 6 和 7)。 因为 后 两 种 运算 彼此 是 联系 着 的 (需要 执行 其 中 
之 一 ), 所 以 在 机 器 上 最 后 两 个 运算 综合 为 一 个 (比较 运算 )， 它 的 
形成 如 下 : “如 果 值 <<m， 册 必须 从 运算 工 起 重复 计算 .如 果 值 


也 1 在 “计算 ”" 栏 里 括 导 内 的 数字 标明 对 于 运算 应 选取 吧 一 个 运算 的 结果 ,例如 : 
在 第 一 运算 (第 一 行 ) 中 , 堪 要 用 对 上 一 区 间 (8) 3-t 执行 第 二 运算 (第 二 行 ) 时 所 取得 的 
值 冬 上 什 op; 在 第 二 运算 中 需要 将 对 前 一 区 间 (2)w: 进行 运算 所 得 的 值 加 上 对 本 区 间 
(Ds 进行 第 一 运 四 所 得 的 值 。 

在 开始 计算 时 在 “ 弟 定 值 ” 栏 内 对 运算 3 及 3 必须 列 出 原始 值 yo 及 zo。 
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2z>>om, 则 必须 停止 运算 ”。 因 此 , 进一步 的 计算 序列 将 依赖 于 在 计 
算 过 程 中 记得 的 现行 值 = 的 大 小 . 

2、 对 表 工 内 算术 运算 的 研究 证 明 : 为 要 执行 任意 一 个 算术 
运算 必须 指出 应 该 对 数字 进行 哪 种 运算 , 应 该 取 哪 些 数 , 应 该 把 慌 
得 的 结果 送 到 包 里 去 ， 因 为 这 个 结果 在 进一步 的 计算 中 还 会 用 得 
E 

数码 保存 在 机 器 的 存储 器 内 , 因此 应 该 指出 相应 单元 的 番号 : 
应 该 从 哪里 取 数 和 往 哪 里 送 结 果 . 这 样 便 形成 了 最 自然 的 “三 地 
址 指令 系统 ”, 

在 三 地 址 指令 系统 内 代码 的 一 定 的 位 数 用 来 标明 运算 ， 即 给 
出 运算 ， 也 就 是 指出 对 于 数 记 要 进行 的 运算 (运算 码 ) ， 指 令 码 以 
外 的 数位 分 为 三 个 相等 的 小 组 , 称 为 “指令 地 址 《图 多, 第 一 地 址 
码 指出 一 个 存储 单元 的 番号 , 从 此 选取 第 一 个 数 , 第 二 地 址 码 指出 
一 个 存储 单元 的 番号 , 从 此 选取 第 二 个 数 , 而 第 三 地 址 玛 指出 频 接 
收 所 得 结果 的 存储 单元 的 番号 . 


第 一 地 址 和 = 地 二 | 第 三 地 址 


图 4 指令 的 三 地 直系 较 结构 

用 来 控制 计算 过 程 的 指令 码 也 可 以 用 三 地 址 系统 来 表示 、 例 
如 ,“ 送 数 付 印 ” 的 指令 在 运算 码 中 应 该 有 表示 这 一 操作 的 番号 ; 在 
第 一 地 址 内 一 一 付 印 的 数 记 在 的 存储 单元 的 番号 ， 在 第 三 地 址 
内 一 一 印刷 装置 的 番号 (在 第 二 地 址 内 不 放 代码 ) .决定 计算 过 程 
的 这 样 或 那样 进程 的 指令 叫做 “比较 指令 ”. 这 个 指令 的 运算 码 指 
出 必须 比较 两 个 数 , 这 两 个 数 的 番号 在 第 一 及 第 二 地 址 内 标 出 . 如 
果 第 一 数 小 于 第 二 数 ， 则 必须 转 至 执行 其 番号 在 比较 指令 第 三 地 
址 中 所 指明 的 指令 , 如 果 第 一 个 数 大 于 或 等 于 第 二 个 数 , 则 在 完成 
本 指令 后 必须 转 至 执行 按 番号 版 序 的 下 一 指令 。 

指令 码 和 数码 一 样 也 都 保存 在 机 器 的 存 傅 器 里 , 并 且 , 如 采 在 
没有 关于 变更 计算 进 称 的 指令 (例如 在 有 比较 运算 ) 时 ， 它 们 是 按 
番号 蜂 序 一 个 好 着 一 个 的 . 
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我 们 考 奶 一 下 ， 方 才 分 析 过 的 例子 的 计算 程序 是 怎 梓 的 . 假 


定 存储 单元 内 的 数码 分 本 如下: 
数值 。 响 在 第 二 单元 内 
数值 。 及 。 在 第 213 单元 内 
数值 ”me ”在 第 13 单 元 内 
数值 多 在 第 14 单元 内 
数值 y 在 第 二 单元 内 
操作 单元 是 第 16 单元 5。 


根据 上 表 我 们 得 到 下 面 的 计算 程序 ( 胡 2)。 
家 2 用 欧 拉 方 丢 解 方程 人 的 计 外 各 序 












附 注 





dy ai) 

Wit dy 

rt 二 

将 zx 本 在 第 一 部 打印 装 办 上 

将 yrs 印 在 第 一 部 打印 装 交 上 

如 果 2<ze， 则 转 至 指令 座 导 如 
Se 则 转 至 下 一 指令 , 中 指令 


计算 与 束 






指令 码 保存 在 存储 器 内 (在 我 们 考虑 的 调子 中 为 单元 1 人. 
保存 在 存储 器 的 第 一 单元 内 的 指令 进入 机 器 的 控制 器 ， 按 照 这 个 
指令 执行 染 法 , 用 第 15 存储 单元 的 数 乘 上 第 11 单元 的 数 , 即 算出 
量 4 一 《ah)ys， 所 得 的 结果 送 至 第 16 操作 单元 。 这 个 运算 完成 
后 ， 在 储 吕 的 按 番 号 顺序 的 下 一 个 单元 ， 即 第 二 单元 内 的 指令 进 
入 机 器 前 控制 器 , 按照 这 一 指令 求 得 旺 驴 ta 一 儿 十 ds 它 被 送 至 第 
15 单元 , 即 是 代 其 原来 的 值 % 同样 按 第 3 指令 求 得 z 的 新 值 ; 第 
和 和 第 5 指令 对 于 “及 4 的 新 得 的 值 实现 印 出 ， 第 6 指令 决定 计 


力 放置 在 计算 过 程 中 所 得 的 中 色 伞 的 革 元 称 为 工作 单元 - 
4. 


Lt 


算 过 程 的 进程 。 按照 这 个 指令 将 位 于 第 革 单元 内 的 数 与 位 于 第 
13 单 元 内 的 数 进 行 比较 , 即将 所 得 前 昔 zm%+1 与 最 终 值 om 比较 , 如 
果 全 Ha<azm， 则 对 下 一 区 间 必 须 重复 计算 ， 即 回 到 起 始 的 指令 -上 ， 
在 此 情况 下 就 是 第 一 指令 。 当 第 一 数 小 于 第 二 数 时 亡 应 该 转 到 的 
指令 号 码 在 比较 指令 的 第 三 地 址 中 指出 如果 计算 已 达到 mx+z 
wm。， 则 比较 指令 向 按 番号 顺序 的 下 一 指令 , 即 第 7 指令 转移 ， 它 终 
止 计算 过 程 . 

在 计算 开始 以 前 应 该 往 存储 器 引进 指令 码 ( 送 入 单元 1 一 7)， 
常数 码 ( 送 入 单元 二 一 13) 以 及 初始 数据 ， 即 是 初始 秆 zo 和 hp( 送 
入 单元 14 和 16 内 ). 

在 完成 第 一 区 间 的 计算 后 在 第 址 和 了 5 单元 内 已 经 由 em 及 
和 妇 代 蔡 了 wo 及 y， 它 们 就 是 下 一 区 间 的 起 点 的 变量 值 . 这 样 一 
来 , 在 重复 程序 的 同样 一 些 指令 时 就 可 完成 下 一 区 间 的 计算 等 等 . 

上 述 的 例 于 可 证 明 ， 由 于 循环 地 重复 一 系列 的 沿 令 俩 能 以 比 
较 短 的 程序 完成 大 量 的 计算 .程序 个 别 段落 的 循环 重复 方法 是 在 
编制 解 稻 程 序 中 广泛 地 运用 的 . 

38， 另 一 个 常用 的 能 大 大 缩短 程序 的 方法 是 自动 地 变更 茶 些 
指令 的 地 址 ， 我 们 用 计算 多 项 式 的 册子 来 解释 这 种 方法 的 实质 ， 

设 需 要 计算 出 多 项 式 

Y=a0 T+ a tam as ts+ a -+ass+ae 
的 值 . 在 计算 机 上 进行 计算 时 将 此 多 项 式 卖 为 形式 
gg 一 (((((cez 十 oz 十 oa]ja 十 qa)z 十 oh)2 十 az)2 十 ca 
是 比较 方便 的 . 设 系数 值 co 一 ce 分别 放 在 存储 单元 20 一 26 内， 
值 zx 放 在 第 31 存储 单元 内 .用 显 易 的 方法 编制 的 计算 程序 如 表 3. 

我 们 清楚 地 看 到 ， 在 程序 内 乘法 运算 与 加 法 运算 是 交 蔡 进行 
的 . 除了 第 一 指令 外 , 其 余 的 一 切 乘法 指令 都 是 一 样 的 : 即 是 用 位 
于 第 31 单元 的 数 去 乘 位 于 第 27 单元 内 的 数 , 而 把 结果 送 至 第 27 
单元 . 一 切 加 法 指令 都 具有 相同 的 第 一 及 第 三 地 址 ， 当 由 一 个 加 
法 指令 向 下 一 所 法 指令 转移 时 , 第 二 地 址 内 的 单元 香 号 加 一 : 在 第 
二 撒 令 内 从 第 24 单元 取 数 ,在 第 四 指令 内 从 第 22 单元 取 数 等 等 . 
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表 3 多 项 式 的 计算 竹 序 








am 
Govt-ar 
(oortads 
《az 十 of)Z 十 am 
《(aez 十 ai)2 十 aa) 和 
(aurt a)s+ar ri 
《((acz 二 ol) 二 ca)z 十 oa) 
《((aer 十 oz)zT 二 oa)z 十 aa)2 十 人 4 
《(((aos 二 olz 十 oa)m 十 oa)z 十 ad)z 
((((gortaD)s+ 0%)s+ ra) s+ 0s) s+ ag 
{(((((aortaDst+6%)s+o)s+o) r+) 

y=(((((aort+ad)e+ ortos)sto) s+) +a 























如 果 能 保证 自动 改变 加 法 指令 第 二 地 址 内 的 单元 番号 ， 便 能 
大 大 减 缩 计算 程 序 。 指令 码 保存 在 适当 的 单元 内 , 并 且 可 以 把 它 
们 看 成 是 一 些 数 。 在 这 些 数 上 加 以 适当 数 时 ， 便 可 以 实现 指令 地 
址 的 自动 改变 。 当 利 用 这 种 方法 时 ， 多 项 式 的 计算 程序 将 有 家 4 
的 形式 。 


表 4 多 项 式 的 计算 程序 





时 码 





运 算 三 第 一 地 址 第 二 地 址 第 三 地 地 





时 淹 
尼 广 
| ww 号 名 





第 一 指令 是 用 来 把 第 20 单元 的 数 转 送 至 第 27 单元 ， 以 便 得 
到 标准 化 的 乘法 指令 。 完成 第 2，8 指令 后 ， 即 得 值 cz 十 az， 为 
要 做 下 一 步 计 算 必 须 事 先 把 加 法 指令 (第 3 指令 ) 的 第 二 地 址 加 十 
这 正 是 由 第 4 指令 来 执行 的 .按照 这 个 指令 选取 位 于 第 3 单元 的 
数 , 即 选取 正好 需要 的 加 法 指令 (第 3 指令 ), 并 且 在 这 个 数 上 加 以 
存储 在 第 28 单元 内 的 量 。 为 使 得 第 3 指令 内 的 第 二 地 址 加 一 , 则 
必须 在 第 28 单元 内 存储 一 个 量 ; 

运算 码 第 一 地 址 第 二 地 址 第 三 地 址 
a es 1 es 
这 样 一 来 , 在 完成 第 4 指令 后 就 得 第 3 指令 的 下 列 值 : 
运算 码 第 一 地 址 第 二 地 址 第 三 地 址 
加 法 27 22 7 
新 得 的 值 存储 在 第 8 单元 内 , 代替 加 法 指令 的 原 有 值 . 

得 到 加 法 指令 的 新 值 后 , 便 可 以 从 乘法 运算 , 即 第 2 指令 开始 
重复 计算 . 为 此 目的 我 们 有 第 5 比较 指令 ， 这 个 指令 将 第 3 单元 
内 的 新 指令 与 存储 在 第 29 单元 内 前 量 相 比 较 ， 第 29 单元 内 保存 
如 下 的 量 : 

运算 码 第 一 地 址 第 二 地 址 第 三 地 址 
加 法 27 好 27 

这 个 比较 最 初 给 出 ， 第 一 个 是 (第 3 单元 中 的 ) 小 于 第 二 个 量 
《在 第 29 单元 中 的 ), 于 是 计算 过 程 转 至 在 比较 指令 第 三 地 址 中 所 
示 的 第 2 指令 . 因此 将 自动 地 重复 乘法 指令 (第 2 指令 ) 与 加 法 指 
令 ( 第 8 指令 )， 并 且 每 当 执行 一 次 加 法 指令 第 二 地 址 内 的 单元 番 
号 便 加 一 (由 指令 4 来 完成 ). 

这 个 循环 的 重复 将 一 直 进行 到 加 法 指令 (第 3 指令 ) 的 第 二 地 
址 达到 27 为止 ， 因 而 须 进行 六 次 循环 ， 此 对 第 3 指令 有 下 列 形 
式 : 

把 算 码 第 一 地 址 第 二 地 址 第 三 地 址 
加 法 2 2 7 
即 指令 码 将 与 第 39 单元 内 所 有 的 数 相 同 。 此 时 比较 指令 (第 五 指 
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令 ) 将 察觉 到 , 保存 在 第 3 与 第 29 单元 内 的 量 烛 等 , 于 是 计算 过 程 
转移 到 按 番 号 顺序 的 下 一 条 指令 上 , 即 第 6 指令 。 到 此 多 项 式 的 
计算 便 告 结束 . 

以 程序 来 实现 一 些 沸 令 地 址 中 的 单元 番号 的 自动 改变 方法 在 
解 各 种 各 样 同 题 时 被 广泛 地 采用 着 。 它 与 循环 重复 方法 相同 ， 都 
能 使 我 们 有 可 能 以 相当 少数 的 指令 来 实现 极其 大 量 的 计算 . 

4， 除了 我 们 所 考虑 的 三 地 址 指令 系统 外 , 在 许多 计算 机 里 还 
采用 单 地 址 指令 系统 ， 在 采用 单 地 址 系统 时 , 每 一 条 指令 内 除了 
运算 码 外 ,只 含有 一 个 地 址 。 为 要 对 两 个 数 执行 运算 以 及 把 所 得 
结果 送 至 存储 器 , 则 需 三 条 指令 ; 这 一 条 指令 从 存储 器 中 选取 一 个 
数 , 并 送 至 运算 器 , 第 二 条 指令 选取 另 一 个 数 , 并 对 此 二 数 执行 所 
规定 的 运算 , 第 三 条 指令 将 所 得 结果 送 至 存储 器 . 在 计算 时 所 得 的 
结果 往往 是 要 用 在 下 一 次 算术 运算 中 的 ， 在 此 情况 下 便 无 须 将 所 
得 结果 送 至 存储 器 , 因而 在 作 下 一 次 运算 时 无 须 选取 第 一 个 数 , 因 
此 在 采用 一 地 址 指令 系统 时 ， 程 序 的 指令 数量 几乎 比 三 地 址 的 指 
令 只 多 一 倍 ， 由 于 一 地 址 指令 所 需要 的 位 数 比 三 地 址 指令 的 位 数 
少 ,所 以 程序 在 存储 器 中 所 占用 的 位 置 在 两 种 报 令 系统 中 大 致 相 
等 (通常 在 采用 一 地 址 指令 系统 时 存储 器 的 每 一 个 单元 内 保存 两 
条 指令 )， 在 比较 机 器 的 工作 速度 时 必须 考虑 到 指令 系统 的 不 同 
特点 。 当 以 相同 的 速度 执行 运算 时 ， 一 地 址 的 计算 机 所 执行 计算 
的 速度 约 比 三 地 址 的 计算 机 慢 一 信 . 

除了 上 述 两 种 系统 之 外 ， 有 些 计 算 机 采用 二 地 址 及 四 地 址 的 
指令 系统 . 

5. 通常 问题 的 解 分 为 几 个 阶段 ,其 中 很 多 阶段 对 一 系列 的 问 
题 而 言 是 共同 的 ， 例 如 , 按 给 定 变 元 计算 初等 函数 , 在 解 常 微分 方 
程 时 按 给 定 导数 确定 画 数 增 量 ， 按 已 算 则 的 被 积 函数 来 计算 定 积 
分 等 . 

显然 , 对 这 种 典型 的 阶段 最 好 一 劳 永 逸 地 制定 好 标准 子 程序 . 
如 果 在 解 题 进程 中 需要 进行 标准 计算 ， 则 应 在 适当 的 器 间 把 计算 
转移 至 一 种 标准 子 程序 上 、 在 标准 子 程序 结束 后 必须 回 到 基本 程 
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序 的 中 断 处 . 

由 于 有 了 标准 于 程序 便 大 大 减轻 了 程序 设计 的 负担 ， 由 于 这 
种 标准 子 杰 序 的 妹 可 (它们 记录 在 穿孔 卡片 或 磁带 上 ) 许多 问题 
的 程序 设计 便 可 化 为 编制 不 长 的 连结 个 别 标准 子 程序 的 基本 程 
序 . 

6. 用 电子 计算 机 解决 需要 数 亿 次 算术 运算 的 问题 . 只 要 在 

一 个 运算 中 出 现 错误 , 便 会 导致 不 正确 的 结果 ”显然 , 在 这 样 大 量 
的 计算 中 进行 人 工 检查 实际 上 是 不 可 能 的 . 因此 检查 的 职能 必须 
由 机 器 本 身 来 实现 ， 有 一 些 用 仪器 检查 运算 的 正确 性 的 方法 ， 并 
县 在 发 生 错 误 时 ,这 种 方法 可 以 自动 地 停止 机 器 。 但 是 这 些 仪 器 
检查 方法 会 导致 仪 疾 的 大 大 增多 ， 而 且 通 常 不 能 包括 机 器 的 一 到 
环节 .由 计算 程序 本 身 直 技 规 定 的 检查 方法 是 比较 有 发 展 前 途 
的 

其 中 的 一 种 检查 方法 就 是 在 人 工 计算 时 所 采用 的 重复 计算 
一 一 “双手 计算 ”和 如果 在 单独 重复 计算 时 得 到 相间 的 结果 ， 则 足 
可 以 证 明 没 有 偶然 性 错误 。 自然, 当 有 系统 性 的 错误 时 利用 这 种 
方法 是 不 能 察 出 的 。 为 要 免除 系统 性 错误 , 在 解 题 之 前 用 机 器 进 
行 答案 为 已 知 的 检查 计算 .这些 计 算 应 该 涉及 到 机 器 的 一 切 环 
节 ,在 检查 计算 中 所 得 结果 正确 时 ， 则 可 证 明 没有 系统 性 的 错误 ， 

除了 “双手 计算 "外 ， 根 据 问题 的 类 型 还 可 以 采用 更 复杂 的 检 
查 方法 , 例如 在 计算 炮弹 的 弹道 时 , 除了 对 相对 速度 的 两 个 分 量 解 
微分 方程 组 外 , 还 可 以 额外 地 求 鲜 整 个 速度 的 微分 方程 ,并 在 每 一 
积分 段 上 按 公式 

锡 一 记 十 好 

进行 检查 ， 当 解 常 微 分 方程 时 ， 除 了 对 积分 步 长 有 进行 计算 外 还 
可 以 对 步 长 3 进行 第 二 次 计算 。 计算 时 这 不 仅 能 保证 没有 个 然 


性 的 错误 , 并 且 也 能 对 积分 段 选择 的 正确 性 予以 估价 。 在 按 递 推 
公式 计算 央 时 ， 有 时 可 以 用 其 它 方法 来 计算 出 一 些 关节 值 ， 关 节 
值 的 正确 出 现 足以 保证 算出 的 中 间 信 的 正确 性 ， 在 一 系列 的 情况 
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中 可 按 所 得 的 结果 之 间 的 差 来 进行 检查 

在 编制 程序 时 ， 必 须 规定 对 于 已 进行 的 计算 这 种 或 那 种 形式 
的 避 辑 检查 . 

数 和 指令 的 编码 ” 数 和 指令 在 机 器 内 用 代码 的 形式 表示 . 在 
大 多 数 的 场合 下 采用 二 进位 计数 制 , 而 不 用 一 般 的 十 进位 制 . 

在 十 进位 制 中 以 10 为 计数 制 的 基数 . 每 一 位 的 数字 可 以 取 
十 个 不 同 的 数值 ， 从 0 到 9. 次 一 位 前 单位 值 为 原 位 的 十 倍 ， 因 
此 在 十 进位 制 中 整数 部 分 可 以 写 为 下 列 形式 

Ni ~ ko10°+h110t+%s 10°+.…+k, 10°, 
这 里 各, ia，… 有 可 以 取 从 0 到 9 中 的 任 一 什 . 

在 二 进位 制 中 以 2 为 计数 制 的 基数 ， 每 一 位 的 数字 只 可 以 取 
两 个 数码 : 0 或 二 次 一 位 单位 值 为 原 位 的 二 倍 ， 因 此 在 二 进位 制 
中 辖 数 部 分 可 以 写成 

Nsa— ko2°+h 21+ .+ ko 2°, 
这 里 ho, ji， …， 有 可取 值 0 或 1. 

在 二 进位 制 和 十 进位 制 中 自然 级 数 的 前 儿 个 数 可 以 写 为 下 列 
形式 

二 进位 制 0 1 10 11 100 101 110 111 1000 1001 1010 
1011 等 等 

十 进位 制 01234567891011 等 等 
非 整 数 部 分 利用 基数 的 负 竺 按 上 述 方式 写 出 , 例如 33/s 在 二 进位 
制 中 写成 

11.001. 

数 从 一 种 进位 制 转变 为 另 一 种 进位 制 是 按 一 定 的 算术 运算 进 
行 的 , 并 通常 是 在 电子 计算 机 上 按 特 定 的 程序 直接 实现 的 . 

对 二 进位 数 做 的 算术 运算 是 与 十 进位 制 中 的 运算 相同 .在 二 
进位 制 中 , 当 某 一 位 的 两 个 1 相 加 时 ， 在 原 位 上 得 0, 而 向 上 一 位 
进 1. 例如 ， 

1010+111=10001. 
在 二 进位 中 情 法 和 除法 比 在 十 进位 制 中 简单 ， 因 为 宋 法 表 被 简单 
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的 乘法 规则 代 其 了 , 也 就 是 只 用 0 或 工 去 乘 某 数 。 便 如， 


1010 (10) 
x 101 (5) 
41010 
0000 
1010 
T10010 (50) 

在 大 多 数 计算 机 内 采取 二 进位 计数 制 的 原因 在 于 利用 这 种 计 
数 制 可 以 大 大 地 简化 运算 器 (主要 是 在 于 执行 乘法 和 除法 运算 )， 
除 此 之 外 , 利用 接 通 的 或 断 开 的 继电器 , 在 某 线路 上 有 或 无 信号 的 
形式 来 表示 每 一 位 的 数字 是 很 方 使 的 (在 二 进位 制 中 每 一 位 数学 
只 可 能 取 两 种 值 ， 0 或 1 

二 进位 数 的 每 一 位 可 以 用 电路 上 有 无 信号 或 继电器 的 状态 的 
形式 来 表示， 在 此 情况 下 每 
一 位 必须 有 自己 的 电 由 或 。 一 一 上 一 
电容 (图 辐 ,而 它们 的 个 数 。 一 一 全 一 jyow 
应 等 于 位 数 (并 行 制 ). 二 进 。 一 一 个 一 一 
位 数 也 可 以 用 时 胶 冲 妈 的 形 》 。 一 一 上 一 
式 来 表示 。 在 此 情况 下 数 的 。 ~ 一 
每 一 位 陋 -一 定 的 时 间 间 晤 沿 。 一 人 一 
一 条 线路 进入 (总 行 制 ). 通  。 人 
过 每 一 位 的 时 间 标志 是 由 整 人 
个 机 器 所 共用 的 同步 及 冲 来 
判定 的 . 


电子 计算 机 分 为 再 种 类型， 人 人 人 人 人 人 人 ， 


并 行 式 计算 机 与 嘻 行 式 计算 » 

机 ， 在 并 行 式 计算 机 中 数 的 图 5 代码 的 系统 

所 有 位 同时 传送 ， 并 且 每 一 (8) 一 一 并 行 的 ;”(b) 一 一 利 行 的 。 
位 都 要 有 自己 的 外 路 .在 中 ee 


行 式 计算 机 中 数 的 传送 是 沿 一 条 电路 进行 的 ， 但 传送 时 间 与 位 数 
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成 正比 、 因 些 并 行 式 计算 机 较 囊 行 式 计算 的 这 凑 快 ， 但 并 行 式 计 
算 机 却 需要 较 多 的 设备 . 

每 一 架 电子 计算 机 都 具有 一 定 的 位 数 。 店 执行 计算 时 所 涉及 
到 的 一 切 数 都 不 得 超过 一 定 的 位 数 ， 自 然 这 时 就 应 该 考虑 到 分 割 
整数 与 小 数 的 小 数 点 的 位 置 . 

在 一 些 计算 机 中 小 教 点 的 位 置 是 配 性 选 定 的 一 一 这 是 定点 制 
的 计算 机 。 通常 小 数 点 固定 在 第 一 个 最 高 位 之 前 ， 即 一 切 数 在 计 
算 中 均 应 小 于 1， 这 点 是 用 选取 运 当 的 比例 方法 来 保证 的 .在 复 
杂 计 算 中 事先 难以 确定 所 得 结果 的 位 数 ， 因 此 选择 比例 时 应 估计 
留 出 一 定 的 保险 位 , 但 这 样 便 降低 了 准确 性 , 或 者 也 可 以 在 计算 程 
序 中 规定 自动 变 比例 法 , 但 这 会 使 管 序 设计 复杂 化 . 

在 某 些 计算 机 中 对 每 一 个 数 都 指出 小 数 点 的 位 置 一 一 这 是 记 
价 法 的 计算 机 ， 或 者 通常 称 为 “ 浮 点 制 ” 计 算 机 ， 指 出 小 数 点 的 位 
扔 该 舍 于 把 数 表 为 数 夫 部 分 和 阶 的 部 分 , 例如 : 

Ww 一 10* Nio 在 十 进位 制 中 ， 

~2 Ns 在 二 进位 测 中 . 
于 是 ， 数 97.35 可 以 表示 为 10…0.9785, 表示 一 个 数 时 在 机 器 上 
应 指出 数 的 阶 (p 或 加 和 它 的 数值 部 分 。 这 时 数值 部 分 的 所 有 位 
金 部 被 利用 , 而 与 数 的 大 小 无 关 , 也 就 是 任意 一 个 数 都 用 全 部 有 效 
数字 来 表示 ， 并 带 有 同样 的 相对 误差 ， 这 样 便 能 湛 高 计算 的 准确 
性 , 特别 在 执行 乘法 运算 的 时 候 更 为 突出 , 并 且 在 大 多 数 的 场合 下 
可 以 避免 特 狐 选择 比例 . 

在 记 阶 法 的 计算 机 中 计算 准确 性 的 提高 和 程序 设计 的 殷 本 简 
化 的 代价 龙 运 算 器 复杂 化 , 主要 的 是 执行 吉 法 和 减法 的 部 分 . 因为 
数 可 能 有 不 同 的 醒 , 所 以 在 做 奶 法 和 减法 之 前 必须 先 对 位 , 并且 在 
对 位 时 含 去 较 小 数 的 低位 数 , 例如 : 

IT0?.0.7587 十 10?.0.3743 一 108.0.7587 十 107-0.0037 
一 10?.0.7624. 

为 适 汪 二 进位 编码 系统 在 定点 制 的 计算 机 中 数 ( 它 小 于 1) 只 

是 用 一 连 串 的 一 进位 符号 来 编码 ; 例如 : 
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好 
.00110110000000=- 125* 


在 浮 点 制 的 计算 机 中 , 代码 的 一 定 部 分 用 来 记录 阶 , 它 也 以 二 
进位 的 记录 形式 编 成 代码 .例如 , 数 可 写成 下 列 形式 ; 


63 -3s.27 ~ 0011.11011000000 
4 . 


此 外 ， 为 要 记录 代数 符号 (例如 “十 ”来 示 为 0 或 “一 "表示 为 1) 通 
常用 一 个 阶 的 符号 位 和 一 个 数 的 符号 位 . 

指令 与 数 都 编 戌 代码 ， 代 码 的 一 定 部 分 用 来 记录 运算 的 番号 
(以 二 进位 制 的 形式 记录 ) 和 每 一 个 地 址 的 单元 番号 . 


8$3. 快速 计算 机 部 件 的 技术 原理 在 电子 
计算 机 上 执行 运算 的 次 序 


在 计算 机 上 按 已 取得 的 里 序 指令 执行 每 一 个 算术 运算 系 分 为 
如 下 阶段 (假定 我 们 考 目的 是 三 地 址 指令 系统 )。 

工 、 从 存储 器 选取 第 一 个 数 ， 并 把 它 送 至 运算 器 (放置 此 数 的 
存储 单元 番号 在 指令 码 的 第 一 地 址 中 指出 ) . 

2， 从 存储 器 选取 第 二 个 数 并 把 它 送 至 运算 器 (单元 番号 在 指 
令 玛 的 第 二 地 址 中 指出 ) . 

3. 运算 器 根据 运算 码 执行 数 的 给 定 运算 . 

和 .所 得 结果 由 运算 器 送 至 存储 器 的 相应 单元 (单元 香 号 在 指 
令 码 的 第 三 地 址 中 指出 ) . 

5 从 存储 器 选取 下 一 个 相继 指令 , 于 是 机 器 着 于 执行 下 一 运 
算 . 

在 机 器 内 指令 码 送 至 “指令 存储 部 件 ”( 图 6B3K) 。 电子 换 接 
器 (9BH) 把 运算 码 的 二 进位 番号 变换 为 控制 电压 ， 并 从 相应 于 给 定 
算术 运算 的 一 条 电路 中 送出 。 这 控制 电压 通过 控制 器 (7s) 准备 
好 对 执行 必要 运算 所 需 的 机 器 电路 . 

为 要 选取 第 一 个 数 ， 指 令 揭 第 一 地 址 (A2) 的 码 沿 地 址 代码 总 











图 6 电子 计算 机 千 构 线路 医 


线 (KIIA) 从 指令 存储 部 件 (B3K) 传 至 存储 器 的 控制 部 件 (Y37)， 
传送 这 个 代码 的 信号 是 由 机 器 的 控制 部 (ya) 发 出 的 ， 第 一 个 数 
是 从 相应 于 被 传送 的 希 号 代码 的 存储 器 单元 中 选 出 的 ， 然 后 它 沿 
代码 总 线 (KIID 进入 运算 器 (Ay) .运算 器 的 输入 电路 的 开放 是 由 
机 器 的 控制 器 (YYa) 发 出 的 相应 信号 来 实现 的 . 

第 二 个 数 也 是 以 类 似 的 方法 选取 的 ， 机 器 控制 器 (yyu) 发 出 
的 信号 把 指令 的 第 二 地 址 (As) 的 码 从 指令 存储 部 件 (B3E) 传 至 存 
储 器 的 控制 部 件 (Y8Y). 从 存储 器 (3y) 中 选 出 的 第 二 个 数 沿 代 码 
总 线 (RI) 送 至 运算 器 (AY). 

运算 器 (Ay) 根 据 预先 已 确定 的 运算 码 对 这 两 个 数 进 行 给 定 
的 运算 。 

为 要 把 所 得 结果 传 至 存储 器 ， 指 令 的 第 三 地 址 玛 (as) 沿 地 址 
代码 总 线 (EIUA) 从 指令 存储 部 件 (B3ED) 传 至 存储 器 的 控制 部 件 
《737) .传送 这 个 代码 的 信号 是 从 机 器 控制 器 (7 了 s) 送出 的 。 根 
据 所 接收 的 番号 选取 存储 器 的 单元 并 将 其 输入 所 路 开放 .选取 数 
或 接收 数 的 状态 是 用 机 器 控制 器 (YYs) 所 发 出 的 信号 来 给 出 的. 

“966° 





由 机 器 控制 器 (7 了) 所 发 出 的 信号 将 所 得 的 结果 从 运算 器 (AY) 送 
到 代码 总 线 (KID 上 , 数 沿 此 条 线 进 入 存储 器 的 已 选 定 的 单元 . 

为 要 选取 指令 在 机 器 中 规定 有 指令 控制 部 件 (YE)， 在 此 部 
件 中 给 出 要 选取 的 指令 的 番号 .通常 指令 是 相继 运行 的 ， 因 此 为 
要 给 出 下 一 指令 的 番号 必须 在 位 于 指令 控制 部 件 (YK) 中 的 数 上 
加 1, 这 点 是 由 机 器 控制 器 来 实现 的 (电路 +1) ， 指 令 保存 在 存储 
器 内 .为 要 选取 下 一 指令 新 得 的 番号 从 指令 控 创 部 件 (YK) 沿 地 
址 代码 总 线 (KJTIA) 传 至 存储 器 的 控制 部 件 (y3y)、 用 来 做 传送 的 
信号 是 由 机 器 这 制 器 (yyYa) 发 出 的 .从 存储 器 (3Y) 中 选 出 的 新 指 
令 沿 代码 总 线 (KEID) 传 至 指令 存储 部 件 (B3K) , 而 这 个 部 件 的 输入 
电路 是 由 机 器 控制 器 的 信号 开启 的 ， 至 此 便 完 成 了 机 器 工作 的 一 
个 循环 ， 在 次 一 个 循环 里 机 可 便 执行 新 接受 的 指令 ， 指 令 按 其 番 
号 的 正常 顺序 可 能 在 执行 比较 运算 , 例如 在 比较 指令 时 得到 破坏 , 
这 种 指令 不 是 执行 某 一 算术 运算 ， 而 是 确定 计算 过 程 的 进程 ， 如 
有 果 第 一 数 小 于 第 二 数 ， 则 必须 转 至 执行 在 第 三 地 址 内 所 指出 的 釉 
号 的 指令 。 如 果 第 一 数 大 于 或 等 于 第 二 数 ， 则 选取 下 一 条 顺序 的 
指令 。 

当 比 较 指令 代码 进入 指令 存储 部 件 (B3K) 时 , 电子 换 接 器 (BK) 
把 运算 码 的 二 进位 番号 变换 为 控制 电压 并 送 至 相应 于 该 运算 的 一 
条 输出 电路 上 .此 控制 电压 准备 好 对 执行 比较 运算 所 需要 的 机 器 
电路 . 

从 存 鳍 单元 (在 比较 指令 的 第 一 和 第 二 地 址 内 指出 的 番号 ) 选 
至 两 数 是 与 在 执行 算术 运算 时 完全 相同 的 ， 两 数 的 比较 可 以 在 运 
算 器 (AY) 内 用 从 第 一 数 减 去 第 二 数 的 方法 来 实现 ,根据 结果 的 
符号 控制 器 (YYn) 或 者 把 下 一 指令 的 番号 码 从 第 三 地 址 (hs) 沿 地 
址 代码 总 线 (KIIIA) 送 到 指令 控制 部 件 (YE) 上 ,或 者 对 位 于 指令 挖 
制 部 件 (电路 十 1) 中 的 数 加 1, 这 点 与 算术 运算 相同 ， 在 指令 控制 
部 件 (YE) 中 确定 出 下 一 条 指令 的 番号 后 ， 从 存储 器 中 选取 指令， 
这 点 也 与 在 执行 算术 运算 时 的 选取 相同 . 

运算 器 和 控制 器 ”电子 计算 机 运 月 电子 安 动 装置 的 现代 工 
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图 7 触发 单元 线路 中 


具 . 基本 上 , 计算 机 的 各 装 署 是 按 粗 略 的 “是 一 一 非 "原则 , 即 是 在 
实质 上 是 有 信号 或 无 信号 的 原则 来 工作 . 正 因为 如 此 电子 线路 中 
的 参数 的 相当 大 的 变化 也 不 会 影响 机 器 工作 的 正确 性 . 

触发 单元 是 电子 计算 机 内 所 采用 的 最 普通 的 元 件 之 一 。 最 普 
通 的 触发 线路 (图 7) 是 两 个 带 有 阳极 电阻 BE 的 放大 器 , 它们 通过 
分 压 器 及 和 Rs 相互 作用 着 .利用 国定 仿 于 (Dex) 的 方法 来 选择 
线路 的 这 样 一 种 状态 , 即 其 中 一 个 电子 管 关闭 , 而 另 一 个 电子 管 开 
放 .， 因为 线路 的 两 半 部 是 对 称 的 , 所 以 任何 一 个 电子 管 都 可 能 被 
关闭 , 即 线路 有 两 种 稳定 的 平衡 状态 实际 上 , 如 果 左 边 电子 管 关 
闭 ， 而 右边 电子 管 开放 ， 则 在 左边 电子 管 (D1) 的 阳极 上 有 高 电 
压 , 而 在 右边 电子 管 的 阳极 上 有 低 电压 (由 于 电子 管 电流 引起 在 阳 
极 电阻 R。 上 的 低压 缘故 ). 这 些 电压 通过 分 压 器 Rs 和 Rs 被 送 到 
另 一 个 电子 管 的 栅 极 上 , 于 是 在 左边 电子 管 的 顶 极 上 就 有 低 电压 ， 
而 在 右边 电子 管 的 杨 极 上 就 有 高 电压 , 在 正确 选择 线路 的 参数 时 ， 
这 些 杨 极 电压 可 使 电子 管 保持 在 给 定 的 状态 中 . 

同样 , 如 果 左 边 电子 管 开放 , 而 右边 电子 管 关闭 , 则 在 左边 电 
子 管 的 阳极 上 以 及 在 右边 电子 管 的 枉 极 上 就 有 低 电压 ， 而 在 右边 
电子 管 的 阳极 上 以 及 在 左边 电子 管 的 凯 极 上 就 有 高 电压 . 

触发 单元 从 一 种 状态 往 另 一 种 状态 的 转换 可 以 通过 二 极 管 加 
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到 电子 管 山 极 上 的 负 脉 冲 来 实现 .如 果 把 灸 脉冲 加 到 左边 电子 管 
的 树 极 上 , 则 左边 电子 管 就 将 截止 , 而 它 的 阳极 电压 将 增 大 , 这 样 
就 会 引起 右边 电子 管 的 祷 极 电 庄 加 大 , 并 以 此 开启 右边 电子 管 . 因 
此 , 稣 发 器 处 于 第 一 个 平衡 状态 (在 左边 的 电子 管 的 及 极 上 有 高 电 
压 ). 优 如 把 负 脉 冲 加 到 右边 电子 管 的 拨 极 上 , 则 触发 器 处 于 别 一 
个 平衡 状态 (在 右边 电子 管 的 阳极 上 有 高 电压 如果 把 负 脉冲 加 
时 加 到 两 个 电子 管 的 硼 极 上 ， 则 每 一 个 负 脉 冲 都 使 触发 器 从 一 种 
平衡 状态 转换 到 另 一 种 状态 . 

当 我 们 把 向 电子 管 栅 极 传送 脉冲 的 电路 看 若是 线路 输入 问 ， 
而 把 阳极 电压 君 做 是 输出 端 时 , 我 们 则 得 到 触发 单元 的 工作 图 表 ， 
如 图 8. 
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图 8 触发 单元 的 工作 图 表 


触发 单元 的 特性 适用 于 电 了 计算 机 的 各 种 装置 .触发 器 的 一 
种 平衡 状态 可 以 标明 代码 “0"， 例 如 在 右 输出 端 (C.o-) 有 高 电压 
寻 ; 而 另 一 种 平生 状态 可 以 标明 代码 “1”, 例如 在 左 输出 端 (U4.) 
有 有 高 电压 时 。 于 是 输入 端 可 以 标明 如 下 ， 瓦 ow 如 av 和 瓦 oe (计数 
输入 端 )、 

在 电子 计 算 机 内 触发 单元 是 用 来 暂时 存储 代码 的 (接收 寄存 
器 ) (图 多， 用 向 所 有 单元 的 零 的 输入 端 上 加 负 脉 冲 (Brur) 的 
办 法 来 事先 将 全 部 触发 单元 置 于 代码 “0” 的 状态 ， 数 码 或 指令 码 
以 负 脉 冲 的 形式 传送 到 触发 单元 的 “1 的 输入 端 . 在 具有 代码 脉 
冲 的 那些 位 上 触发 单元 转换 为 代码 “1* 的 状态 ,并 将 此 状态 一 直 保 

"8837 。 





图 9 出 触 发 单元 组 成 的 接收 寄存 器 的 战 路 


持 到 加 入 炮 灭 脉 串 (wea) 时 为 止 。 在 运算 容 内 接收 寄存 器 用 来 
存储 要 执行 的 指令 码 , 给 出 存储 器 所 需 单 元 的 番号 等 等 . 

另 一 处 采用 龟 发 单元 的 就 是 加 法 线路 ， 在 这 里 每 当 把 负 脉冲 
加 到 十 数 输入 端 (同时 加 到 两 个 输入 端 上 ) 时 ， 利 用 触发 单元 的 特 
性 改变 自己 的 平衡 状态 如果 触发 器 处 于 代码 “0 的 状态 时 , 则 加 
入 的 脉冲 使 触发 器 转换 为 代码 ' 工 "的 状态 ， 假 如 触发 器 处 于 代码 
“全 的 状态 时 ， 刚 加 入 的 脉冲 使 它 转换 为 代码 “0" 的 状态 当 没 有 
脉冲 时 ,触发 器 就 停留 在 原来 状态 。 扔 发 器 的 初始 状态 可 以 看 做 
是 第 一 个 数 的 给 定位 的 代码 ， 而 加 入 的 脉冲 可 看 做 是 第 二 个 数 的 
给 定位 的 代码 ， 因此 不 难 确信 ,触发 瑞 的 性 能 完全 对 应 于 每 一 位 
的 二 进位 加 法 规则 (0+0=0; 0+1 一 J 二 1 二 0 一 上 1+1=10, 即 “0” 
是 在 给 定位 上 , 而 1" 是 向上 一 位 进位 )、 为 了 实现 二 进位 数 的 加 
法 线路 , 必须 保证 从 一 位 往 另 一 位 上 进位 .在 两 个 工 相 加 时 , 即 当 
触发 器 从 代码 “ 革 " 的 状态 转换 到 代码 “0” 的 状态 时 ， 产 生 问 高 位 的 
进位 ， 在 这 种 转换 时 触发 器 左 输出 端 上 的 电压 由 高 变 低 ， 如 果 此 
电压 被 电容 一 一 电阻 电路 微分 时 ， 则 在 电路 的 输出 端 上 产生 负 防 
冲 。 此 进位 脉冲 通过 延迟 线 可 以 进入 上 一 位 的 计数 输入 端 . 

图 10 是 由 触发 单元 组 成 的 最 简单 的 加 法 线路 ， 所 有 的 触发 
单元 都 预先 用 脉冲 囊 -o-( 它 加 到 夫 输 入 端 上 ) 置 于 代码 “0” 的 状态 . 
在 接收 以 负 脉 冲 形式 先入 计数 输入 端的 第 一 个 数 的 代码 时 ， 触 发 
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图 10 由 触 发 单元 组 成 的 加 法 线路 


单元 将 有 相应 于 第 一 个 数 的 代码 的 状态 ， 在 接收 第 二 个 数 的 代码 
时 ,就 进行 二 进位 数 的 逐 位 相 加 , 并 且 在 两 个 1 相 加 的 那些 位 上 产 
生 进 位 脉冲 , 它们 经 过 延迟 时 间 进入 高 一 位 触发 单元 的 计数 输 
入 端 . 这些 进位 脉冲 可 能 使 高 一 位 的 触发 器 从 代码 “1 的 状态 转 
换 成 代码 “0" 的 状态 .这 时 便 又 产生 向 更 高 一 位 进位 的 脉冲 ,在 
最 坏 的 情况 下 , 当代 码 相 加 时 , 所 有 的 位 都 置 于 代码 “1” 的 状态 , 而 
最 低位 从 代码 “1 的 状态 转换 为 代码 “0” 的 状态 ， 这 时 在 每 一 位 上 
都 将 产生 进位 脉冲 ， 并 且 每 个 脉冲 都 要 经 过 延迟 时 间 刀 。 这 样 一 
来 ， 进 位 脉冲 所 通过 的 总 时 间 将 等 于 每 一 位 的 延迟 时 间 (to) 困 上 
所 有 的 位 数 ， 由 钢 发 单元 构成 的 比较 复杂 的 电子 线路 可 以 不 采用 
类 似 的 按 位 进位 , 因此 就 可 以 缩短 加 法 的 时 间 . 

为 了 做 数 的 乘法 , 由 触发 单元 构成 的 运算 器 (图 妞 ) 有 两 个 用 
来 存储 被 薪 数 和 乘 数 (Pu 了 ) 的 接收 寄存 器 和 一 个 加 法 器 (Cuw). 
坑 法 按 下 列 方 式 来 实现 。 乘 数 的 代码 向 右 移 一 位 ， 如 果 彩 数 的 最 
后 一 位 是 代码 “时, 则 在 乘 数 寄存 器 的 右 输出 端 上 产生 脉冲 , 它 
给 到 控制 电路 (电路 十 上 , 此 电路 可 将 代码 从 被 乘 数 寄存 器 送 到 
加 法 器 上 . 然后 在 加 法 器 中 记 取 得 的 部 分 宋 积 向 右 移 一 位 ， 并 且 
重复 上 述 运算 .这样 一 来 在 加 法 器 内 将 累积 部 分 乘积 的 和 .数码 
有 多 少 位 , 这 些 运算 就 要 重复 多 少 次 .在 两 个 有 "mw 个 位 的 数 相 灾 
时 ,乘积 将 有 “2w" 个 位 ， 乘积 的 高 '% "位 放 赤 在 加 法 器 内 .乘积 的 
低 "位 可 以 在 向 右 移 位 时 放 在 乘 数 寄存 器 中 所 空 出 的 位 上 ， 因 
此 乘法 结束 时 乘积 的 低 “w "位 留 在 驰 数 寄存 器 内 . 数码 有 多 少 位， 
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图 11 由 稻 发 单元 构成 的 飞 计 线路 


乘法 时 间 大 约 就 比 加 法 时 间 多 多 少 倍 。 

在 触发 单元 内 代码 的 移 位 技 图 12 所 表示 的 线路 进行 ， 当 把 
移 位 脉冲 (Bem) 给 到 全 部 触发 单元 的 零 输入 端 时 ， 使 它们 轩 于 代 
码 '0" 的 状态 .在 处 于 代码 'd" 的 状态 的 那些 触发 单元 内 产生 进位 
脉冲 , 它们 通过 延迟 时 间 所 ， 使 相 邻 单元 置 于 代码 "的 状态 。 因 
此 每 一 个 加 入 的 移 位 脉冲 都 把 代码 移 一 位 .“ 

由 触发 单元 构成 的 运算 器 也 可 实现 数 的 除法 。 这 种 运算 器 也 
是 由 两 个 接收 寄存 器 和 一 个 加 法 器 组 成 的 。 、 

通常 ， 一 个 由 角 发 单元 构成 的 运算 器 对 执行 全 部 算术 运 竺 和 
滥 辑 运算 亲 讲 是 作为 通用 的 . 





国 123 代码 在 触发 单元 内 移 位 的 线路 


在 电子 计算 机 内 触发 单元 也 用 来 计算 脉冲 的 数量 ， 这 在 一 系 
列 的 控制 线路 中 是 必要 的 . 电子 计数 器 线路 (图 13) 不 同 于 基本 加 
法 器 线路 (图 10) 之 处 仅 在 于 电子 计数 器 的 脉冲 进位 链 内 没有 延迟 
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图 13 由 触发 单元 构成 的 电子 计 效 莉 线 路 


组 ,这样 的 计数 器 可 计 到 "个 咏 溃 (ww 一 一 计数 器 的 位 数 ), 在 这 之 
后 计数 器 的 状态 重复 用 某 种 使 线路 复杂 化 的 办 法 可 以 取得 计 任 


意 数 量 的 脉冲 的 电子 计数 器 《不 等 于 2)， 

为 可 实现 电子 计算 机 次 逻辑 运算 和 控 
制 线路 采用 了 符合 洲 置 ， 反 相 尖 和 二 极 管 
分 离 电路 、 

符合 装 器 控 迎 得 定律 “同一 一 同 ”( 即 
此 又 彼 ) 工 作 ， 即 只 有 在 这 补 请 况 下 , 如果 
在 全 部 输入 端 上 都 有 信号 时 ， 在 此 装置 的 
输出 端 才 产生 信号 ， 反 相 器 是 按 逻 辑 定 律 
“是 一 一 非 ?工作 的 ， 即 如 果 在 输入 端 有 信 
号 , 则 在 输出 端 就 没有 信号 , 并 且 相 反 , 当 
在 输入 端 没有 信号 时 , 则 输出 端 有 信号 . 二 
极 管 分 离 电 路 执行 逻辑 定律“ 或 一 或 ”， 
即 只 要 在 一 个 输入 端 上 有 信号 的 情况 下， 
在 输出 端 上 就 有 信和 号。 

在 计算 机 内 符合 装置 广泛 地 用 来 “ 选 
通 "电气 信号 ， 即 把 信号 送 至 必需 的 电路 
内 .例如 图 14 是 数 的 一 位 的 代码 总 线 , 存 
储 器 单元 的 输入 端 和 输出 端 ， 运 算 器 的 两 
个 接收 寄存 器 的 输入 端 及 加 法 器 的 输出 端 
都 通过 符合 装置 与 代码 总 线 相 连接 . 当 把 
控制 信号 给 到 存储 器 某 个 单元 的 输出 符合 
装置 上 时 ， 我 们 就 把 保存 在 此 单元 内 的 代 
码 传送 到 代码 总 线 上 ， 如 果 于 此 同时 把 入 








图 14 用 符合 柳 置 
控制 信号 的 选 通 
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制 信号 给 到 输入 符合 装置 ， 例 如 第 一 个 接收 寄存 器 的 输入 符合 装 
置 时 , 虽 按 着 代码 总 线 所 传送 的 代码 就 进入 第 一 个 寄存 器 同样 ， 
如 时 把 控制 信号 给 到 加 法 咒 的 输出 符合 装置 时 ， 则 在 如 法 器 内 所 
取得 的 代码 传送 到 代码 总 线 上 .如果 这 时 把 控 鹿 信号 给 到 存储 内 
的 某 一 单元 的 输入 符合 装置 时 ， 则 按 代码 总 线 所 传送 的 代码 送 到 
此 单元 去 。 当然 , 在 把 代码 送 到 存储 单元 或 运算 器 的 接收 寄存 器 
时 , 必须 事先 消除 里 边 原 有 的 代码 . 

在 电子 计算 机 内 用 来 做 “ 选 通 " 电 气 信号 的 符合 装置 的 运用 方 
法 是 很 多 的 , 只 用 上 述 的 一 个 例子 是 不 能 详尽 说 明 的 ， 在 存储 器 、 
运算 器 及 机 器 的 控制 器 内 都 广泛 地 采用 符合 装置. 
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五 -一 在 编 出 端 上 为 低 电 压 ; 了 一 在 输出 端 上 为 高 电压 。 
除了 执行 “ 选 通 " 信 和 号 任务 外 , 符合 装置 能 完成 更 复杂 的 职能 ， 
例如 ， 在 选择 存储 器 的 单元 时 常常 需要 把 以 二 进位 数 的 形式 给 出 
的 单元 番号 转换 为 控制 电压 并 且 直 接送 到 此 单元 内 ， 这 种 任务 古 
由 以 符合 装置 构成 的 电子 换 接 器 来 实现 的 . 图 5 是 有 四 个 输出 
电路 的 电子 换 接 器 线路 ， 单 元 番号 用 两 个 触发 单元 以 二 进位 代码 
的 形式 给 出 这 些 触 发 单元 的 状态 的 四 个 可 能 的 组 合 列 入 表格 5 
内 . 
和 如果 高 电压 对 符合 装置 来 讲 是 控制 信和 号, 则 为 要 在 “0 的 输出 
电路 内 取得 信和 号， 必须 把 符合 装置 的 输入 端 接 到 第 一 和 第 二 触发 
器 的 右 输出 端 上 ， 在 这 种 情况 下 ,只 有 当 触 发 单元 处 于 代码 “00” 
状态 时 ， 在 此 符合 装置 的 输出 端 上 才 产 生 信号 . 同样 , 为 了 在 第 
“输出 端 电路 (代码 “410") 上 取得 信号 , 相应 的 符合 装置 的 输入 端 
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图 5 有 四 个 答 由 电路 的 图 16 一 位 的 半 加 法 全 线路 
曲子 换 按 名 线路 

应 当 接 到 第 一 触发 器 的 左 输出 端 和 第 二 触发 器 的 右 输出 端 上 .。 对 
第 “2”( 代 码 所 0”) 和 第 “3” (代码) 电路 也 按 此 原则 连接 符合 装 
年 ; 

在 很 多 情况 下 为 要 建立 运算 器 常常 同时 采用 符合 装置 ， 反 相 
大 和 分 离 二 极 管 。 对 于 两 个 二 进位 的 逐 位 加 法 同样 也 有 四 个 可 能 
的 组 合 ; 

表 8 








这 些 关 系 的 执行 可 以 由 图 16 所 表示 的 线路 来 实现 .这 样 的 
线路 称 为 “ 半 加 法 器 "。 向 高 位 进位 的 信号 由 符合 装置 (组 合 4) 来 
进行 。 当 输出 端 上 没有 进位 信号 时 , 为 要 取得 和 的 信号 (组 合 2 和 
8) 只 要 在 其 中 的 一 个 输出 端 上 有 信号 就 够 用 了 , 这 可 由 符合 装 转 ， 
反 相 器 和 二 极 管 连接 电路 来 执行 。 在 两 数 相 加 时 ,除了 给 定位 的 
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数字 外， 也 必须 考 起 到 由 前 一 位 转 来 的 进位 。 此 进位 可 以 这 样 来 
考虑 ， 即 是 把 从 前 一 位 传 来 的 进位 重复 加 到 所 取得 的 结果 上 上， 这 
样 一 来 ， 扫 两 个 半 加 法 器 串 连 起 米 便 可 完全 保证 两 个 二 进位 数 的 
一 位 加 法 .一 位 的 加 法 器 线路 也 可 直接 实现 ,只 要 在 研究 可 能 的 
组 合 时 能 考虑 到 由 前 一 个 低位 传 来 的 进位 . 

在 顺序 传送 代码 的 计算 机 内 采 几 由 符合 装置 构成 的 加 法 线路 
最 为 介 适 ,在 此 情况 下 数码 按 一 个 代码 总 线 传送 。 数 的 所 有 位 应 
当 通 过 严格 给 定 的 一 定时 间 间 照相 继 地 进行 。 在 此 场合 下 可 采用 
一 位 的 加 法 器 (图 17) ， 两 数 的 代码 进 到 一 位 辑 头 器 的 两 个 主要 
输入 端 ( 数 是 先 从 低位 传送 的 )。 进 位 的 输出 通过 延迟 线 (3) 进 到 
加 法 融 的 第 三 输入 端 . 延迟 时 间 等 十 脉冲 之 间 的 间隔 时 间 . 于 此 ， 





如 果 数 的 某 些 位 相 加 时 产生 进位 肪 
冲 ， 则 此 脉冲 恰好 在 下 一 个 高 位 的 肪 
冲 到 来 的 朋 间 给 到 加 法 器 的 输入 端 
上 .两 数 相 加 的 时 间 等 于 一 个 数 的 代 
码 的 通过 时 间 . 
图 17 由 符合 装 轩 构 成 在 采用 顺序 代码 时 在 一 位 的 加 法 
的 串 生 加 法 器 线 聊 器 上 也 可 进行 西数 的 乘法 . 这 时 , 数码 
有 多 少 位 , 数 就 必须 在 加 法 器 内 通过 多 少 次 , 即 乘法 时 间 要 比 加 法 
时 间 多 “mw 倍 . 


存储 器 ”计算 机 的 可 能 性 在 颇 大 程度 上 到 决 于 存储 器 的 容 
其， 即 在 计算 机 内 能 够 存储 数 的 数 录 。 现代 的 返 用 电子 计算 机 的 
容量 一 般 为 500 一 4000 个 数 ， 

为 了 保存 代码 可 利用 触发 单元 . 但 是 这 时 的 设备 就 非常 中 大 ， 
因而 几乎 不 采用 这 种 存储 器 . 

在 串 行 式 的 计算 机 内 电 声 条 管 存储 器 得 到 了 普遍 应 用 (图 18), 
电信 号 以 脉冲 形式 进入 管子 输入 端的 石英 晶体 上 石英 品 体 具 有 
使 电 脉冲 转换 为 机 械 振荡 和 相反 的 转 效 的 性 质 。 这 样 一 来, 输入 
的 电信 号 转换 为 机 械 振荡 (超声 波 的 ) 并 使 它 沿 着 管子 以 一 定 速度 
传播 当 信 号 到 达 管 子 的 末端 和 到 进入 石英 的 接收 晶体 时 ， 它 就 








图 芭 用 电 启 管 动态 存储 代码 的 原理 线路 


了 一 矢 管 ; 2 一 一 石英 前 传送 蝇 体 3- 一 石英 的 接收 部 体 
4 一 一 恢复 脉冲 的 形状 ; 5 一 一 咏 冲 放大 

又 转换 为 电 脉冲 . 当 信和 号 经 过 放大 及 恢复 它 的 原来 形状 时 ， 信 新 
把 信号 传送 到 管子 的 输入 端 . 因此 ， 以 脉冲 形式 引入 孙 管 内 的 数 
码 将 无 限期 地 沿 着 管子 循环 ， 为 了 输入 数 , 代码 从 机 器 内 给 到 管 
于 的 输入 潍 上 ， 并 且 同 时 在 此 时 间 则 隔 切 断 管 子 末 端的 脉冲 循环 
电路 .为 了 在 相应 的 瞬间 , 即 当 所 需 代码 到 达 管 子 末 端 时 选取 数 ， 
就 要 开放 能 传送 代码 至 机 器 其 他 装置 的 输出 电路 。 数 的 输入 和 和 给 
出 是 由 相应 的 电子 线路 自动 实现 的 。 通常 为 了 减 缩 设备 ， 在 每 一 
支 条 管内 存储 儿 个 数 。 因此 , 在 选取 数 时 必须 等 待 所 需 的 代码 到 
达 管子 的 末端 为 止 。 在 管子 内 存储 的 数 愈 多 ， 等 待 所 需 数 的 平均 
时 间 也 愈 长 . 

采用 电 声 赦 管 做 存储 内 的 钊 行 式 计 算 机 的 工作 速度 每 秘 钟 大 
约 为 一 二 千 次 运算 、 

经 常 采 用 电信 号 的 磁 记 录 原 理化 存储 器 ， 这 种 原理 类 似 寺 录 
音 方 法 。 记录 或 者 用 磁带 , 或 者 用 狭 有 铁 磁 材料 的 不 断 施 转 的 磁 
鼓 进行 (图 19) 。 磁头 是 沿 磁 鼓 的 纵 线 放置 的 .如果 在 一 定 骨 间 
电流 脉冲 通过 磁头 的 线 丽 ， 则 信号 就 以 剩 磁 形 式 被 记录 在 磁 训 表 
面 的 相应 位 置 上 ， 当 磁 鼓 旋转 时 , 剩 磁场 在 磁头 下 道 过 时 , 将 使 磁 
头 感 应 出 电信 和 号， 它们 经 放大 器 放大 之 后 ， 送 至 机 器 的 其 他 装置 
内 。 矿 鼓 噬 可 用 在 代码 的 品行 传送 系统 中 ， 又 可 用 在 代码 的 并 行 
传送 系统 中 。 但 是 ， 所 声 秒 管 的 缺点 一 一 在 选取 数 时 的 等 待 时 
间 一 一 -不 但 是 磁 喜 记 因 有 的 ， 而 且 程度 还 很 大 ， 因 此 磁 鼓 存储器 
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生性 -一 个， 


国 ]9 磁 鼓 的 原理 图 
1 一 通过 线 图 的 电流 ; 2 一 一 删 磁 ; 8 一 一 读数 时 在 起 聊 内 的 电动 势 ， 





图 20 电子 射 战 管 的 原理 图 
1 一 电子枪; 3 一 一 偏转 板 ; 8 一 屏幕; 4 一 信和 号 板 。” 


一 般 在 速度 镁 慢 的 计算 机 内 (大 约 每 秒 钟 为 几 百 次 运算 ) 采 用 . 但 
是 另 一 方面 , 勤 鼓 能 够 在 少量 的 设备 下 大 大 增加 存储 器 的 容量 , 这 
在 有 时 候 有 本 质 的 党 义 . 因此 在 通用 计算 机 内 除了 快速 (内 ) 存 储 
器 之 外 , 时常 采用 磁 鼓 和 磁带 做 补助 (外 7 存储器 - 

在 并 行 式 的 快速 电子 计算 机 内 采用 电子 射 组 管 〈 图 20) 作 存 
储 器 。 如 果 电 子 射 束 射 到 介质 屏 磊 上 的 某 一 点 上 , 则 在 此 点 上 受 
到 充电 .电荷 将 保存 很 久 , 因而 在 屏幕 上 可 以 记录 数码 ， 读 数 时 ， 
电子 射 束 重新 射 到 廊 需 的 点 上 。 如 果 给 定 部 分 没有 被 充电 , 则 此 


， 396。 


部 分 就 进行 充电 ,并 且 有 电流 脉冲 通过 信号 板 和 输出 放大 器 。， 如 
果 此 部 分 已 充电 , 则 信号 就 不 进入 。 因此 可 以 确定 , 在 给 定点 上 是 
理 记 录 着 信号 ， 在 选取 代码 之 后 必须 使 此 部 分 恢复 原 有 状态 ， 这 
点 是 用 专门 线路 自动 实现 的 . 同 祥 也 必须 周期 地 恢复 所 进行 的 代 
码 记录 ， 以 便 防 止 由 寄生 电子 和 介质 漏电 所 引起 的 电荷 的 较 大 变 
化 . 

通常 ， 在 屏幕 上 容纳 1024(32X32) 或 2048(32 x64) 个 点 .使 
电子 射 东 射 到 所 需 的 点 上 是 用 把 相应 电压 加 到 两 对 偏转 板 上 的 办 
法 来 实现 的 . 

在 并 行 式 计算 机 内 二 进位 数 的 每 一 位 都 有 自己 的 电子 射线 
符 , 而 数 的 选取 是 从 所 有 的 管子 同时 进行 的 ， 选 取 时 间 ( 包 括 整个 
线路 的 工作 ) 可 能 达 几 微 秒 . 

最 近 以 来 用 具有 和 矩 型 磁带 回 线 的 磁性 元 件 作成 的 存储 器 (图 
21) 得 到 了 采用 .如 果 通 过 


线圈 加 正信 号 ， 则 磁 心 就 ) 全 
受到 正 磁化 , 加 负 信号 时 ， 
就 受到 负 磁 化 。 

当 去 挤 信 号 时 ， 磁 心 人 的 电 谍 


仍然 保留 在 磁化 状态 ， 或 
者 是 正 磁化 ， 或 者 是 负 磁 
化 ， 因 此 ， 豆 心 的 状态 可 
标明 所 记录 的 信号 .在 赎 


数 时 ， 通 过 线 图 加 入 一 定 图 1 具有 失 型 各 次回 线 的 
极 性 的 信号 ,例如 正信 号 . 存储 元 件 的 原理 图 
如 时 这 时 磁 心 原 为 负 磁 一 备 入 线 国 2 一 在 出 全 是 ， 


化 ， 则 对 它 进行 反 磁化 (改变 磁 适 ) 并 且 在 输出 线 图 上 感应 出 电动 
势 , 然后 它 由 放大 器 放大 。 如 果 磁 心 的 磁化 原 是 正 的 , 则 不 改变 它 
的 状态 , 并 且 在 输出 线 荐 内 不 产生 信 叶 .于 是 , 可 以 辩 婚 出 , 在 此 
元 件 上 记录 着 甚么 样 的 信号 ， 自 然 在 选取 代码 之 后 必须 恢复 磁 心 
的 原 有 状态 , 此 工作 是 由 专门 线路 实现 的 . 

3207。 


8 4. 电子 计算 机 的 发 展 和 使 用 的 远景 


电子 计算 机 的 应 用 对 现代 科学 和 技术 的 很 多 领域 的 发 展 ， 特 
别 是 对 物理 数学 科学 的 发 展 应 有 巨大 的 影响 .因此 试图 指出 计算 
机 的 进一步 应 用 的 基本 前 途 及 其 对 数学 应 起 的 作用 是 很 适宜 的. 

数学 机 器 运用 领域 的 进一步 扩展 

1 目前 通过 进一步 改善 结构 , 运用 新 的 物理 原理 和 新 型 部 件 
在 制造 快速 计算 机 的 领域 中 有 着 不 断 的 和 重大 的 技术 进步 ， 因 而 
可 以 期待 这 些 计算 机 的 技术 特性 (快速 ,存储 量 ， 工 作 中 的 连续 性 
及 可 靠 性 ) 的 改进 以 及 它们 的 结构 和 操作 的 大 大 的 简化 和 便利 , 这 
样 便 可 保证 这 种 计算 机 的 广泛 使 用 的 可 能 性 . 

计算 机 的 类 型 繁多 也 可 促进 计算 机 的 广泛 使 用 ， 除 了 生产 率 
很 高 的 大 型 计算 机 外 还 有 小 型 的 , 即 是 操作 简便 的 , 任何 科学 及 设 
计 研 究 所 或 工厂 可 以 垩 备 的 小 型 计算 机 ， 除 了 通用 计算 机 外 还 有 
用 来 解 一 定 范围 内 的 问题 的 比较 简单 的 专用 计算 机 ， 除 了 纯 数 字 
计算 机 外 还 制造 一 种 这 样 的 计算 机 ， 即 它 能 按 仪 表 上 的 指数 不 断 
接受 数据 和 以 数字 形式 加 工 数据 以 及 以 曲线 或 参数 形式 给 出 结 
果 , 以 便 控制 与 计算 机 相连 接 的 装置 . 

3， 提高 这 些 计算 机 的 使 用 效率 的 另 一 个 方法 就 是 进一步 的 
改进 程序 设计 的 方法 。 用 8 2 内 所 描述 的 一 般 方 法 只 能 对 比较 简 
单 的 数学 问题 编制 程序 ， 而 编制 大 的 实际 问题 的 程序 还 是 一 件 非 
常 复杂 而 完 长 的 工作 。 使 用 由 对 于 计算 基本 函数 和 执行 某 些 常用 
的 数学 运算 (和 矩阵 反 演 ， 数 信 积 分 ) 而 一 次 编 好 的 标准 子 程序 所 组 
成 的 “图 书馆 "在 某 种 程度 上 可 以 减轻 程 岸 设计 的 工作 , 虽然 如 此 ， 
共 本 程序 与 子 程序 的 编排 , 结果 的 赋 地 址 法 和 改 地 址 , 程序 的 检查 
和 调整 仍 是 一 件 需 要 一 定 技巧 的 相当 复杂 而 宛 长 的 工作 ， 这 种 情 
襄 会 大 大 阻碍 对 电子 计算 机 提交 新 的 工作 . 

在 此 方向 中 有 两 条 进一步 发 展 的 道路 .第 一 是 利用 计算 机 本 
身 自 动 纪 织 程序 ， 即 利用 计算 机 按 专门 的 “设计 程序 的 程序 把 以 
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代码 形式 输入 到 机 咒 内 的 问题 的 基本 公式 和 和 轨 辑 方案 转变 为 铝 
序 . 

第 二 种 方法 是 ， 计 算 机 在 按 某 种 特 吊 的 通用 的 程序 操作 时 ， 
根据 己 输 入 机 器 内 的 , 含有 一 系列 巨大 算 题 (例如 , 解 方程 组 ) 的 总 
的 计算 方案 不 经 编制 详细 的 工作 程序 而 来 直接 分 析 和 执行 运算 , 
同时 保证 结果 的 正确 放置 和 输出 . 

3. 计算 机 在 数学 方面 应 用 中 的 进一步 发 展 是 与 不 仅 在 执行 
数值 运算 而 且 也 在 执行 分 析 运算 时 , 使 用 计算 机 是 有 关系 的 . 

原则 上 , 在 很 多 情况 下 这 种 可 能 性 是 显而易见 的 , 而 且 也 是 完 
全 可 以 实现 的 .比如 说 , 如 果 多 项 式 用 它们 的 系数 列 来 记录 , 则 多 
项 式 的 乘法 和 除法 这 一 类 的 运算 只 是 对 于 系数 列 的 算术 运算 ， 在 
计算 机 上 是 很 容易 编制 程序 的 ， 利 用 确定 的 编码 来 记录 函数 时 ， 
完全 可 能 编 成 按 初 等 沙 数 给 出 (用 同一 编码 记录 的 ) 导 数 ， 即 可 以 
进行 分 析 形 式 的 微分 这样 今后 就 有 可 能 按 固定 方法 (例如 用 等 
级 数 解 微分 方程 组 ) 实 现 解 题 并 完全 实现 分 析 运 算 和 数值 运算 . 因 
此 , 计算 机 可 以 用 来 执行 相当 细致 和 高 水 平 的 脑力 工作 (但 只 能 是 
定型 的 工作 ), 正如 普通 机 器用 来 不 仅 代 园 土 士 而 且 也 代 管 刺绣 工 
的 劳动 一 样 . 

快速 计算 机 对 数值 方法 和 近似 方法 的 影响 当然， 所 采用 的 
各 种 劳动 手段 和 工具 对 工作 方法 本 身 有 影响 .例如 利用 对 数 计 算 
的 三 角 公式 在 使 用 直接 执行 乘法 和 除法 的 计算 机 时 是 不 合适 的 . 
台式 自动 计算 机 的 应 用 使 得 近似 方法 中 的 某 尝 计算 方案 (例如 , 微 
分 方程 中 的 非 差 分 方案 ) 成 为 合适 的 。 

因 上 此， 计算 工具 中 的 那些 根本 改变 和 由 于 电子 计算 机 的 运用 
而 开辟 的 那些 可 能 性 不 仅 使 我 们 对 数值 分 析 方 法 应 给 予 重新 的 信 
价 ， 而 且 在 某 种 程度 上 更 一 般 地 对 数学 的 问题 及 其 应 用 也 给 予 重 
新 的 估价 . 

我 们 列举 几 个 这 方面 的 问题 ， 其 变化 对 这 些 问题 来 讲 是 最 清 
楚 的 . 

数学 表 和 引入 函数 进行 计算 的 其 他 方法 ”首先 电子 计算 机 根 
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本 上 改变 了 数学 才 计 算 的 可 能 性 .从 前 每 年 只 能 制 出 一 种 函数 才 ， 
而 将 来 却 可 制 出 数 百 种 ， 因 而 使 我 们 有 可 能 制 出 一 个 变数 其 至 于 
几 个 变数 的 所 有 基本 特殊 函数 的 完整 而 准确 的 下 来 ， 间 时 家 的 结 
构 也 应 当 有 本 质 的 改变 .在 应 用 快速 计算 机 时 采用 含有 笑 琉 基 值 
而 针对 高 阶 内 播 的 紧 资 表 是 很 方便 的 . 

在 很 多 场 台 下 ， 利 用 其 他 引入 函数 的 方法 一 一 最 竺 近似 法 的 
区 向 多 项 式 , 展开 成 连续 小 数 , 基于 函数 积分 表示 式 的 数值 解 近似 
公式 等 来 代 埠 才 是 更 方便 的 ， 这 些 方法 应 当 导 至 于 给 定 函 数 的 计 
算 程 序 . 

特殊 函数 和 特殊 的 分 析 解 ”特殊 函 数 的 运用 和 最 终 以 分 析 形 
式 构成 解 对 问题 的 定性 研究 , 以 及 对 阐明 它们 特性 (在 数值 解 时 考 
息 这 些 特点 也 是 很 重要 的 ) 仍 保留 自己 的 作用 .对 某 些 大 容量 的 问 
题 它 也 可 能 就 提供 最 经 济 的 数值 解法 ， 但 同时 在 利用 结构 上 复杂 
的 工具 和 特种 函数 来 构成 在 许多 特殊 情况 下 为 可 能 的 准确 解 或 近 
似 解 的 办 法 (从 前 是 为 了 减轻 它 的 计算 而 这 样 做 的 ) 是 没有 充分 根 
据 的 .在 应 用 计算 机 时 以 利用 一 般 的 数值 方法 ， 而 不 用 上 述 分 析 
表达 的 可 能 性 来 求解 可 能 是 更 为 简便 迅速 . 

因此 ， 过 去 为 取得 技术 学 科 和 力学 中 的 某 些 特殊 问题 的 复杂 
的 分 析 形 式 的 解 而 花费 的 巨大 努力 在 很 多 场合 下 将 是 不 必要 的 
TT 

数值 方法 的 选择 ”如 果 认为 由 于 电子 计算 机 有 高 度 的 生产 率 

而 无 须发 展 近似 方法 并 且 可 以 应 用 最 原始 的 近似 方法 ， 这 是 不 正 
确 的 ， 实际 上 , 只 有 在 解 极 简单 的 一 维 问题 才 不 优 赖 于 方法 的 选 
择 一 一 运算 的 次 煞 只 有 几 十 次 或 者 几 万 次 , 一 一 这 样 的 问题 在 电 
子 计算 机 上 只 用 几 秒 或 几 分 钟 就 可 解 完 . 

因为 在 系统 地 解 新 的 , 比较 复杂 的 问题 时 , 一 个 问题 常常 都 需 
要 执行 几 千 万 和 几 亿 次 的 运算 ， 所 以 正确 的 选择 能 够 缩减 运算 次 
数 的 方法 也 是 极其 重要 的 ， 因 此 研究 有 效 的 近似 方法 首先 对 多 维 
的 问题 (多 变数 函数 的 补 插 ， 多 重 积 分 的 计算 ， 非 线性 代数 和 超越 
方程 组 的 解 ， 空 间 积分 方程 的 解 , 偏 微 分 方程 及 方程 组 的 解 等 ) 是 
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有 着 现实 意义 的 . 

同时 对 数值 方法 的 评价 的 看 法 也 大 大 地 改变 了 ， 方 法 是 应 当 
根据 在 宙 雁 内 实现 它们 的 可 能 性 和 通用 性 ， 即 按 其 应 用 的 宽度 和 
大 量 性 来 评价 . 因此 那些 基于 问题 的 局 部 特点 和 计算 者 的 技巧 的 
方法 在 一 定 程度 上 失掉 了 价值. 

能 应 用 于 各 种 各 样 问题 的 通用 方法 , 例如 差分 法 , 变 分 法 , 梯 
度 法 , 迭代 法 , 线性 化 法 等 等 ) 应 当 具 有 最 大 意义 . 

当然 ， 在 选择 数值 方法 及 实现 它们 的 方案 时 应 当 注 意 到 这 种 
方法 是 要 用 机 器 来 实现 的 ， 并 且 有 时 也 应 当 考虑 到 机 器 的 结构 特 
性 ， 特 别 是 最 大 限度 地 利用 内 存储 磊 的 可 能 性 ， 减 少 从 外 部 输入 
的 数据 量 , 执行 中 间 检 查 的 可 能 性 , 问题 的 程序 设计 的 方便 性 更 为 
重要 . 

但 是 不 应 当 认为 ， 在 机 器 内 只 能 实现 以 同一 类 型 运算 为 基础 
的 最 简单 的 方法 ， 程 序 设计 的 广泛 可 能 性 及 其 方法 的 进一步 政 善 
能 使 我 们 在 计算 机 上 实现 非常 复杂 的 带 有 各 种 分 支 和 按 所 得 结果 
改变 计算 过 程 的 计算 方案 , 这 些 方案 用 人 工 计算 也 是 难以 实现 的 . 
主要 的 只 是 在 程序 中 都 应 完全 规定 出 所 有 这 些 可 能 性 ， 

同样 也 不 应 该 认为 , 在 机 器 内 不 能 实现 需要 代数 运算 的 方法 
十 面 已 经 提 到 , 执行 某 些 分 析 返 算 也 是 完全 可 能 的 . 

误差 估 值 的 意义 ”在 近似 方法 的 误差 估计 问题 中 ， 渐 近 特 性 
的 估计 应 有 很 大 的 意义 , 因为 在 差分 法 中 大 的 什 m (例如 用 代数 方 
程 组 代 赫 积分 方程 时 的 方程 个 数 ), 小 的 步 长 等 在 快速 电子 计算 机 
上 都 是 完全 可 以 实现 的 。 据 此 , 在 对 近似 方法 做 比较 评价 时 , 表明 
方法 收敛 速度 的 特点 的 渐 近 值 会 取得 决定 性 作用 . 

当 在 机 器 上 实现 计算 方法 时 ， 误 部 的 后 天 估计 一 一 根据 算出 
的 解 的 估计 一 一 应 有 更 大 的 应 用 .这 种 估计 可 以 被 包括 在 计算 本 
序 之 内 ; 计算 进程 可 能 依 束 于 它们 的 结果 ， 比 如 , 如 果 误 差 大 于 容 
许 恨 度 时 ， 把 步 长 减 小 一 半自动 重复 计算 .在 这 方面 后 天 合计 会 
比 先 天 估计 要 更 加 方便 和 更 加 现实 。 先天 估 信 常常 售 高 , 并且 续 
构 也 远 为 复杂 . 

le 


问题 的 既 论 分 析 的 可 能 性 ”应当 指出 另 一 种 利用 由 问题 数值 
多 所 得 的 数据 的 可 能 性 。 这 就 是 在 运用 函数 分 析 的 方法 时 ， 按 所 
取得 的 近似 解 应 用 泛 函 分 析 的 方法 可 以 判断 解 的 存在 性 和 统一 
人 性， 同时 也 可 以 确定 解 的 分 布 区 域 ， 由 于 用 纯 理论 的 方法 来 进行 
这 种 研究 有 时 是 非常 复杂 和 元 长 的 ， 并 且 在 某 些 特殊 问题 中 这 种 
研究 实际 上 是 不 可 能 实现 的 , 因此 , 利用 这 种 为 此 且 的 在 机 器 上 进 
行 的 数值 计算 的 可 能 性 无 疑 的 是 有 趣 的 . 

数值 方法 中 的 新 问题 “计算 可 能 性 的 急剧 增 大 及 其 运用 实践 
经 验 的 积累 在 数值 方法 的 研究 中 引起 了 新 问题 .在 过 去 解 含有 大 
量 未 知 数 的 线性 方程 组 的 问题 只 是 个 别 的 ， 而 现在 这 种 方程 组 在 
解数 学 问题 时 已 成 为 经 常 的 了 , 因而 关于 不 仅 由 系数 引起 的 , 而 且 
也 由 计算 过 程 引起 的 含 入 误差 对 于 未 知 数 的 精确 度 的 影响 问题 有 
了 现实 意义 .对 这 个 同 题 已 进行 了 一 系列 有 意义 的 研究 . 

在 机 器 上 对 于 大 区 间 上 微分 方程 组 应 用 小 步 长 数值 积分 的 可 
人 能 性 使 得 关于 方程 的 数值 积分 过 程 的 稳定 性 问题 更 加 显著 了 . 此 
问题 的 试验 性 的 分 析 和 随后 所 进行 的 理论 研究 导致 对 微分 方程 的 
数值 积分 方法 的 本 质 上 的 重新 评价 . 

稳定 性 的 问题 对 偏 微分 方程 差分 解法 也 具有 极 重要 的 意义 . 

新 方法 ”计算 机 使 用 的 可 能 性 使 得 出 现 了 完全 新 式 的 近似 和 
数值 方法 ， 或 使 得 从 前 被 认为 是 完全 不 能 实现 的 方法 成 为 完全 可 
以 现实 的 、 一 个 典型 例子 就 是 随机 试验 法 (或 通常 软 为 “ 蒜 特 -~ 卡 
罗 法 ) 、 这 方法 在 于 对 求 我 们 所 要 定 的 未 知 量 找 出 一 个 概率 问题 ， 
此 问题 的 解 ( 概 率 ， 数 学 期 望 ) 要 与 我 们 的 未 知 数量 相符 合 ， 这 个 
概率 问题 的 解 通过 随机 试验 实验 地 求 得 ， 它 表 为 一 系列 试验 的 平 
均值 。 售 如 , 为 要 确定 由 不 等 式 (w, y) >0 决定 的 位 于 正方 形 
人 .40. 力 之 内 的 图 形 的 面积 , 则 在 正方 形 中 选择 随机 数 偶 (2,9)， 
调 确 定 它们 满足 于 上 述 不 等 式 的 比较 . 当然 , 如 果 用 人 工 进行 这 些 
试验 的 话 , 这 种 方法 的 效率 是 非常 低 的 , 但 是 , 如 果 利 用 计算 机 , 则 
它 就 完全 可 以 实现 . 试验 本 身 则 可 借助 于 随机 数 的 表 来 实现 . 对 
某 些 问题 , 例如 以 不 大 的 准确 度 求 多 维 积分 , 这 种 方法 可 能 比 其 他 
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方法 更 加 有 效 . 

这 关 方 法 可 以 用 来 解 和 矩阵 的 反 演 问题 ， 如 果 采 用 适当 前 马尔 
科 夫 网 路 ， 也 可 以 用 来 钙 偏 微分 方程 ， 如 果 已 指出 相关 的 随机 过 
程 

快速 计算 机 对 于 数学 分 析 、 力 学 和 物理 学 的 作用 ”在 数学 分 
析 中 ， 有 关 数 学 物理 中 的 积分 方程 和 边界 问题 的 多 维 问题 的 研究 
具有 本 质 上 较 大 的 兴趣 和 实际 的 意义 ， 这些 研究 和 已 找到 的 解法 
将 不 再 是 无 益处 的 ， 它 们 很 可 能 由 于 利用 计算 技术 的 新 工具 得 到 
完全 实现 ， 烙 其 是 ， 这 种 问题 的 系统 解 现 已 具有 极其 现实 的 意义 
和 

自然 , 新 研究 出 的 解法 应 该 考虑 到 实现 它们 的 可 能 性 。 

另 一 方面 , 在 进行 数学 问题 的 初步 研究 时 , 由 于 利用 计算 机 以 
足够 的 准确 度 进行 多 次 的 试验 计算 的 可 能 性 大 大 地 扩展 了 “数学 
实验 ”的 应 用 范围 并 提高 其 效率 。 因 此 总 的 来 说 , 以 及 在 各 别 问题 
中 , 例如 在 微分 方程 的 定性 研究 中 , 应 用 数学 实验 方法 的 研究 成 为 
很 重要 的 了 . 

有 趣味 地 也 应 指出 ， 在 数学 分 析 问 题 中 可 以 使 用 计算 机 不 仅 
是 为 了 联系 到 实用 , 而 且 也 为 了 它 的 内 在 理论 的 需要 ， 例 如 , 用 计 
算 机 进行 计算 对 于 确定 某 些 函数 不 等 式 和 估 值 中 的 常数 会 是 很 必 
痉 的 ;机 器 计算 不 仅 在 分 析 中 ,而且 在 数论 中 都 取得 了 这 种 应 用 。 

最 后 , 计算 机 可 以 用 米 检 查 数理 迟 辑 公式 的 真 伪 性 , 而且 由 于 
一 系列 的 数学 命题 和 证 明 可 以 用 数理 逻辑 的 记号 写 出 ， 因 而 在 原 
则 上 有 可 能 用 快速 计算 机 检查 某 些 数学 推理 的 轨 辑 的 正确 性 . 

如 果 谈 到 力学 和 物理 学 时 ， 则 首先 应 该 著 重 指出 数学 在 这 两 
门 科学 中 的 应 用 的 巨大 的 扩展 ， 直 到 目前 为 止 数 学 在 数学 物理 的 
具体 问题 中 的 运用 是 受到 必要 的 计算 的 复杂 性 和 工作 量 所 限制 
的 。 在 实际 问题 中 这 种 范围 通常 是 这 样 的 ， 只 是 算 一 个 问题 就 需 
要 几 个 月 ,有 时 甚至 需要 几 年 的 计算 工作 .因此 , 尽管 力学 和 理论 
物理 学 的 许多 问题 的 一 般 数学 提 法 已 经 明确 ， 并 且 在 原则 上 已 研 
究 出 了 一 系列 的 解法 ， 但 实际 上 淮 确 的 或 数值 的 数学 解 只 能 在 为 
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数 不 多 的 某 些 理想 化 了 的 和 简化 了 的 场合 下 才能 实现 (平面 或 轴 
对 称 的 问题 .最 简单 的 边界 回 线 、 无 恨 长 的 机 可 等 ) . 

因此 ， 数 学 解 与 其 说 是 用 来 寻求 所 需 计 算 的 量 还 不 如 说 是 用 
来 对 问题 进行 定性 或 定向 的 研究 ， 这 种 研究 在 实践 上 必须 以 昂贵 
的 实验 来 补充 . 

但 是 ， 新 式 计算 工具 的 应 用 为 按照 真实 情况 的 复杂 程度 广泛 
地 退 决 力学 和 物理 学 问题 开辟 了 可 能 性 (如 空间 问题 、 带 有 复杂 的 
边界 回 线 和 问题 , 非 线 性 方程 . 偏 微 分 方程 组 等 ). 

当然 ， 为 要 实现 这 一 可 能 性 要 求 进一步 研究 上 述 问题 的 数值 
分 析 方法 和 用 计算 机 解 它们 的 方法 .但 是 利用 快速 计算 机 成 功 地 
解 气象 学 和 气体 动力 学 中 的 偏 微分 方程 组 ， 晒 将 介质 方程 及 其 他 
问题 的 现 有 经 验 已 经 可 以 证 明 这 种 可 能 性 是 可 以 实现 的 . 

对 实现 力学 和 物理 学 问题 的 理论 数学 分 析 以 及 使 这 些 问题 的 
提 法 接近 于 实际 物理 问题 的 条 件 的 广泛 可 能 性 ， 和 由 于 采用 快速 
计算 机 所 赋予 此 分 析 法 的 快速 性 和 灵活 性 使 得 我 们 有 可 能 在 很 多 
的 情况 下 以 数学 实验 代 蔡 物理 实验 ， 这 样 一 来 , 将 使 物理 和 力学 
问题 的 研究 方法 有 进一步 的 改善 以 及 使 理论 方法 和 计算 方法 在 这 
种 分 析 中 占据 更 重要 的 地 位 . 

电 于 计算 机 对 技术 和 生产 的 作用 ”数学 分 析 的 问题 的 快速 性 
和 有 效 的 数值 解 也 可 以 使 技术 问题 的 理论 研究 法 在 各 种 技术 学 科 
(建筑 力学 .电工 学 和 无 线 电 技术 .水 力学 和 水 力 工程 学 等 ) 中 广泛 
地 利用 , 并 且 使 这 种 分 析 更 加 准确 和 现实 。 这 样 我 们 也 将 有 可 能 
把 数学 分 析 应 用 在 直到 如 今 尚 未 用 过 这 种 分 析 的 那些 技术 问题 中 
去 。 

除了 数学 分 析 的 向 题 ( 在 技术 科学 中 常 遇 到 的 问题 ) 的 数值 解 

外 ,数学 机 器 在 技术 中 的 运用 还 有 全 然 不 同 的 其 它 的 可 能 性 .例如 
在 技术 设计 中 ， 在 选择 设计 决议 的 方案 或 者 选择 某 些 设计 项 目的 
配置 时 ,都 可 以 采用 数学 机 可 .在 组 织 生产 的 问题 中 ,选择 工作 的 分 
配 和 次 序 时 , 可 能 有 各 种 不 同 的 解答 方案 ， 选 择 最 好 的 、 生 产 率 最 
高 的 和 最 经 济 的 方案 是 一 件 非常 困难 的 事情 。 于 是 机 器 就 在 这 儿 
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也 找到 了 用 处 ， 因 为 如 果 能 对 上 述 方案 的 系统 的 反复 考虑 过 程 设 
计 出 程序 , 并 且 能 算出 我 们 所 需要 的 特性 时 , 则 利用 机 器 计算 就 可 
以 比较 几 万 和 几 十 万 个 方案 ， 这 在 用 一 般 方 法 时 是 力 所 不 及 的 . 

尤其 是 ， 很 多 种 态 电 器 一 接触 线路 能 以 数理 逻辑 方法 进行 分 
析 和 检查 ， 这 种 数理 逻辑 方法 是 可 以 用 快速 计算 机 来 实现 的 ，、 用 
这 种 方法 可 以 按 这 些 或 那些 特征 来 比较 上 述 线路 的 某 些 方案 ， 并 
从 中 选 出 最 好 的 方案 . 

在 生产 的 自动 管理 方面 利用 计算 机 是 非常 有 前 途 的 ， 只 更 是 
把 这 些 机 器 与 跟踪 仪 利 传送 器 联接 在 一 超时。 例如 , 根据 送 入 机 
器 内 的 有 关 加 工 品 的 几何 数据 . 机 器 可 按 一 定 程序 制造 产品 , 并 给 
出 确定 机 床 工作 状态 的 参数 和 必要 的 改变 。 由 于 运算 速度 快 ， 网 
一 架 电 子 计算 机 可 用 来 同时 控制 几 台 机 床 的 工作 ， 这 类 计算 机 在 
自动 控制 运动 的 物体 中 , 例如 控制 蛙 际 导弹 , 所 具有 的 意义 是 十 分 
消 想 的 ， 因 为 控制 程序 除 考虑 预先 引入 的 数据 外 还 能 考虑 纠 由 仪 
表 指 数 记 表示 的 情况 的 变化 . 

这 样 一 来 ， 关 于 计算 机 的 构造 和 工作 分 析 及 其 应 用 它们 的 可 
能 性 的 问题 对 数学 来 说 是 一 个 广泛 的 活动 领域 ， 最 近 的 将 来 数学 
机 器 的 使 用 对 苏联 技术 和 文化 的 发 展 必然 会 起 很 大 的 作用 ， 
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